
ÂËÀÄÈÂÎÑÒÎÊÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ È ÑÅÐÂÈÑÀ

ÊÀÔÅÄÐÀ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ È ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

Íà ïðàâàõ ðóêîïèñè

ÇÀÂÅÐÒÀÍ Àëåêñàíäð Âèêòîðîâè÷

ËÓ×ÅÂÛÅ ÐÀÇËÎÆÅÍÈß Â ÄÈÍÀÌÈÊÅ ÄÅÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß Â

ÊÀ×ÅÑÒÂÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÐÅÄÑÒÂÀ ÂÛÄÅËÅÍÈß

ÐÀÇÐÛÂÎÂ

01.02.04 � ìåõàíèêà äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà

äèññåðòàöèÿ íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè

êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü:

ä-ð ôèç.-ìàò. íàóê, ïðîôåññîð

À.À. Áóðåíèí

Âëàäèâîñòîê � 2012



Cîäåðæàíèå

Ââåäåíèå 3

1 Íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè 19

1.1 Ìîäåëü íåëèíåéíî óïðóãîãî òåëà. . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Óäàðíûå âîëíû â íåëèíåéíî óïðóãîé ñðåäå. . . . . . . . . . . . . 22

1.3 Âîçìîæíûå òèïû è ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí . . . . . . . . . . . . 23

1.4 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ . . . . 35

2 Îäíîìåðíûå çàäà÷è íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé

òåîðèè óïðóãîñòè 38

2.1 Çàäà÷è îá óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðå-

äû ñ ïëîñêèìè âîëíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1.1 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è îá óäàðíîì

íàãðóæåíèè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . 38

2.1.2 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è îá óäàðíîì

íàãðóæåíèè ñëîÿ, èìåþùåãî ïðåäâàðèòåëüíûå äåôîðìà-

öèè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.1.3 ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óäàð-

íîì äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû . . . . 50

2.2 Ïëîñêèå âîëíû â ñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå . . . . . . . . . . . . 55

2.2.1 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î íîðìàëüíîì óäàðå ïî

ïëîñêîé ãðàíèöå óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà . . . . . . . 55

2.2.2 Çàäà÷à î êîñîì óäàðå ïî ïëîñêîé ãðàíèöå óïðóãîãî ïî-

ëóïðîñòðàíñòâà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

2.2.3 Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óäàðíîì íàãðó-

æåíèè ñæèìàåìîé ñðåäû. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2



2.3 Çàäà÷è îá àíòèïëîñêîì è ñêðó÷èâàþùåì óäàðå ñ öèëèíäðè÷å-

ñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.3.1 Àíòèïëîñêîå óäàðíîå äåôîðìèðîâàíèå íåñæèìàåìîé íå-

ëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.3.2 Ñêðó÷èâàþùåå óäàðíîå äåôîðìèðîâàíèå íåñæèìàåìîé

óïðóãîé ñðåäû . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

2.3.3 Èñïîëüçîâàíèå ïðèôðîíòîâûõ àñèìïòîòèê â ÷èñëåííîé

ñõåìå ðàñ÷åòîâ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3 Ïëîñêèå çàäà÷è 77

3.1 Çàäà÷à îá àíòèïëîñêîì äâèæåíèè ñðåäû

ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ . . . . . . . . . 77

3.1.2 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è . . . . . . . . 79

3.1.3 ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àíòè-

ïëîñêîì äâèæåíèè ñðåäû ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ . . 84

3.2 Çàäà÷à îá óäàðíîì íàãðóæåíèè ñæèìàåìîãî óïðóãîãî ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöåé. . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.2.1 Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Îáùèå ìîäåëüíûå ñîîòíî-

øåíèÿ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94

3.2.2 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëîñêîé äåôîðìàöèè. . . 97

3.2.3 Êîíñòðóèðîâàíèå ÷èñëåííîé ñõåìû ðàñ÷åòîâ . . . . . . . 104

Çàêëþ÷åíèå 106

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 108

3



Ââåäåíèå

Èìïóëüñíàÿ, èëè óäàðíàÿ, îáðàáîòêà ìàòåðèàëîâ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ôóí-

äàìåíòîâ ñîâðåìåííîé ïðîìûøëåííîñòè. Êîâêà, âûñîêîñêîðîñòíàÿ øòàìïîâ-

êà è äðóãèå òåõíîëîãèè îáðàáîòêè ìàòåðèàëîâ, îñíîâàííûå íà óäàðíîì âîç-

äåéñòâèè íà íèõ, èçâåñòíû è èñïîëüçóþòñÿ ïðîäîëæèòåëüíîå âðåìÿ. Òåì íå

ìåíåå, ïî íàñòîÿùèé ìîìåíò ñîõðàíÿåòñÿ ðÿä òðóäíîñòåé â îáëàñòè ìàòåìàòè-

÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîäîáíûõ ïðîöåññîâ. Âûçâàíû îíè íå òîëüêî ïðåãðà-

äàìè ðàñ÷åòíîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûìè ñ êîëè÷åñòâåííûì îïèñàíèåì ïðî-

öåññîâ èíòåíñèâíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, íî è ñ ïîñòàíîâî÷íûìè ïðîáëåìàìè.

Ñðåäè íèõ ñëåäóåò îñîáî âûäåëèòü ÿâëåíèå âîçíèêíîâåíèÿ è ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ äåôîðìàöèé (óäàðíûõ âîëí). Â îòëè÷èå îò ãàçî-

âîé äèíàìèêè, ãäå ýòî ÿâëåíèå íàèáîëåå èçó÷åíî, â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìî-

ãî òåëà ïîìèìî õàðàêòåðíûõ äëÿ ãàçîîáðàçíûõ ñðåä äåôîðìàöèé èçìåíåíèÿ

îáúåìà ïðèñóòñòâóþò òàêæå èçìåíåíèÿ ôîðìû. Ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî-

ñëåäíèõ èìååò ðÿä îòëè÷èé îò ïðîöåññà ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáúåìíûõ äåôîð-

ìàöèé. Êðîìå òîãî, â îáùåì ñëó÷àå ýòè ïðîöåññû âçàèìîñâÿçàíû. ßâëåíèå

âîçíèêíîâåíèÿ óäàðíûõ âîëí â òâåðäûõ òåëàõ â ïðîöåññå èõ èíòåíñèâíîãî

äåôîðìèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèïèàëüíî íåëèíåéíûì è äîëæíî èçó÷àòüñÿ

íà îñíîâàíèè íåëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòåé-

øåé ìîäåëüþ, â ðàìêàõ êîòîðîé èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçó÷èòü âçàèìîâëèÿíèå

ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ äåôîðìàöèé, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü

íåëèíåéíîé óïðóãîé ñðåäû.

Ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó â ãàçîâîé äèíàìèêå íàðàáîòàí ðÿä ìåòîäîâ äëÿ

âûäåëåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ ïðè ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòàõ ãèïåðçâóêîâûõ

òå÷åíèé ãàçà, è ñîçäàíû ñïåöèàëüíûå àëãîðèòìè÷åñêèå ïðèåìû, âêëþ÷àåìûå

â ïðîãðàììû ðàñ÷åòîâ. Îäíàêî, âçàèìîñâÿçàííîñòü ïðîöåññîâ ðàñïðîñòðà-

íåíèÿ äåôîðìàöèé ôîðìû è îáúåìà íå ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü èõ ïðÿìîé
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ïåðåíîñ â çàäà÷è äèíàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ÷èñëåííîå

ìîäåëèðîâàíèå óäàðíûõ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ îñíîâûâàåòñÿ ãëàâíûì

îáðàçîì íà èñïîëüçîâàíèè ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, â èçâåñòíîé ñòåïåíè èãíîðè-

ðóþùèõ íàëè÷èå ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ â ñðåäå. Ïðè ñóùåñòâåííîé íåñòà-

öèîíàðíîñòè çàäà÷è (âçàèìîäåéñòâèå óäàðíûõ âîëí ìåæäó ñîáîé è ñ ïðåãðà-

äàìè) àëãîðèòìè÷åñêèå ýôôåêòû ñõåì ñêâîçíîãî ñ÷åòà, òàêèå, êàê âíîñèìàÿ

â ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü äâèæåíèÿ ñðåäû èñêóññòâåííàÿ âÿçêîñòü, ïîÿâëå-

íèå îñöèëëÿöèé â îêðåñòíîñòè âîëíîâûõ ôðîíòîâ è ñîáñòâåííî ðàçìûâàíèå

ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ, ìîãóò ïðèâîäèòü ê íåäîïóñòèìûì êîëè÷åñòâåííûì

è êà÷åñòâåííûì ïîãðåøíîñòÿì. Âñëåäñòâèå ýòîãî, ñîõðàíÿåòñÿ ïîòðåáíîñòü â

ðàçðàáîòêå ýôôåêòèâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäèê, èçáàâëåííûõ îò óêàçàí-

íûõ íåäîñòàòêîâ. Îäíà èç âîçìîæíîñòåé ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ñîâðåìåí-

íûõ äîñòèæåíèé íåëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ îòñëåæèâà-

íèÿ ïîëîæåíèé âîëíîâûõ ôðîíòîâ è êîíñòðóèðîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì

ñ âûäåëåíèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ.

Îñíîâû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä, è, â ÷àñòíîñòè, òåîðèè óïðóãîñòè, çàëî-

æåíû â XIX âåêå Ë.Ýéëåðîì, Ã.Êèðõãîôîì, Î.Êîøè, Äæ.Ãðèíîì è äð. Ïðè

ýòîì òåîðèÿ óïðóãîñòè (êàê, âïðî÷åì, è äðóãèå ðàçäåëû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ

ñðåä) íåëèíåéíà ïî ñâîåé ñóòè, îäíàêî äî íà÷àëà ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ðàç-

âèâàëñÿ åå ëèíåéíûé âàðèàíò (Íàâüå, Ïóàññîí, Áåòòè, Ìèò÷åëë, Ãàëåðêèí,

Ðåëåé è äð.).

Â íà÷àëå XX âåêà ëèíåéíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè ïðèîáðåòàåò êëàññè÷åñêóþ

ôîðìó. Îñíîâíîå íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé â ýòîò ïåðèîä � ðàçðàáîòêà ìà-

òåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü âûäà-

þùèéñÿ âêëàä îòå÷åñòâåííûõ ó÷åíûõ: Ã.Â. Êîëîñîâà, Í.È. Ìóñõåëèøâèëè,

Ã.Í. Ñàâèíà, Ñ.Ê. Ñîáîëåâà, Ì.À. Ëàâðåíòüåâà.

Àâòîðñòâî ïåðâîé ôóíäàìåíòàëüíîé ðàáîòû ïî íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãî-

ñòè ïðèíàäëåæèò Ô.Ä. Ìóðíàãàíó [154]. Îãðîìíûé âêëàä â äåòàëüíóþ ðàçðà-

áîòêó íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âíåñëè Â.Â. Íîâîæèëîâ [99], Ë.È. Ñåäîâ
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[115, 116], À.À. Èøëüþøèí [77], Â. Ïðàãåð [102], À. Ãðèí è Ä. Àäêèíñ [57],

Ë.À. Òîëîêîííèêîâ [118], Å.Ì. ×åðíûõ [128, 126, 129], À.È. Ëóðüå [93], Ä.Ä.

Èâëåâ [75, 76], Ê. Òðóñäåëë [121], Ë. Òðåàëîð [120], Ã.Ñ. Òàðàñüåâ [117]. Çäåñü

íå óïîìÿíóòû ðàáîòû ïî òåîðèè íåëèíåéíî-óïðóãèõ êîíñòðóêöèîííûõ ýëå-

ìåíòîâ (ñòåðæíè, ïëàñòèíû, îáîëî÷êè). ×àñòü òàêèõ ðåçóëüòàòîâ óêàçàíà â

îáçîðå Â.Â. Íîâîæèëîâà, Ë.À. Òîëîêîííèêîâà è Ê.Ô. ×åðíûõ [100]. Îòìåòèì

îáëàñòè òåîðèè óïðóãîñòè, ãäå ó÷åò íåëèíåéíîñòè ëåæèò â îñíîâå. Ýòî ïðåæ-

äå âñåãî òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè äåôîðìèðóåìûõ òåë è ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé

[22, 25], íåëèíåéíàÿ àêóñòèêà [66, 111] è ïðîáëåìà èçó÷åíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðî-

öåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ â íåñòàöèîíàðíûõ êðàåâûõ çàäà÷àõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ

ãðàíè÷íûõ âîçìóùåíèé. Â äàëüíåéøåì îáçîðå óäåëèì âíèìàíèå ïîñëåäíåé

ïðîáëåìå.

Ê ïåðâûì ðàáîòàì, íàïðàâëåííûì íà èññëåäîâàíèå óäàðíûõ âîëí, íåîá-

õîäèìî îòíåñòè ðàáîòû Ä.Áëåíäà [139, 140, 141], ×æó Áî-Òå [144, 145] è

Å.Ì.×åðíûõ [128, 126, 129]. Ä.Áëåíä ðàññìîòðåë óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàð-

íûõ âîëí â íåäåôîðìèðîâàííîé óïðóãîé ñðåäå íà ïðèìåðå ïëîñêèõ àäèàáàòè-

÷åñêèõ è èçîýíòðîïè÷åñêèõ âîëí ïðè ëèíåàðèçàöèè îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû

óðàâíåíèé. Ðàññìîòðåíû ïðîäîëüíûå óäàðíûå âîëíû ñî ñôåðè÷åñêîé ñèì-

ìåòðèåé. Ðåøåíà çàäà÷à ñ óäàðíîé âîëíîé ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè. Â [141]

ðàññìîòðåíû öèëèíäðè÷åñêèå ïðîäîëüíûå âîëíû â ñëó÷àå èçîýíòðîïè÷åñêî-

ãî ïðèáëèæåíèÿ è ïðè îòñóòñòâèè ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Âñå ïîëó-

÷åííûå ðåçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ìîíîãðàôèè [16], â êîòîðûõ ïðîâåäåíî

èçó÷åíèå óäàðíûõ âîëí â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Â ñëó÷àå ïëîñêèõ ïîâåðõ-

íîñòåé ðàçðûâîâ ïîêàçàíà íåâîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ÷èñòî ïîïåðå÷íûõ

óäàðíûõ âîëí â íåäåôîðìèðîâàííîé óïðóãîé ñðåäå.

Â íàøåé ñòðàíå òàêæå ïðîâîäèëèñü ïîäîáíûå èññëåäîâàíèÿ, ïåðâûìè èç

íèõ ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Å.Ì. ×åðíûõ [128, 126, 129]. Èì òàêæå ðàñ-

ñìîòðåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíûõ âîëí [128] è ïîëó÷åíî ðåøåíèå

àâòîìîäåëüíîé çàäà÷è äëÿ ìàòåðèàëà, ïîä÷èíÿþùåãîñÿ çàêîíó Ãóêà, íî äî-
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ïóñêàþùåãî áîëüøèå äåôîðìàöèè. Ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìîäåëü ïîëó-

÷àëàñü ïóòåì çàìåíû â çàêîíå Ãóêà òåíçîðà ìàëûõ äåôîðìàöèé íà òåíçîð

äåôîðìàöèé Àëüìàíñè è ó÷åòîì íåëèíåéíîñòè âî âñåõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîò-

íîøåíèÿõ. Ðàçâèòèåì äàííîãî íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé ïîñëóæèëè ðàáîòû

À.Ä.×åðíûøîâà [130] è Ã.Ô.Ôèëàòîâà [124, 122, 123]. Â íèõ ïîëó÷åíû óñëîâèÿ

ñóùåñòâîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ñ ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõ

äåôîðìàöèé è ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ óäàðíûõ âîëí.

Âñå ýòè èññëåäîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê øåñòèäåñÿòûì ãîäàì ïðîøëîãî âåêà.

Â ñåìèäåñÿòûå-âîñüìèäåñÿòûå ãîäû ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ âàæíûõ ðåçóëüòà-

òîâ. Èõ îñíîâíîå îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çàêëþ÷àåòñÿ â îòêàçå îò îãðàíè÷å-

íèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ñòðîèëèñü ïåðâûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè. Â áîëåå

îáùåé ôîðìå âûáèðàþòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñ

ó÷åòîì ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, óêàçûâàþòñÿ óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ïðîäîëüíûõ, êâàçèïðîäîëüíûõ è êâàçèïîïåðå÷íûõ óäàðíûõ âîëí, âû÷èñëÿ-

þòñÿ ñêîðîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ, ïðîâîäèòñÿ òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç

íåîáðàòèìîãî ïðîöåññà â óäàðíîé âîëíå, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ïîëÿðèçà-

öèè âîëí. Ðåøåí ðÿä çàäà÷, äîïóñêàþùèõ àâòîìîäåëüíûé ïîäõîä [59]. Çäåñü

íåîáõîäèìî îòìåòèòü ðàáîòû À.À.Áóðåíèíà è À.Ä.×åðíûøîâà [35, 36, 38],

êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè â êâàçèïðîäîëüíûõ óäàðíûõ

âîëíàõ íå çàâèñèò îò ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, äëÿ íåêîòîðûõ ìàòå-

ðèàëîâ ïîëó÷åí àíàëîã òåîðåìû Öåìïëåíà äëÿ èäåàëüíîãî ãàçà, ò.å. ïîêàçà-

íî, ÷òî è â óïðóãîé ñðåäå ñóùåñòâóþò òîëüêî êâàçèïðîäîëüíûå âîëíû ñæà-

òèÿ. Îáíàðóæåíî, ÷òî â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íà êâàçèïðîäîëüíûõ óäâàðíûõ

âîëíàõ ïðîèñõîäèò óìåíüøåíèå ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé, à

íà êâàçèïîïåðå÷íûõ âñåãäà ïðèñóòñòâóåò óìåíüøåíèå ïðåäâàðèòåëüíîãî ñæà-

òèÿ. Îòìåòèì ðàáîòû [50, 59, 58, 65, 94, 124, 122, 123, 140, 147, 152, 164, 166]. Â

íèõ ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â íåëèíåéíîé

äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.

×æó-Áî-Òå [144, 145] ðàññìîòðåë ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíîé âîëíû â ñëó÷àå
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íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû. Èì âïåðâûå ïîëó÷åíà çàìêíóòàÿ ñèñòåìà óðàâ-

íåíèé â ðàçðûâàõ, âû÷èñëåíû ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, çàâèñÿùèå îò

ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé, ðàçðûâà êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ è äåôîð-

ìàöèé. Íà ïðèìåðå èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé ðåçèíû ïîëó÷åíî óñëîâèå ñóùå-

ñòâîâàíèÿ óäàðíîé âîëíû íàãðóçêè, êàê ñëåäñòâèå òåðìîäèíàìè÷åñêèõ îãðà-

íè÷åíèé íà âîçìîæíûå ðàçðûâû. Ïðîáëåìàì ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí

â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå ïîñâÿùåíû ðàáîòû [25, 91, 90, 103, 104, 146].

Âàæíûé âêëàä â ðàçâèòèå íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè âíåñëè À.Ã. Êóëè-

êîâñêèé è Å.È. Ñâåøíèêîâà [89, 87, 86, 88, 113]. Ñèñòåìà óðàâíåíèé â ðàçðû-

âàõ â èõ ðàáîòàõ çàïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà. Â ðåçóëüòàòå àâòîðû

äåòàëüíî èçó÷èëè ïëîñêèå óäàðíûå âîëíû, óñëîâèÿ èõ ñóùåñòâîâàíèÿ è óñëî-

âèÿ ýâîëþöèîííîñòè ðàçðûâîâ, à òàêæå ðÿä äðóãèõ âîïðîñîâ, êîòîðûå ñòàâèò

ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà â êðàåâûõ çàäà÷àõ ñ ïëîñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè.

Àíàëîãè÷íûé ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíÿëñÿ â [167].

Ý.Â. Ëåíñêèé èçó÷àë ñâîéñòâà êîìáèíèðîâàííûõ ñèëüíûõ ðàçðûâîâ äëÿ

óïðóãîé ñðåäû, îïðåäåëÿåìîé óïðóãèì ïîòåíöèàëîì, çàâèñÿùèì îò ïåðâûõ

äâóõ èíâàðèàíòîâ òåíçîðà äåôîðìàöèé. Â [150] ðàññìàòðèâàëèñü ïîâåðõíîñòè

ðàçðûâîâ â ìàòåðèàëàõ. Â [132] ðàññìàòðèâàëèñü êâàçèñòàöèîíàðíûå ïëîñêèå

ðàçðûâû â óñëîâèÿõ ïëîñêîé äåôîðìàöèè ïðè íàëè÷èè àíèçîòðîïèè â ñâîé-

ñòâàõ ìàòåðèàëîâ. Ïîâåðõíîñòíûå ðàçðûâû íà ïëîñêèõ ãðàíèöàõ íåëèíåéíî-

óïðóãèõ òåë èçó÷àëèñü Ã.È. Áûêîâöåâûì è åãî ó÷åíèêàìè [14, 15]. Â [113]

èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà óïðóãîé ñðåäû, èìåþùåé ñëàáóþ àíèçîòðîïèþ, â [125]

ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåðèàëû, ïî-ðàçíîìó ñîïðîòèâëÿþùèåñÿ ñæàòèþ è ðàñ-

òÿæåíèþ. Ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè óïðóãîé ñðåäû ñ óäàðíûìè âîë-

íàìè ïîñâÿùåíû ðàáîòû [1, 2, 33, 34, 35, 41, 113, 62, 78, 26], â êîòîðûõ ðàñ-

ñìàòðèâàëèñü àâòîìîäåëüíûå çàäà÷è. Â ÷èñëå ïîñëåäíèõ äîñòèæåíèé â äàí-

íîé îáëàñòè ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Î.Â. Äóäêî è Ä.À. Ïîòÿíèõèíà [63]

Äëÿ ðåøåíèÿ íåàâòîìîäåëüíûõ çàäà÷ èñïîëüçóþòñÿ, â îñíîâíîì, ðàçëè÷-

íûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà âîçìóùåíèé è ëó÷åâîé ìåòîä.
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Ìåòîä âîçìóùåíèé â äèíàìèêå óïðóãîé ñðåäû âïåðâûå èñïîëüçîâàë Ó.Ê.

Íèãóë [96] è À.Í. Ãóçü [60]. Íåëèíåéíûå âîëíîâûå óðàâíåíèÿ [96] çàìåíÿëèñü

ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ëèíåéíûõ íåîäíîðîäíûõ óðàâíåíèé. Îáîáùåíèå äàí-

íîãî ìåòîäà íà ñëó÷àé, êîãäà â ñðåäå ïðèñóòñòâóþò ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ

äåôîðìàöèé, ïðîâåëè À.À. Áóðåíèí è Â.À. Øàðóäà [41, 39]. Áîëåå òîãî, áûëî

ïîêàçàíî, ÷òî äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñáîäèòñÿ

ê ñèíãóëÿðíîé çàäà÷å ìåòîäà âîçìóùåíèé, â êîòîðîé â êà÷åñòâå âíóòðåííå-

ãî ðàçëîæåíèÿ âûñòóïàåò ïðèôðîíòîâàÿ àñèìïòîòèêà. Äàííîå àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ðàçëîæåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî íà îñíîâå ýâîëþöèîííîãî óðàâíåíèÿ

[24, 68, 69, 70, 97, 103]. Â [104] ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ïðèåìû ÷èñëåííîãî ñðà-

ùèâàíèÿ ïðèôðîíòîâûõ àñèìïòîòèê ñ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé

óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ, óäàëåííûõ îò óäàðíûõ âîëí, íà îñíîâå ïîñòðîåíèÿ

íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû.

Äðóãîé âîçìîæíîñòüþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ

ëó÷åâîé ìåòîä. Ëó÷åâîé ìåòîä èçâåñòåí ñ 50-õ ãã ïðîøëîãî âåêà è ÿâëÿåòñÿ

ïðèçíàííûì ìîùíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ âîëíîâûõ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ

íåñòàöèîíàðíûå ïîâåðõíîñòè (îáúåìíûå âîëíû) èëè ëèíèè (ïîâåðõíîñòíûå

âîëíû) ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàçðûâîâ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ îäíî÷ëåííûå

èëè ìíîãî÷ëåííûå ñòåïåííûå ðÿäû, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðûõ ñëóæàò ñêà÷-

êè ïðîèçâîäíûõ èñêîìûõ ôóíêöèé. Îáñòîÿòåëüíûé îáçîð ðàáîò äàííîãî íà-

ïðàâëåíèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñòàòüå Þ.À. Ðîññèõèíà è Ì.Â. Øèòèêîâîé [155]. Ýòó

ñòàòüþ îíè ïîñâÿòèëè ñâåòëîé ïàìÿòè ñâîåãî ó÷èòåëÿ, âûäàþùåãîñÿ ó÷åíîãî-

ìåõàíèêà, ïðîôåññîðà Ã.È. Áûêîâöåâà.

Ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà îñíîâíûõ òèïà. Ïåðâûå èñ-

ïîëüçóþòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ðåãó-

ëÿðíûõ ôóíêöèé, âòîðûå - äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôèçè÷åñêèõ ïîëåé ñèíãóëÿð-

íûõ ôóíêöèé. Â Ðîññèè ðàçðàáîòêîé ëó÷åâîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà ðàçëî-

æåíèÿõ ïåðâîãî òèïà, àêòèâíî çàíèìàëèñü ó÷åíûå-ìåõàíèêè Ëåíèíãðàäñêîé

íàó÷íîé øêîëû, èäåéíûì ðóêîâîäèòåëåì êîòîðîé áûë Ã.È.Ïåòðàøåíü. Ýòîò
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ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì â çàäà÷àõ îòðàæåíèÿ, ïðåëîìëåíèÿ è

äèôðàêöèè âîëí, ïîïóëÿðåí â ñåéñìîëîãèè è ñåéñìîðàçâåäêå. Ìåòîä ðàçâè-

âàëñÿ â ðàáîòàõ Â.Ì. Áàáè÷à è À.Ñ. Àëåêñååâà ïðè âû÷èñëåíèè èíòåíñèâíî-

ñòåé âîëíîâûõ ôðîíòîâ â íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãîñòè [4, 3],

âêëþ÷àÿ ñëó÷àé íåîäíîðîäíîé àíèçîòðîïíîé ñðåäû [7] äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà-

ïðÿæåíèé. Âïîñëåäñòâèè Â.Ì. Áàáè÷, Â.Ñ. Áóëäûðåâ è È.À. Ìîëîòêîâ [9]

èñïîëüçîâàëè ðàçëîæåíèÿ ïåðâîãî òèïà ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ ïðîöåñ-

ñîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû.

Âòîðîé òèï ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè îäíîìåðíûõ,

ïëîñêèõ è òðåõìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ ïîâåðõíîñòè ñèëüíûõ è

ñëàáûõ ðàçðûâîâ. Ìåòîä îñíîâàí íà òåîðèè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ

íà äâèæóùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ. Ðàçðàáîòêà òåîðèè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé áåðåò

íà÷àëî ñ ðàáîò Äæ.Àäàìàðà [149], êîòîðûé çàìåòèë, ÷òî ðàçðûâû âåëè÷èí íà

äâèæóùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ íå ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè, íî ñâÿçàíû îãðàíè-

÷åíèÿìè, ñëåäóþùèìè èç ãåîìåòðèè è êèíåìàòèêè òàêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îáîá-

ùåíèå ñîîòíîøåíèé Äæ.Àäàìàðà íà ñëó÷àé ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûõ îò ôóíê-

öèé, òåðïÿùèõ ðàçðûâ íà äâèæóùèõñÿ ïîâåðõíîñòÿõ, îñóùåñòâèë Ò.Òîìàñ

[119]. Âûïèñàííûå èì îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ áûëè íàçâàíû

èì ãåîìåòðè÷åñêèìè è êèíåìàòè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ñîâìåñòíîñòè ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà. Ñ èõ ïîìîùüþ Ò.Òîìàñ [119] èññëåäîâàë ðàñïðîñòðàíåíèå è çàòóõàíèå

êðèâîëèíåéíûõ âîëí â îäíîðîäíîé óïðóãîé èçîòðîïíîé ñðåäå. Òåîðèÿ ðåêóð-

ðåíòíûõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ ôóíêöèé è èõ ïðîèçâîäíûõ, îáîáùà-

þùàÿ ïðåäñòàâëåíèÿ Ò.Òîìàñà, áûëà ðàçðàáîòàíà Ã.È. Áûêîâöåâûì è åãî ó÷å-

íèêàìè ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèÿ äâèæåíèÿ ïîâåðõíîñòè â ïðÿìîóãîëü-

íîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò [45]. Â ðàáîòàõ Å.À. Ãåðàñèìåíêî è Â.Å.

Ðàãîçèíîé ïîñòðîåíà çàêîí÷åííàÿ òåîðèÿ ðåêóððåíòíûõ óñëîâèé ñîâìåñòíî-

ñòè, âêëþ÷àÿ ñëó÷àé äåêàðòîâûõ [54] è ïðîèçâîëüíûõ êðèâîëèíåéíûõ [55] êî-

îðäèíàò. Îáúåäèíåíèå ëó÷åâîé òåîðèè è òåîðèè ðàçðûâîâ Ò.Òîìàñà ïîçâîëèëî

äâóì ãðóïïàì èññëåäîâàòåëåé, Äæ. Àõåíáàõó è Ä.Ðåääè [137, 136] è Âîðîíåæ-
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ñêîé øêîëå ïîä ðóêîâîäñòâîì Ã.È.Áûêîâöåâà [11], íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è

â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ïðåäëîæèòü ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé

çà ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ â ëèíåéíûõ ñðåäàõ, íàçâàííîé àâòîðàìè ëó÷åâûì

ìåòîäîì ïî àíàëîãèè ñ [8]. Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèÿ

çà ôðîíòîì âîëíû ðàçðûâîâ îñíîâàí íà ïðåäñòàâëåíèè åãî â âèäå ñòåïåííîãî

ðÿäà ïî òèïó ðÿäà Òåéëîðà, êîýôôèöèåíòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ íåèçâåñòíûå

ðàçðûâû. Äëÿ ïîñëåäíèõ, ñëåäóÿ óñëîâèÿì ñîâìåñòíîñòè, ïîëó÷àþò ðåêóð-

ðåíòíóþ ñèñòåìó îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, íàçûâàåìûõ

óðàâíåíèÿìè çàòóõàíèÿ. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Ã.È. Áûêîâöåâûì, îêàçàëñÿ

íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûì. Â äàëüíåéøåì Ã.È. Áûêîâöåâó è åãî ó÷åíèêàì óäà-

ëîñü òàêèì ñïîñîáîì ðåøèòü öåëûé ðÿä íåñòàöèîíàðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷

ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà [11, 14, 15, 65, 107, 142, 160, 133, 44].

Í.À.Çàâàðçèíà è Â.Ì.Áàáè÷ ðàçâèëè ëó÷åâîé ìåòîä äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çà-

äà÷ â ãèïîóïðóãîé ñðåäå [10, 64]. Ã.È. Áûêîâöåâ è À.Ã. Øàòàëîâ ðàññìîòðåëè

çàäà÷ó î âëèÿíèè òåïëîâîãî ïîòîêà íà ãðàíèöó òåðìîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàí-

ñòâà ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà è òåðìîóïðóãîé ñâÿ-

çè [47]. Äëÿ òðåõ òèïîâ òåðìîóïðóãèõ âîëí áûëè ïîëó÷åíû ðåêóððåíòíûå ñî-

îòíîøåíèÿ íà êîýôôèöèåíòû ëó÷åâîãî ðÿäà. Â ðàáîòàõ Þ.À. Ðîññèõèíà è

äð. ðàññìîòðåíû çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè ïëîñêèõ âîëí ñèëüíûõ ðàçðûâîâ

â àíèçîòðîïíîì òåðìîóïðóãîì ïðîñòðàíñòâå [110] è àíèçîòðîïíîé ïëàñòèíå

ïîñòîÿííîé òîëùèíû [161], îá óäàðå àáñîëþòíî æåñòêîé ñôåðû ïî ãðàíèöå

óïðóãîãî èçîòðîïíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà [156]. Òàêèì îáðàçîì, ëó÷åâûå ðàç-

ëîæåíèÿ âòîðîãî òèïà óäîáíû ïðè ðåøåíèè çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ êðàòêîâðå-

ìåííûì ïðèëîæåíèåì íàãðóçêè ê ãðàíèöàì ðàññìàòðèâàåìûõ òåë, à òàêæå

óäàðíûì âîçäåéñòâèåì, òåðìè÷åñêèì óäàðîì è ò.ä.

À.Â. ×èãàðåâ [131] ðàññìàòðèâàë ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí â ñòîõà-

ñòè÷åñêè íåîäíîðîäíîé óïðóãîé ñðåäå. Þ.À. Ðîññèõèí [157, 106] èçó÷àë ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â óïðó-

ãîé ñëàáî àíèçîòðîïíîé ñðåäå ñ ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðèåé, â ò. ÷. ñ êóáè÷åñêîé
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è ãåêñàãîíàëüíîé. Â 1989 ã. Þ.À. Ðîññèõèí [108] óêàçàë ñïîñîá ðåãóëÿðèçà-

öèè âîëíîâûõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûå îêàçàëèñü íåðàâíîìåðíî ïðèãîäíûìè

â îáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ âîëíîâîãî ðåøåíèÿ . Äæ. Àõåíáàõ [135] èçó÷àë äâè-

æåíèå ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ â òåðìîóïðóãîé ñðåäå ñ êîíå÷íîé ñêî-

ðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëà. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äâå ïîâåðõíîñòè ñèëüíûõ

ðàçðûâîâ: êâàçèóïðóãàÿ è êâàçèòåðìè÷åñêàÿ, îáëàäàþò ýêñïîíåíöèàëüíûì

õàðàêòåðîì çàòóõàíèÿ.

Äæ. Ýðèêñåí [148] èçó÷àë ðàñïðîñòðàíåíèå ýêâèâîëþìèíàëüíûõ ïîâåðõ-

íîñòåé ñëàáûõ ðàçðûâîâ â íåñæèìàåìûõ óïðóãèõ ìàòåðèàëàõ è ïîêàçàë, ÷òî

äëÿ ãëàäêî èçìåíÿþùèõñÿ ïîëåé âíåøíèõ ñèë è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, âîëíû

òðåòüåãî è áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå ïîä÷èíÿþò-

ñÿ òåì æå çàêîíàì, ÷òî è âîëíû óñêîðåíèé. Ê. Òðóñäåëë [165] îáîáùèë ýòîò

ðåçóëüòàò íà âåñü êëàññ óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Âîëíàì óñêîðåíèé â óïðóãèõ

ñðåäàõ ïîñâÿùåíà òàêæå ðàáîòà Ð. Õèëëà [151] è äð.

Ì.À. Ãðèíôåëüä [58] ðàññìàòðèâàë ïîâåðõíîñòè ñëàáûõ ðàçðûâîâ (âîëíû

óñêîðåíèé) è ñëàáûå óäàðíûå âîëíû â íåëèíåéíîì ãèïîóïðóãîì òåëå. Äëÿ

òàêèõ âîëí áûëè ïîëó÷åíû íîðìàëüíûå ñêîðîñòè è óðàâíåíèÿ ïåðåíîñà, îïè-

ñûâàþùèå èçìåíåíèÿ ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûõ ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îò èñ-

êîìûõ ôóíêöèé ïî íîðèìàëè ê âîëíîâîé ïîâåðõíîñòè âäîëü ëó÷åé. Ñëàáûå

óäàðíûå âîëíà â äåôîðìèðîâàííîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäå ðàññìàòðèâàëè

òàêæå Í.À. Çàâàðçèíà è Ã.Ô. Ôèëàòîâ [65]. Àâòîðû ïîëó÷èëè ñèñòåìó ðåêóð-

ðåíòíûõ óðàâíåíèé, îïðåäåëÿþùóþ õàðàêòåð ðàñïðîñòðàíåíèÿ è çàòóõàíèÿ

ñëàáûõ óäàðíûõ âîëí.

Èññëåäîâàíèÿ, ïîñâÿùåííûå ðàñïðîñòðàíåíèþ è çàòóõàíèþ ñëàáûõ è ñèëü-

íûõ ðàçðûâîâ â óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå, ïðîâîäèëè Ã.È. Áûêîâöåâ è

Í.Ä. Âåðâåéêî [42], à òàêæå Þ.À. Ðîññèõèí [109]. Ïîçäíåå Ã.È. Áûêîâöåâ è

äð. [43] ðàññìàòðèâàëè äâèæåíèå ñòóïåí÷àòîé íàãðóçêè ñî ñâåðõçâóêîâîé ñêî-

ðîñòüþ ïî ãðàíèöå óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Èññëåäîâà-

íèþ ëó÷åâûì ìåòîäîì ïðîñòðàíñòâåííûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ óïðóãîâÿçêî-
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ïëàñòè÷íîñòè è îäíîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òå÷åíèÿ ðåàëüíîé æèäêîñòè

â òðóáàõ ïîñâÿùåíà ìîíîãðàôèÿ Í.Ä. Âåðâåéêî [48]. Â íåé èçëîæåíû îñíî-

âû ëó÷åâîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ è ïðèâåäåíû ïðèìåðû

ïðèìåíåíèÿ ëó÷åâîãî ìåòîäà ê ðàñïðîñòðàíåíèþ ïëàñòè÷åñêèõ âîëí íàãðóçêè

è ðàçãðóçêè, âîëí ãèäðîóäàðà â ãèäðîëèíèÿõ ïåðåìåííîãî ñå÷åíèÿ. Â [84, 85]

ðàññìàòðèâàëèñü âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêîãî èëè ÷èñëåííîãî ðåøå-

íèé äèíàìè÷åñêèõ âîëíîâûõ çàäà÷ â óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ.

Ðàñïðîñòðàíåíèå âîëí óñêîðåíèé â òðåõìåðíûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåëàõ

ðàññìàòðèâàëè Ò.Òîìàñ [119], Ð.Õèëë [151], Ã.È. Áûêîâöåâ è äð. [46]. Áûëè

ïîëó÷åíû òðè òèïà âîëí óñêîðåíèé è âû÷èñëåíû èõ ñêîðîñòè. Òàêæå èññëå-

äîâàíû ïðîöåññû ðàñïðîñòðàíåíèÿ è èçìåíåíèÿ ñî âðåìåíåì èíòåíñèâíîñòè

ïëàñòè÷åñêèõ âîëí, âîëíû ðàçãðóçêè è âîëíû íàãðóçêè. Òåîðèÿ ðàçðûâîâ

ïðèìåíÿëàñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîëí ðàçðûâîâ â ñòåðæíÿõ, ñëîÿõ, ïëàñòèíàõ

è îáîëî÷êàõ [153, 49], à òàêæå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàçðû-

âîâ â íåëèíåéíî-óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ñðåäàõ [13, 14] è ïîâåðõíîñò-

íûõ âîëí âäîëü ïîâåðõíîñòåé êðèñòàëëè÷åñêèõ òåë ñ êîíå÷íîé àíèçîòðîïèåé

[158]. Òàêæå îäíî÷ëåííûå ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ â çàäà÷àõ

îá óäàðíîì âçàèìîäåéñòâèè, íàïðèìåð â [162].

Â êðàåâûõ çàäà÷àõ, â êîòîðûõ ðåøåíèå íåîáõîäèìî ñòðîèòü âî âñåé îáëàñòè

äâèæåíèÿ âîëíû, ò.å. îò ôðîíòà âîëíû äî ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè â ôèêñèðî-

âàííûé ìîìåíò âðåìåíè, èëè êîãäà íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü âðåìåííóþ çàâè-

ñèìîñòü èíòåðåñóþùèõ íàñ âåëè÷èí â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ïîëÿ â äàííûé

ìîìåíò âðåìåíè, íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ìíîãî÷ëåííûå ëó÷åâûå ðàçëîæå-

íèÿ. Þ.Í.Ïîäèëü÷óê è Þ.Ê.Ðóáöîâ [101] ðàññìàòðèâàëè çàäà÷è î ðàñïðî-

ñòðàíåíèè íåñòàöèîíàðíûõ âîëí â áåñêîíå÷íîé èçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäå,

âîçíèêàþùèõ ïðè ìãíîâåííîì íîðìàëüíîì íàãðóæåíèè íà ãðàíèöå ñôåðè-

÷åñêèõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòåé â ñðåäå. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ïîñòðî-

åíèÿ âðåìåííûõ çàâèñèìîñòåé íàïðÿæåíèé â êàæäîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå

ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè ïîíàäîáèëîñü âû÷èñëèòü îêîëî 20 ÷ëåíîâ ëó÷åâîãî
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ðÿäà. ×òî êàñàåòñÿ ïðèáëèæåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé â ôèêñè-

ðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, òî ýòîò âîïðîñ èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ Äæ.Àõåíáàõà

è Ä.Ðåääè [137], C.T.Sun [163], Þ.À.Ðîññèõèíà è Ì.Â.Øèòèêîâîé [162] è äð.

Ëó÷åâîé ìåòîä, ïðåäëîæåííûé â [11], íåïðèãîäåí äëÿ íåëèíåéíûõ ñðåä ïðè

íàëè÷èè óäàðíûõ âîëí. Ñâÿçàíî ýòî, ãëàâíûì îáðàçîì, ñ òåì, ÷òî óäàðíàÿ

âîëíà èìååò ñêîðîñòü, îòëè÷íóþ îò ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé

â ñðåäå, â ñèëó ÷åãî íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îáûêíîâåííûå äèôôåðåíöèàëüíûå

óðàâíåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëó÷åâîãî ðÿäà íà êàæäîì øàãå. Îäíàêî âè-

äîèçìåíåíèå ìåòîäèêè, ïðåäëîæåííîå â [37], ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ëó÷åâîé

ìåòîä è â ýòîì ñëó÷àå. Èäåÿ çàêëþ÷àëàñü â ðàçëîæåíèè êîýôôèöèåíòîâ ëó-

÷åâîãî ðÿäà â ñòåïåííûå ðÿäû â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè.

Íà îñíîâå ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ áûë ðåøåí öåëûé ðÿä îäíîìåðíûõ çàäà÷ äè-

íàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ [142, 24, 159]. Ïîñòðîåííûå òàêèì ñïîñîáîì ïðèáëè-

æåííûå ïðèôðîíòîâûå ðàçëîæåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â ñõåìàõ ÷èñëåí-

íûõ ðàñ÷åòîâ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè äåôîðìèðîâàíèÿ ñ öåëüþ âûäåëåíèÿ

ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ. Ðàçðàáîòêîé ýòîãî íàïðàâëåíèÿ àêòèâíî çàíèìàþò-

ñÿ À.À. Áóðåíèí, Å.À. Ãåðàñèìåíêî, Ï.Â. Çèíîâüåâ, Â.Å. Ðàãîçèíà [28, 30] è

èíòåðåñ ê ýòèì çàäà÷àì âñå âîçðàñòàåò.

Ìåòîä âûäåëåíèÿ ðàçðûâà, ïîçâîëÿþùèé ðàññ÷èòûâàòü ðàçðûâíûå ðåøå-

íèÿ áåç ðàçìûâàíèÿ ñêà÷êîâ, èçíà÷àëüíî áûë ïðåäëîæåí Ñ.Ê.Ãîäóíîâûì è

îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ïîäâèæíûõ ñåòîê. Â ðàñ÷åòíîé îáëàñòè, ñ ïîìî-

ùüþ èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ íà ñêà÷êå, âûäåëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâà.

Òå÷åíèå çà ôðîíòîì ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì è ðàñ÷åò åãî ïî ÿâíûì èëè íåÿâíûì

ñõåìàì íå âûçûâàåò áîëüøèõ ïðîáëåì. Ìåòîä øèðîêî èçâåñòåí è ýôôåêòèâíî

èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ õàðàêòåð-

íî ïðèñóòñòâèå ðàçëè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâà, ïîëîæåíèÿ êîòîðûõ íåèç-

âåñòíû.

Ïðè âûáîðå ÷èñëåííîé ñõåìû ñêâîçíîãî ñ÷åòà äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí è èõ âçàèìîäåéñòâèÿ íóæíî îòäàâàòü ïðåäïî÷òå-
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íèå ñõåìàì ïîâûøåííîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè, ïîçâîëÿþùèì òî÷íåå îïèñàòü

êàðòèíó ðåøåíèÿ, ýêîíîìèòü âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ÝÂÌ. Îäíàêî, ëèíåé-

íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âòîðîãî è âûøå ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè íåìîíîòîííû:

âîçíèêàþùèå ïðè ðàñ÷åòàõ íåôèçè÷åñêèå îñöèëëÿöèè ñóùåñòâåííî èñêàæà-

þò êàðòèíó ðåøåíèÿ. Ïîìåõè, âûçâàííûå íåìîíîòîííîñòüþ, äëÿ ðÿäà çàäà÷

ïðèíöèïèàëüíû. Ýòî ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçðàáîòêè ïðèåìîâ áîðüáû

ñ íèìè. Òàêèì ïðèåìîì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðîöåäóðà ââåäåíèÿ â äèôôå-

ðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ÷ëåíîâ, íàçûâàåìûõ èñêóññòâåííîé

âÿçêîñòüþ.

Äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà ïðîöåäóðå ìîíîòîíèçàöèè, ò.å. ïîäñòðîéêè ÷èñ-

ëåííîãî àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåì âðå-

ìåííîì ñëîå. Â ðåçóëüòàòå ñòðîèòñÿ íåëèíåéíàÿ ðàçíîñòíàÿ ñõåìà, ñîõðàíÿ-

þùàÿ âûñîêèé ïîðÿäîê òî÷íîñòè. Ê ýòîìó ñåìåéñòâó ìåòîäîâ ìîæíî îòíåñòè

àëãîðèòìû, ïðåäëîæåííûå È.Î. Áîãóëüñêèì [17, 18, 20]

Ñ.Ê. Ãîäóíîâ ïðåäëîæèë ìåòîä äëÿ ðàñ÷åòà îäíîìåðíûõ è ìíîãîìåðíûõ

çàäà÷ ãàçîâîé äèíàìèêè. Íà êàæäîì ñëîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êó-

ñî÷íî-ïîñòîÿííîå, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ âåëè÷èí íà

ïðîìåæóòî÷íûõ ýòàïàõ èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû ðàñïàäà ïðîèçâîëüíîãî ðàç-

ðûâà. Íà îñíîâå ìåòîäà Ãîäóíîâà è åãî ìîäèôèêàöèé ïîëó÷åíî ðåøåíèå ðÿäà

çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè êàê â ïëîñêîé ãåîìåòðèè, òàê è â êðè-

âîëèíåéíûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò [105]. Ñóùåñòâåííàÿ ñëîæíîñòü îïðåäåëÿþ-

ùèõ óðàâíåíèé òâåðäîãî òåëà è ñïåöèôèêà ýòèõ çàäà÷ íå ïîçâîëÿþò íåïîñðåä-

ñòâåííî ïåðåíîñèòü ðåçóëüòàòû èç îáëàñòè ãèäðîìåõàíèêè íà çàäà÷è òâåðäîãî

òåëà. Ïîäðîáíûé îáçîð è àíàëèç ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ äèíà-

ìè÷åñêîé óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáîòå Ñ.Á.Àôàíàñüåâà è

Â.Ã.Áàæåíîâà [5]. Ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè òâåðäûõ

òåë ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå òðåõ íàïðàâëåíèé: ìåòîäû êîíå÷íûõ ýëåìåí-

òîâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìåòîäû, ñåòî÷íûå è

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû.
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Ïîä ìåòîäàìè êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîíèìàþò ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà

äèñêðåòèçàöèè ðàñ÷åòíîé îáëàñòè è ôîðìèðîâàíèè êîíå÷íûõ ñîîòíîøåíèé

ìåæäó èñêîìûìè âåëè÷èíàìè íà îñíîâå ìåõàíèêè â âàðèàöèîííîé ôîðìå,

ìèíóÿ ñòàäèþ ôîðìóëèðîâàíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëü-

íûõ óðàâíåíèé. Òàêîé ïîäõîä äàåò îïðåäåëåííûå ïðåèìóùåñòâà ïðè îïèñà-

íèè ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ òåë ñî ñëîæíîé ãåîìåòðèåé. Ìåòîä çàðåêîìåí-

äîâàë ñåáÿ äëÿ ðåøåíèÿ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ è èíòåíñèâíî èñïîëüçóåòñÿ ïðè

èññëåäîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â äåôîðìèðóåìþõ òâåðäûõ òåëàõ.

Ñðåäè îòå÷åñòâåííûõ ðàáîò ýòîãî íàïðàâëåíèÿ îòìåòèì ðàáîòû Ñ.Á. Àôà-

íàñüåâà, Â.Ã. Áàæåíîâà, À.Â. Êî÷åòêîâà è äð. [6], È.Î. Áîãóëüñêîãî [19],

Í.Ã.Áóðàãî è Â.Í. Êóêóäæàíîâà [23], Ñ.Í. Êîðîáåéíèêîâà [83]. Êàê ñî÷åòàíèå

è îáîáùåíèå ìåòîäîâ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è âàðèàöèîííî-ðàçíîñòíûõ ìåòî-

äîâ ìîæíî óïîìÿíóòü äèñêðåòíî-âàðèàöèîííûé ìåòîä, ðàçðàáîòàííûé äëÿ

èññëåäîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ ïðîöåññîâ â ñëîèñòûõ è êîìïîçèòíûõ ñðåäàõ.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå è ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà çà-

ïèñè ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìå ñ

ïîñëåäóþùåé èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèåé. Ðàçëè÷àþò ïðÿìîé è

îáðàòíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìåòîä. Ñðåäè ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíå-

íèþ ñåòî÷íî-õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷

äåôîðìèðîâàíèÿ óïðóãèõ è óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ òåë, ìîæíî óêàçàòü ðàáîòû

Â.È. Êîíäàóðîâà è Â.Í. Êóêóäæàíîâà [80], Â.È. Êîíäàóðîâà, È.Á. Ïåòðîâà,

À.Ñ. Õîëîäîâà [82, 81].

Ñåòî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðó-

åìîãî òâåðäîãî òåëà îñíîâàíû íà àïïðîêñèìàöèè ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùåé äâèæåíèå ñðåäû, êðàåâûõ è

íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ íåå. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòî îäèí èç íàèáîëåå ðàçðàáî-

òàííûõ ñïîñîáîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ çàäà÷è. Àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò

ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíûé ïåðåñ÷åò èçâåñòíîãî ðåøåíèÿ ñ íèæíåãî ñëîÿ ïî âðå-

ìåíè íà ñëåäóþùèé âåðõíèé ñëîé, íà÷èíàÿ ñ èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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Èçâåñòíû è ìíîãîñëîéíûå ìåòîäû, êîãäà â âû÷èñëåíèè ðåøåíèÿ íà êàæäîì

âðåìåííîì øàãå ó÷àñòâóþò íåñêîëüêî ïðåäûäóùèõ ñëîåâ.

Â çàâèñèìîñòè îò òîãî, äàåò ëè òàêîå âû÷èñëåíèå íåïîñðåäñòâåííî çíà÷å-

íèÿ âåëè÷èí íà î÷åðåäíîì ñëîå, èëè æå äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìî ðå-

øèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, ðàçëè÷àþò ÿâíûå è íåÿâíûå ñõåìû.

ßâíûå ñõåìû èìåþò ñëåäóþùèå ïðèèìóùåñòâà: ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñðàçó, â

ÿâíîì âèäå, íå íóæíî ðåøàòü äîïîëíèòåëüíûå ñèñòåìû óðàâíåíèé, â ñèëó

ýòîãî óïðîùàåòñÿ îöåíêà ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî íà î÷åðåäíîì øàãå ìåòîäà.

Ïðåèìóùåñòâî íåÿâíûõ ñõåì ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ

àáñîëþòíî óñòîé÷èâû, à çíà÷èò, äîïóñêàþò áîëüøèé øàã ïî âðåìåíè, ÷òî

ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü êîëè÷åñòâî âû÷èñëåíèé.

Ñåòî÷íûì ìåòîäàì ïîñâÿùåíû ðàáîòû È.Î.Áîãóëüñêîãî, Þ.Ì.Âîë÷êîâà,

Ã.Â.Èâàíîâà, Â.Ä.Êóðãóçîâà [51, 52, 53]. Â [112] Â.Ì. Ñàäîâñêèé ïðîâåë ÷èñ-

ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçðûâíûõ ðåøåíèé çàäà÷ äèíàìèêè óïðóãîïëàñòè÷å-

ñêèõ ñðåä íà îñíîâå òåîðèè âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî

ïîäõîäà â òîì, ÷òî â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ åäèíîîáðàçíî ôîðìóëè-

ðóþòñÿ êàê îãðàíè÷åíèÿ, ñîäåðæàùèåñÿ â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ óïðó-

ãîïëàñòè÷åñêèõ òåë, òàê è êèíåìàòè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà êîíòàêòíûõ ãðà-

íèöàõ. Â [112] ïðåäëîæåí ðÿä ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷, äîïóñ-

êàþùèõ ïîñòàíîâêó â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïîëíûé îáçîð ðàáîò,

ïîñâÿùåííûé ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷, ïðèâîäèòñÿ

â [71].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíî ïîñòðîåííûå

ïðèôðîíòîâûå ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ ðàñ÷åòà êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè

äåôîðìèðîâàíèÿ ñ öåëüþ âûäåëåíèÿ ðàçðûâîâ. Îíà ñîñòîèò èç òðåõ ãëàâ.

Ïåðâàÿ ãëàâà íîñèò âñïîìîãàòåëüíûé õàðàêòåð. Â íåé îáñóæäàþòñÿ îñî-

áåííîñòè ïîñòàíîâîê êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè íåëèíåéíî óïðóãîé ñðåäû. Ïðè-

âîäÿòñÿ îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ, âûïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ óäàðíûõ

âîëí, âû÷èñëåíû ñêîðîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ.

17



Âî âòîðîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ðÿäà îäíîìåðíûõ çàäà÷ äèíà-

ìèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèáëèæåííûõ àíàëèòè÷åñêèõ

ðåøåíèé èñïîëüçóåòñÿ ëó÷åâîé ìåòîä. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îñîáåííîñòè êîíñòðó-

èðîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ ñõåì ðåøåíèÿ, îñíîâàííûõ íà ñðàùèâàíèè ïðè-

ôðîíòîâûõ ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé è ñåòî÷íûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ ñðåäû â îáëàñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå ëó÷åâûì ìåòîäîì ïëîñêèõ çàäà÷

ñ ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ íåíóëåâîé êðèâèçíû, à òàêæå èçëîæåíû îñîáåí-

íîñòè ñðàùèâàíèÿ ÷èñëåííîãî è àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèé â äàííîì ñëó÷àå.

Ïîñòðîåíû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû ðàñ÷åòîâ óäàðíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â íèõ ïðèôðîíòî-

âûõ ëó÷åâûõ àñèìïòîòèê ïîçâîëÿþò îòñëåæèâàòü íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå

ïîëîæåíèÿ óäàðíûõ âîëí.

Â ãëàâàõ èñïîëüçóåòñÿ äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë. Ïåðâûé íîìåð îáîçíà-

÷àåò ãëàâó. Íà ïðîòÿæåíèè ãëàâû íóìåðàöèÿ ñêâîçíàÿ. Ðèñóíêè è ôîðìóëû

ðàçìåùåíû â òåêñòå.
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Ãëàâà 1

Íåêîòîðûå ïîëîæåíèÿ íåëèíåéíîé

òåîðèè óïðóãîñòè

1.1 Ìîäåëü íåëèíåéíî óïðóãîãî òåëà.

Ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò. Â ýòîé ñèñòåìå

äâèæåíèå òî÷êè ñïëîøíîé ñðåäû íåêîòîðîãî âûäåëåííîãî îáúåìà îïðåäåëÿ-

åòñÿ çàâèñèìîñòÿìè

ai = ai(x1, x2, x3, t). (1.1)

Çäåñü ai � êîîðäèíàòû Ëàãðàíæà, xi � êîîðäèíàòû Ýéëåðà, t - âðåìÿ. Â äàëü-

íåéøåì ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2,3, à

ãðå÷åñêèå - 1,2. Óñëîâèå, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî çàäàíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â

âèäå (1.1), ôîðìóëèðóåòñÿ ïîñðåäñòâîì ãèïîòåçû ñïëîøíîñòè:

det{ai,j} 6= 0. (1.2)

Çäåñü è äàëåå çàïÿòîé îáîçíà÷åíî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé

ýéëåðîâîé êîîðäèíàòå.

Ââåäåì ìåðó äåôîðìàöèè ñðåäû. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâå áëèçêèå òî÷-

êè ñðåäû A è B. Èõ ïîëîæåíèÿ â íåäåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îáîçíà÷èì

ñîîòâåòñòâåííî A0 è B0. Òîãäà

|AB|2 = dS2 = dxidxi, |A0B0| = dS2
0 = daidai,

dS2 − dS2
0 = dxidxi − daidai =

= (δkj − ai,jai,k)dxidxk = 2αjkljlkdS
2,

lj =
dxj
dS

, αjk =
1

2
(δjk − ai,kai,k).

(1.3)
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Òåíçîð ñ êîìïîíåíòàìè αjk íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì äåôîðìàöèè Àëüìàíñè. Îí

õàðàêòåðèçóåò äåôîðìàöèþ ýëåìåíòàðíîãî îòðåçêà â òî÷êå A ñ íàïðàâëÿþ-

ùèìè êîñèíóñàìè lj. Ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì i è j ïðîèçâîäèòñÿ ñóììè-

ðîâàíèå. Èñïîëüçóÿ âåêòîð ïåðåìåùåíèé ui = xi−ai, ïåðåïèøåì êîìïîíåíòû

òåíçîðà Àëüìàíñè â âèäå:

αij =
1

2
(ui,j + uj,i − uk,iuk,j) . (1.4)

Âåêòîð ñêîðîñòè vi âû÷èñëèì êàê ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò âåêòîðà

ïåðåìåùåíèé ui. Â ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ Ýéëåðà äëÿ êîìïîíåíò vi

ïîëó÷èì:

vi =
dui
dt

=
∂ui
∂t

+ vjui,j. (1.5)

Àíàëîãè÷íî ôîðìóëå (1.5) îïðåäåëèì âåêòîð óñêîðåíèÿ òî÷êè:

wi =
∂vi
∂t

+ vjvi,j (1.6)

Äâèæåíèå íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíàì ñîõðàíåíèÿ ìàññû,

èìïóëüñà è ýíåðãèè:

d

dt

∫
V

ρdV = 0,

d

dt

∫
V

ρvidV =
∫
S

σijνjdS,

d

dt

∫
V

ρ
(vivi

2
+ e
)
dV =

∫
S

(σij,jviνj − qiνj) dS,

(1.7)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ñðåäû â òåêóùèé ìîìåíò, σij � òåíçîð íàïðÿæåíèé Êîøè, νi

� êîìïîíåíòû âíåøíåé íîðìàëè ê S � ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì

V , qi � êîìïîíåíòû òåïëîâîãî ïîòîêà, e = e(αij, S) � ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-

íèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè. Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå ñîñòîÿíèå íåëèíåéíî-óïðóãîé

ñðåäû îïèñûâàåòñÿ òåíçîðîì äåôîðìàöèé αij è ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ ýí-

òðîïèè s = s(x1, x2, x3, t), ïðè÷åì
∂e

∂s
= T , ãäå T � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà.

Åñëè çàïèñàòü (1.7) â ëîêàëüíîé ôîðìå, ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíî-
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ñòè, äâèæåíèÿ è áàëàíñà âíóòðåííåé ýíåðãèè:

ρ̇+ (ρvi),i = 0, (1.8)

σij,j = ρwi, (1.9)

ρ
(
Ė + E,jvj

)
= σijεij − qj,j, (1.10)

ãäå ε =
1

2
(vi,j + vj,i) � òåíçîð ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé Ýéëåðà. Çàêîí ñîõðàíå-

íèÿ ìàññû (1.8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ρ = ρ0

√
1− 2I1 + 2I2

1 − 2I2 −
4

3
I3

1 + 4I1I2 −
8

3
I3, (1.11)

ãäå ρ0 � ïëîòíîñòü ñðåäû â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè, I1 = αii, I2 = αijαji, I3 =

αijαjkαki � èíâàðèàíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé.

Óðàâíåíèå (1.10) ñ ó÷åòîì çàêîíà áàëàíñà ýíòðîïèè

ρT
dS

dt
+ qj,j = 0 (1.12)

ïðèâîäèò ê èçâåñòíîé ôîðìóëå Ìóðíàãàíà

σij =
ρ

ρ0

∂W

∂αki
(δkj − 2αkj) , ρ0W = E. (1.13)

Äëÿ íåñæèìàåìîé ñðåäû â (1.13) ñëåäóåò ââåñòè íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ äî-

áàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p = p (αij, θ), θ = T−1
0 (T − T0), T0 �

òåìïåðàòóðà â ñâîáîäíîì ñîñòîÿíèè:

σij = −pδij +
∂W

∂αki
(δkj − 2αkj) . (1.14)

Ñîîòíîøåíèÿ, âûïèñàííûå âûøå, íåäîñòàòî÷íû äëÿ îïðåäåëåíèÿ âñåõ âõîäÿ-

ùèõ â íèõ ôóíêöèé. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé íåëèíåéíî-óïðóãîé

ñðåäû íåîáõîäèìî äîïîëíèòåëüíî çàäàòü âèä ôóíêöèè W è çàêîí òåïëîïðî-

âîäíîñòè. Ïîñëåäíèå âûáèðàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíî è îïðåäåëÿþò êîíêðåò-

íóþ ìîäåëü èçó÷àåìîãî âåùåñòâà.

Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòðîïíóþ ñðåäó, çàäàííóþ óïðóãèì ïîòåí-

öèàëîì W = W (I1, I2, I3) âèäà:

W =
λ

2
I2

1 + µI2 + lI1I2 +mI3
1 + nI3 + . . . (1.15)
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Çäåñü λ, µ, l,m, n � óïðóãèå ìîäóëè ñðåäû, ïðè ýòîì λ, µ îòîæäåñòâëÿåì ñ

êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå.

Â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé ñðåäû (ρ = ρ0) ñîîòíîøåíèå (1.11) ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó

I1 − I2
2 + I2 +

2

3
I3

1 − 2I1I2 +
4

3
I3 = 0, (1.16)

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ëèøü äâà èíâàðèàíòà òåíçîðà äåôîðìàöèé îñòàþòñÿ íåçà-

âèñèìûìè. Â ýòîì ñëó÷àå óïðóãèé ïîòåíöèàë ìîæíî çàäàòü ñîîòíîøíèåì

W = (a− µ)I1 + aI2 + bI2
1 − κI1I2 − θI3

1 + . . . (1.17)

Çäåñü µ � ìîäóëü ñäâèãà, a, b, κ, θ� óïðóãèå ìîäóëè áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà.

1.2 Óäàðíûå âîëíû â íåëèíåéíî óïðóãîé ñðåäå.

Óäàðíîé âîëíîé íàçûâàåòñÿ äâèæóùàÿñÿ ïîâåðõíîñòü Σ, íà êîòîðîé ôóíê-

öèè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ñðåäû, ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ ïåðâîãî ðî-

äà, ò.å. ìåíÿòü ñâîè çíà÷åíèÿ ñêà÷êîîáðàçíî. Â ýòîì ñëó÷àå íà Σ çàêîíû

ñîõðàíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå (1.8) - (1.10) íå âûïîëíÿþòñÿ. Îä-

íàêî, èç âûïîëíåíèÿ íà óäàðíîé âîëíå óðàâíåíèé (1.7) ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ

íà âîçìîæíûå ðàçðûâû ôóíêöèé, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ äèíàìè÷åñêèìè óñëî-

âèÿìè ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ. Ñëåäñòâèåì çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû íà Σ

ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

[ρ (viνi −G)] = 0 (1.18)

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ èìïóëüñà òðåáóåò, ÷òîáû íà Σ âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

[σij] νj = ρ+
(
v+
j νj −G

)
[vi] (1.19)

Ñëåäñòâèå çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

σ+
ij [vi] νj = ρ+

(
v+
j νj −G

)( [vi] [vi]

2
− [e]

)
− [qj] νj (1.20)

Êðîìå òîãî, íà óäàðíûõ âîëíàõ âûïîëíÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå è êèíåìàòè-

÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ. Åñëè xi = xi(t, y
1, y2) � ïàðàìåòðè-

÷åñêîå óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, òî äàííûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ â
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ôîðìå:

[f,i] =

[
∂f

∂ν

]
νi + aαβ [f ],β xi,α (1.21)[

ḟ
]

=
δ [f ]

δt
−G

[
∂f

∂ν

]
(1.22)

[f ] = f+ − f−, ∂f
∂ν

= f,iν
i (1.23)

Çäåñü νi � åäèíè÷íàÿ íîðìàëü ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ, íàïðàâëåííàÿ â ñòî-

ðîíó äâèæåíèÿ Σ; èíäåêñû �+� è �-� ñîîòâåòñòâóþò ïðåäåëüíûì çíà÷åíèÿì

âåëè÷èí ïåðåä ôðîíòîì âîëíû è çà íèì ñîîòâåòñòâåííî; aαβ � êîìïîíåíòû ïî-

âåðõíîñòíîé ìåòðèêè íà Σ; G � ñêîðîñòü äâèæåíèÿ Σ â íàïðàâëåíèè íîðìàëè;

îáîçíà÷åíèþ �f � ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü êîìïîíåíòû ëþáîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ

íà Σ èëè â ïðîñòðàíñòâå; ëàòèíñêèìè èëè ãðå÷åñêèìè èíäåêñàìè ïîñëå çà-

ïÿòîé îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííîé èëè ïîâåðõíîñòíîé êîîðäèíàòå yα;
δ

δt
� îïåðàöèÿ äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ ïî âðåìåíè â äàííîé òî÷êå Σ (äåëüòà-ïðîèçâîäíàÿ) . Ãåîìåòðè÷åñêèå è

êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà ìîæíî íàéòè â

[54] è [55] äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé äåêàðòîâîé è êðèâîëèíåéíîé ïðîñòðàíñòâåííûõ

ñèñòåì êîîðäèíàò ñîîòâåòñòâåííî. Èõ èñïîëüçîâàíèå â ëó÷åâîì ìåòîäå ïîç-

âîëÿåò ñòðîèòü ñêîëü óãîäíî òî÷íîå ïðèáëèæåíèå ê ðåøåíèþ â îêðåñòíîñòè

âîëíîâûõ ôðîíòîâ.

1.3 Âîçìîæíûå òèïû è ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí

Èññëåäîâàíèå óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé (1.19) ïîçâîëÿåò óñòàíî-

âèòü âîçìîæíûå òèïû ïîâåðõíîñòåé ñèëüíûõ ðàçðûâîâ, êîòîðûå ìîãóò ðàñ-

ïðîñòðàíÿòüñÿ â ñðåäå, à òàêæå óñëîâèÿ èõ âîçíèêíîâåíèÿ è ñêîðîñòè ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ. Ïðåäñòàâèì ðàçðûâ êîìïîíåíòû òåíçîðà ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé

â ôîðìå

[ui,j] = τνiνj + γµiνj,

γ =
(
τβτβ

) 1
2 ;µiµi = 1;µiνj = 0.

(1.24)

23



ãäå τ , τ1, τ2 � êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (1.24), ïîäñòàíîâêîé â äèíàìè÷åñêîå óñëîâèå ñîâìåñòíî-

ñòè (1.19) íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûõ ñîãëàñíî (1.13), (1.15), ãåîìåòðè÷åñêèõ

è êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (1.21) è (1.22) âîçìîæíî ïîëó÷èòü

ñèñòåìó óðàâíåíèé

Aτ +Bγ2 + zstγµsνt + ωstγ
2µsµt = 0,[

Cγµs + (pstτ + nstγ
2)νt + qstγµt + rktγ

2µkµsνt
]
xs,γ = 0,

γ2 = τβτβ, µs = γ−1τβxs,β,

µsµs = 1, µsνs = 0,

A = λ+ 2µ− ρ0G
2 + (2l + 6m− 4λ− 2µ+ ρ0G

2)uk,k+

+(4l + 6n− 3λ− 12µ− ρ0G
2)us,tνsνt−

−
[
3(l +m+ n)− 7

2
λ− 7µ− ρ0G

2

]
τ + 2ρ0Gvjνj + ...,

B =
λ

2
+ 2µ− l

2
−
(

3

2
λ+ 2µ− 5

2
l − 3m− 3

4
n

)
uk,k−

−(λ+ 4µ− 3l − 6n)us,tνsνt+

+

(
5

2
λ+ 6µ− 11

2
l − 3m− 27

4
n

)
τ + ...,

C = µ− ρ0G
2 +

(
l − λ− µ+ ρ0G

2
)
uk,k +

(
3

2
n− 2µ

)
us,tνsνt−

−
(
l +

3

2
n− λ− 3µ− ρ0G

2

)
τ + 2ρ0vjνj + ...,

nst = −
(
λ

2
+ µ− l − 3

2
n

)
(us,t + ut,s) + ...,

pst =

(
l +

3

2
n− λ− 3µ− ρ0G

2

)
us,t +

(
l +

3

2
n− λ− 4µ

)
ut,s + ...,

qst =

(
3

4
n− µ− ρ0G

2

)
us,t +

(
3

4
n− µ

)
ut,s + ...,

rst = (2l + 3n− λ− 2µ)us,t +

(
l +

3

2
n+ µ− ρ0G

2

)
ut,s + ...,

ωst =
3

4
n(us,t + ut,s) + ...,
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zst =

(
l +

3

2
n− λ− 4µ

)
us,t + (l +

3

2
n− 2µ− ρ0G

2)uts + ...

Çäåñü è äàëåå èíäåêñû �+� ó êîìïîíåíò òåíçîðà ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé îïó-

ùåíû.

Ýòó ñèñòåìó ìîæíî ïåðåïèñàòü â ôîðìå, íå çàâèñÿùåé îò âûáîðà ïîâåðõ-

íîñòíûõ êîîðäèíàò:

Aτ +Bγ2 + zstγµsνt + ωstγ
2µsµt = 0,

Cγ + (pstτ +mstγ
2)µsνt + qstγµsµt = 0,

(pstτ + nstγ
2)λsνt + qstγλsµt = 0,

µsνs = 0, µsµs = 1, λi = εijkνjµk,

(1.25)

ãäå εijk � êîìïîíåíòû òåíçîðà, ñîñòàâëåííîãî èç ñèìâîëîâ Ëåâè-×èâèòà.

Äàííàÿ ñèñòåìà ïÿòè óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè íåèçâåñòíûõ G, τ , γ è

µs ìîæåò áûòü èññëåäîâàíà íà ðàçðåøèìîñòü, åñëè ïîëîæèòü èíòåíñèâíîñòü

ïðîäîëüíîãî ðàçðûâà τ èëè ïîïåðå÷íîãî ðàçðûâà γ çàäàííûìè. Ïðè ýòîì

äåôîðìàöèè ui,j è äâèæåíèå u̇i ñðåäû ïåðåä ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâîâ Σ ñ÷èòà-

åì èçâåñòíûìè. Òàêæå ïîëàãàåì èçâåñòíîé ãåîìåòðèþ ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ,

ò.å. ñ÷èòàåì âåêòîð íîðìàëè νi çàäàííûì.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ óäàðíûõ âîëí. Ïóñòü îñü x1 íà-

ïðàâëåíà îðòîãîíàëüíî ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, òîãäà èç âñåõ êîìïîíåíò òåí-

çîðà ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé òîëüêî u1,1, u2,1 è u3,1 ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò

íóëÿ. Ñëåäñòâèåì (1.25) â äàííîì ñëó÷àå áóäóò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Aτ +Dψ = 0,

Cµ2γ + Su2,1τ + P2ψ = 0,

Cµ3γ + Su3,1τ + P3ψ = 0.

(1.26)

Çäåñü âåëè÷èíà A âû÷èñëÿåòñÿ ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà êîìïîíåíòû òåíçîðà

ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé è νi, è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

25



ψ =
[
u2

2,1 + u2
3,1

]
, D = β + φ1 (u1,1 − τ) + . . . ,

S = 2β + µ− ρ0G
2 + 2 (φ1 − µ)u1,1 −

(
φ1 − µ− 2ρ0G

2
)
τ+

+3ρ+ 0G2m1 + . . . ,

φ1 =
5

2
λ+ 6µ− 11

2
l − 3m− 27

4
n,

Pi =

(
λ

2
+ µ− l − 3

2
n

)
(ui,1 − µiγ) + . . . , i = 2, 3.

(1.27)

Ñèñòåìà (1.26) ðàçðåøèìà â òðåõ ñëó÷àÿõ.

1. Êâàçèïðîäîëüíàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ïîëàãàÿ τ çàäàííûì, ïîëó÷èì

G1 = C1

(
1 + a1u1,1 +m1 + a2τ +

1

4

(
6θ1

λ+ 2µ
− 2a1 − 1

)
u2

1,1−

−1

2

(
3θ1

λ+ 2µ
− 2a1 + 2a1a2 − 1

)
u1,1τ+

+
1

2

(
θ1

λ+ 2µ
+ a2 −

a2
1

2
− 1

2

)
τ 2 + . . .

)
,

(1.28)

a1 = 3
l +m+ n

λ+ 2µ
− 7

2
, a2 =

1− a1

2
,

θ1 = −12 (l +m+ n) +
9

2
(λ+ 2µ) ,

C1 =

(
λ+ 2µ

ρ0

) 1
2

, m1 =
u̇1

C1
,

Ïðè îòñóòñòâèè ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé ïåðåä Σ êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà ñòà-

íîâèòñÿ ïðîäîëüíîé. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåäíèì ôðîíòîì äåôîðìàöèé, ðàñïðî-

ñòðàíÿþùèõñÿ â íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäå, åñëè ýòî ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ

äåôîðìàöèé, ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíàÿ óäàðíàÿ âîëíà.

Êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà âñåãäà ïëîñêîïîëÿðèçîâàíà, òî åñòü íå ìåíÿåò íà-

ïðàâëåííîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà, íî ìîæåò ìåíÿòü åãî èíòåíñèâíîñòü

íàðÿäó ñ èíòåíñèâíîñòüþ îáúåìíûõ äåôîðìàöèé. Íà òàêîé âîëíå ñîñòàâëÿþ-

ùèå âîëíîâîãî âåêòîðà γ è τ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

γ = δ (u2,1µ2 + u3,1µ3) τ + . . . , δ =
2β

λ+ 2µ
− 1. (1.29)
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2. Êâàçèïîïåðå÷íàÿ óäàðíàÿ âîëíà. Ïîëàãàÿ çàäàííûì γ, èìååì:

G2 = C2

(
1 + b1u1,1 +m2 +

(
φ1

2µ
+ b1 −

b2
1

2
− 1

4

)
u2

1,1+

+

(
η1

2µ
+ 2b

)
u2

2,1 − 3bu2,1γ+

+bγ2 + (b+ 1)u1,1m1 +m2
1 + . . .

)
, C2 =

√
µ
ρ0
, b =

η1

2µ
− β2

µ (λ+ µ)
,

b1 = β
µ + 1,

φ1 =
5

2
λ+ 6µ− 11

2
l − 3m− 27

4
n,

η1 =
λ

2
+ µ− l − 3

2
n,

β = l
2 + 3

4n−
λ
2 − 2µ, m2 = u̇1

C2
.

(1.30)

Êâàçèïîïåðå÷íàÿ âîëíà íå èçìåíÿåò íàïðàâëåííîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâè-

ãà, íî íà íåé ñêà÷êîîáðàçíî èçìåíÿåòñÿ åãî èíòåíñèâíîñòü. Îíà è òîëüêî îíà

ìîæåò áûòü ïåðåäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â íåäåôîðìèðîâàííóþ

ñðåäó äåôîðìàöèé èçìåíåíèÿ ôîðìû.

3. Óäàðíàÿ âîëíà èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà. Ïîëîæèâ τ = 0, ïîëó÷èì

ðåøåíèå

G3 = C2

(
1 + b1u1,1 +m1 +

1

4

(
2φ1

µ
+ 4b1 − 2b2

1 − 1

)
u2

1,1+

+
η1

2µ
γ + (b+ 1)u1,1m1 +m2

1 + . . .

) (1.31)

Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ âîçìîæíà â ñðåäå òîëüêî ïðè íàëè÷èè ïðåä-

âàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà íà òàêîé

âîëíå íå ìåíÿåòñÿ, íî èçìåíÿåòñÿ ñêà÷êîîáðàçíî åãî íàïðàâëåííîñòü. Ñêî-

ðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ äàííîé âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî ïðåäâàðèòåëüíû-

ìè äåôîðìàöèÿìè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû. Ñëåäñòâèÿìè óñëîâèé

(1.19), (1.22) íà ïëîñêîé óäàðíîé âîëíå áóäóò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

[σ11] = 0, [σi1] = −ρG [vi] , [vi] = −Gτi,

τi = [ui,1] , [v1] = 0, i = 2, 3.
(1.32)

Èç ôîðìóëû Ìóðíàãàíà äëÿ íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû (1.14) â îäíî-

ìåðíîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü
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σ11 = a− µ− p− β1m− β2m
2 − . . . ,

σi,1 = ui,1
(
µ+ γ1m+ γ2m

2 + . . .
)
, i = 2, 3,

m = u2
2,1 + u2

2,2,

(1.33)

β1 = a+ µ+ b+
κ

2
, β2 = a+ b+

3

4
θ +

7

4
κ,

γ1 = a+ b+ κ, γ2 =
3

4
(θ + κ).

(1.34)

Ïîäñòàíîâêà (1.33) â (1.32) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

(ui,1 − τi)
(
γ1[m] + γ2(2m[m] + [m]2) + . . .

)
+

τi
(
µ+ γ1m+ γ2m

2 + . . .
)

= ρG2τi, i = 2, 3.
(1.35)

Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå èç (1.35) (i = 2) íà τ3, âòîðîå (i = 3) � íà

τ2, è âû÷òåì îäíî èç äðóãîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ

ïëîñêîé îäíîìåðíîé óäàðíîé âîëíû â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå:

(τ3 (u2,1 − τ2)− τ2 (u3,1 − τ3)) [m] = 0. (1.36)

Ñîîòíîøåíèå (1.36) ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ.

1. Â ñëó÷àå τ3 (u2,1 − τ2)− τ2 (u3,1 − τ3) = 0, [m] 6= 0 èìååì

u3,1

u2,1
=
u−3,1
u−2,1

=
τ3

τ2
(1.37)

Èç (1.37) ñëåäóåò, ÷òî ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîïîëÿðèçîâàí-

íîé, è íà òàêîé óäàðíîé âîëíå ìîæåò èçìåíÿòüñÿ òîëüêî èíòåíñèâíîñòü ïðåä-

âàðèòåëüíîãî ñäâèãà m áåç èçìåíåíèÿ åãî íàïðàâëåííîñòè. Ñêîðîñòü ðàñïðî-

ñòðàíåíèÿ òàêîé âîëíû, ñîãëàñíî (1.35) è (1.37), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

G =

{
1

ρ

(
µ+ γ1m+ γ2m

2 + . . .
)

+

+
1

ρτ2
(u2,1 − τ2) [m] (γ1 + γ2(2m+ [m]) + . . .)

} 1
2

.

(1.38)

2. Ñëó÷àé [m] = 0 ñîîòâåòñòâóåò íåéòðàëüíîé âîëíå, íå èçìåíÿþùåé èí-

òåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíûõ ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé, à ìåíÿþùåé ëèøü èõ

íàïðàâëåííîñòü. Äëÿ ñêîðîñòè òàêîé âîëíû èç (1.35) ïîëó÷àåì
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G =

{
1

ρ

(
µ+ γ1m+ γ2m

2 + . . .
)} 1

2

. (1.39)

Îòìåòèì, ÷òî ñêîðîñòü òàêîé ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ

â íåñæèìàåìîé ñðåäå, âñåãäà ìåíüøå ñêîðîñòè ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé óäàð-

íîé âîëíû.

Ïóñòü òåïåðü íà äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå íå íàëîæåíî îãðàíè÷åíèå î

åãî îäíîìåðíîñòè. Òîãäà ñèñòåìó (1.25) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

A1τ +Dψ + S1γ = 0

(E2µ2 + T2µ3) γ + S2τ + k2ψ = 0,

(E3µ3 + T3µ2) γ + S3τ + k3ψ = 0

(1.40)

Â (1.40) ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îñü x1 íàïðàâëåíà ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîâåðõ-

íîñòè ðàçðûâîâ â íàïðàâëåíèè åå ðàñïðîñòðàíåíèÿ, îñè x2 è x3 â ïëîñêîñòè,

êàñàòåëüíîé ê Σ, è ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

S1 =
(
2β + λ+ 2µ+ φ3 (u1,1 − τ) + ρ0G

2 (m1 + τ)
)

(u1,2µ2 + u1,3µ3) +

+ (φ4u2,2 + φ7u3,3)
(
2u2,1µ2 − µ2

2γ
)

+ (φ4u3,3 + φ7u2,2)
(
2u3,1µ3 − µ2

3γ
)

+

+ζ1 ((u2,3 + u3,2) (u2,1µ3 + u3,1µ2 − µ2µ3γ) + u1,2u3,2µ3 + u1,3u2,3µ2) +

+ζ2 (u1,2u2,3µ3 + u1,3u3,2µ2) + φ5 (u2,2u1,2µ2 + u3,3u1,3µ3) +

+φ6 (u3,3u1,2µ2 + u2,2u1,3µ3) + . . . ,

E2 = µ− ρ0G
2 + 2βui,i +

(
2β + µ+ ρ0G

2
)
u1,1 −

(
2β + µ− ρ0G

2
)
τ+

+(l − λ− µ+ ρ0G
2)u3,3 +

(
α2 +

3

2
ρ0G

2

)
u2

2,2+

+

(
α1 +

1

2
ρ0G

2

)
u2

1,1 − 2α1u1,1τ + +
(
α1 − ρ0G

2
)
τ 2−

−
(
α5 − ρ0G

2
)
u3,3τ +

(
α5 − l + λ+ µ+ ρ0G

2
)
u2,2u3,3+

+η1(γ + u2
1,2 + u1, 32) + η2u

2
1,2 + (2η2 + ρ0G

2)u1,2u2,1 − η2µ2u1,2γ+

+η3(u
2
1,3 + u2

2,3) + (η2 + ρ0G
2)(u1,3u3,1 + u2,3u3,2) + η4u2,3(u2,3 + u3,2)+

+2ρ0G
2
(
m1

(
1− u3,3 − τ −

m1

2

)
+m2u1,2 +m3u1, 3

)
+ . . . ,

T2 =

(
3

4
n− 2µ

)
u3,2 +

(
3

4
n− µ− ρ0G

2

)
u2,3 + η2 (u1,2 + u2,1 − µ2γ)u1,3+

+η4u1,2u1,3 + ξ1u3,2(u1,1 + u2,2 − τ) + ξ2u3,2u3,3 + ρ0G
2 (m1 + τ)u2,3 + . . . ,
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S2 = 2βu1,2 +
(
2β + µ− ρ0G

2
)
u2,1 + α2u1,2(2u1,1 − τ) + 2α1u2,1u1,1−

−
(
α1 − 2ρ0G

2
)
τu2,1 + α3u2,2 (u1,2 + u2,1) + (α5 + ρ0G

2)u3,3u2,1+

+(α5 − l + λ+ µ)u3,3u1,2 +
(
ξ1u3,2 − ρ0G

2u2,3

)
u3,1 + 3ρ0G

2m1u2,1 + . . . ,

k2 = η1(u1,2 + u2,1 − µ2γ) + . . . ,

φ1 =
5

2
λ+ 6µ− 11

2
l − 3m− 27

4
n,

φ2 = φ1 +
3

2
l +

3

4
n− λ− 3µ,

φ4 =
3

2
λ+ 4µ− 3l − 3m− 15

4
n,

φ5 = −λ+ 4µ− 7

2
l − 6n,

φ6 =
3

2
λ+ 2µ− 3l − 3

2
n,

φ7 =
3

2
λ+ 2µ− 5

2
l − 3m− 3

4
n,

α1 = φ2 −
l

2
, α2 = φ1 − µ, α3 = φ5 + 4λ+ 2µ− 7

2
l − 6m− 3

2
n,

α4 = θ5 − l, α5 = φ6 + 3λ+ µ− l − 6m,

θ1 =
9

2
(λ+ 2µ)− 12(l +m+ n),

θ2 =
13

2
λ+ 7µ− 10l − 24m− 3n,

θ3 =
7

2
λ+ µ− 3l − 18m,

θ4 = 7λ+ 2µ− 4l − 30m,

θ5 =
3

2
λ− 3

2
l − 3m,

ζ1 = 2µ− l

2
− 3n, ζ2 = −3

2
n,

η1 =
λ

2
+ µ− l − 3

2
n, η2 = −µ− l − 3

2
n,

η3 = η1 − µ+
3

4
n,

η4 = µ− 3

4
n,

ξ1 = λ+ 4µ− 2l − 15

2
n,

ξ2 = ξ1 +
9

4
n− µ.

Êîýôôèöèåíòû E3, T3, S3, k3 ïîëó÷àþòñÿ èç E2, T2, S2, k2 çàìåíîé èíäåêñîâ

2 íà 3.
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Àíàëîãèþ ñ îäíîìåðíûì ñëó÷àåì ïîëó÷àåì, ïîëîæèâ u2,3 = u3,2 = 0. Îêà-

çûâàåòñÿ, ÷òî, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå (1.26), ñèñòåìà (1.40) äîïóñêàåò òðè

ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àþ êâàçèïðîäîëüíûõ,

êâàçèïîïåðå÷íûõ è íåéòðàëüíûõ âîëí.

Âûáåðåì ëîêàëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû µ2 = 1,

µ3 = 0. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ u1,3 = u3,1 = 0 â ñðåäå âîçíèêà-

åò êâàçèïðîäîëüíàÿ âîëíà. Ñêîðîñòü åå îïðåäåëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòüþ τ è

äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì ïåðåä âîëíîé. Îíà ïîä÷èíÿåòñÿ ñëåäóþùåìó

çàêîíó:

G = C1 (1 + a1u1,1 + a2τ + a3 (u2,2 + u3,3) +m1+

+

(
3θ1

2(λ+ 2µ)
− a2

1

2
− 1

4

)
u2

1,1+

+

(
θ3

2(λ+ 2µ)
+ a3 −

a2
3

2
+

1

4

)(
u2

2,2 + u2
3,3

)
+

+

(
θ2

λ+ 2µ
+ a1 − a1a3

)
u1,1 (u2,2 + u3,3)−

−
(

3θ1

2(λ+ 2µ)
− a2 − a1a2 −

1

2

)
u1,1τ+

+

(
θ1

2(λ+ 2µ)
+ a2 −

a2
2

2
+

1

2

)
τ 2−

−
(

3θ2

2(λ+ 2µ)
− a2 − a3 + a2a3

)
(u2,2 + u3,3) τ+

+

(
θ4

2(λ+ 2µ)
+ 2a3 − a2

3

)
u2,2u3,3 +

φ1 + ψ1

2(λ+ 2µ)
u2

2,1+

+
φ2 + ψ2

2(λ+ 2µ)
u2

1,2 +
φ3 + ψ3

2(λ+ 2µ)
u2,1u1,2+

+

((
a1 +

3

2

)
u1,1 + a3 (u2,2 + u3,3) +

+ (a2 + 1) τ +m1)m1 +m2u1,2 + . . .) ,

a1 =
α

λ+ 2µ
, a2 =

1− a1

2
, a3 =

2l + 6m− 3λ

λ+ 2µ
,

ψ1 = 2β
2β + λ+ 2µ

λ+ µ
, ψ2 = 2β

2β − λ− µ
λ+ µ

,

ψ3 = 4β2 + (2β + λ+ 2µ)(2β − λ− µ)λ+ µ.

(1.41)

Ïîïåðå÷íàÿ è ïðîäîëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå ðàçðûâà íà òàêîé âîëíå ñâÿçàíû
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ñîîòíîøåíèåì

γ = τ((δ + 1)u1,2 + δu2,1) + . . . (1.42)

Êâàçèïîïåðå÷íàÿ âîëíà âîçíèêàåò ïðè òåõ æå óñëîâèÿõ íà äåôîðìèðîâàí-

íîå ñîñòîÿíèå ïåðåä ïëîñêîñòüþ ðàçðûâîâ, ÷òî è êâàçèïðîäîëüíàÿ. Ñêîðîñòü

ðàñïðîñòðàíåíèÿ êâàçèïîïåðå÷íîé óäàðíîé âîëíû ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà

â âèäå

G = C2 (1 + b1u1,1 + b2u2,2 + b3u3,3 +m1+

+

(
α1

2µ
+ b1 −

b2
1

2
+

1

4

)
u2

1,1 +

(
α2

2µ
−

−b
2
2

2
+

3

4
u2

2,2 +

(
α4

2µ
+ b3 −

b2
3

2
+

1

4

)
u2

3,3+

+

(
α3

2µ
+ b2 − b1b2 +

1

2

)
u1,1u2,2 +

(
α5

2µ
+ b1 + b3 − b1b3

)
u1,1u3,3+

+

(
α5

2µ
+ b2 − b2b3 −

l − λ
2µ

+ 1

)
u2,2u3,3+

+

(
3η1

2µ
− 2β2

µ(λ+ µ)

)
u2

2,1 +

(
η1 + η2

2µ
− β(2β + λ+ µ)

µ(λ+ µ)

)
u2

1,2+

+

(
η1 + η2

µ
− β(4β + λ+ 2µ)

µ
+

1

2

)
u1,2u2,1 −

3

2µ

(
η1 +

2β2

λ+ µ

)
u2,1γ−

−
(
η1

2µ
− 3β2 − 2β(λ+ 2µ)

µ(λ+ µ)

)
u1,2γ +

(
η1

2µ
− β2

µ(λ+ µ)

)
γ2 + (b1 + 1)u1,1m1+

+b2u2,2m1 + (b3 + 1)u3,3m1 + u1,2m2 +m2
1 + . . .

)
,

b1 =
β

µ
+ 1, b2 = b1 − 1, b3 =

l − λ
2µ

(1.43)

Íà äàííîé âîëíå âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

τ = −γ (2β + λ+ 2µ)u1,2 + 2βu2,1

λ+ µ
+ γ2 β

λ+ µ
+ . . . (1.44)

Òðåòüå âîçìîæíîå ðåøåíèå (1.40) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì íåéòðàëüíîé âîëíû,

ïîëó÷åííîé â ñëó÷àå ïëîñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Äëÿ åå ñóùåñòâîâàíèÿ íåîá-

õîäèìî äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü u1,2 = 0. Ñêîðîñòü äàííîé ïîâåðõíîñòè

ðàçðûâîâ íå çàâèñèò îò èíòåíñèâíîñòè âîëíû:

32



G = C2 (1 + b1u1,1 + b2u2,2 + b3u3,3 +m1+

+
1

4

(
2
α1

µ
+ 4b1 − 2b2

1 + 1

)
u2

1,1 +
1

4

(
2
α2

µ
− 2b2

2 + 3

)
u2

2,2+

+
1

4

(
2
α4

µ
+ 4b3 − 2b2

3 + 1

)
u2

3,3 +
1

2

(
α5

µ
+ 2(b1 + b3)− 2b1b3

)
u1,1u3,3+

+
1

2

η1

µ

(
u2

2,1 + u2
3,1

)
+

1

2

η1 + η3

µ
u2

1,3 +
1

2

(
η4

µ
+ 1

)
u1,3u3,1+

+(b1 + 1)m1u1,1 + b2m1u2,2 + (b3 + 1)m1u3,3 +m3u1,3 +m2
1 + . . .

)
(1.45)

Â äàëüíåéøåì òàêæå ïîòðåáóþòñÿ ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí, âîçíèêàþùèõ

â çàäà÷àõ î íàãðóæåíèè íåñæèìàåìîé ñðåäû ñ îñåâîé ñèììåòðèåé, ò.å. öèëèí-

äðè÷åñêèõ óäàðíûõ âîëí. Íàñêîëüêî èçâåñòíî, òàêèå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ

äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè íå èçó÷àëèñü.Ðàññìîòðèì íåîãðàíè÷åííîå ïðîñòðàí-

ñòâî, çàíÿòîå íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäîé ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ. Ââå-

äåì öèëèíäðè÷åñêóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò r, φ, z, íà÷àëî êîòîðîé ðàñïîëîæåíî

íà îñè öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè, à îñü z íàïðàâëåíà âäîëü ýòîé îñè. Ãðàíèöà

ïîëîñòè â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì r = r0.

Äâèæåíèå ãðàíèöû ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó:

r = r0 = const, φ = φ0(t), uz = u0(t),

φ0(0) = u0(0) = 0, φ′0(0)u′0(0) 6= 0

Ñëåäñòâèÿ çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ íà ðàçðûâàõ â äàííîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

[σrr] = 0, [σφr] = −ρG [νφ] , [σzr] = −ρG [νz] . (1.46)

Â (1.46) ïåðâîå ñîîòíîøåíèå ñëóæèò êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ âû÷èñëåíèÿ

äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(r, t). Îñòàëüíûå óñëîâèÿ ñèñòåìû

(1.46) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü

[H]φ,r +
(
H − [H]− ρG2

)
[φ,r] = 0,

[H]u,r +
(
H − [H]− ρG2

)
[u,r] = 0,

H = ∂W
∂I2
− ∂W

∂I1
+ 2∂W∂I2 τ =

∞∑
k=0

βkτ
k,

2τ = r2 (φ,r)
2 + (u,r)

2 , β0 = µ, β1 = 2 (α + b+ κ+ d) , ...

(1.47)

33



Çäåñü ìíîãîòî÷èåì îáîçíà÷åíû íåâûïèñàííûå êîýôôèöèåíòû ðÿäà äëÿ

ôóíêöèè H, çàâèñÿùèå îò óïðóãèõ ìîäóëåé ñðåäû. Èç ïîëó÷åííîé ñèñòåìû

ñëåäóåò, ÷òî â íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå âîçìîæíî ðàñïðîñòðàíåíèå öè-

ëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ äâóõ òèïîâ. Åñëè [H] 6= 0 ([τ ] 6= 0),

ïðèõîäèì ê âîçìîæíîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïî ñðåäå ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîãî

ðàçðûâà, äëÿ êîòîðîãî

φ−,r
φ+
,r

=
u−,r
u+
,r

,

G =

(
1
ρ

∞∑
k=0

(τ+)k
(
βk +

k+1∑
j=0

Cj
k+1 (−1)j (τ+)1−j [τ ]j

)) 1
2

.

(1.48)

Ñëåäóÿ ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì, íà öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè ðàçðû-

âîâ, ðàñïðîñòðàíÿþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ G, íå ìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ïðåäâà-

ðèòåëüíîãî ñäâèãà, à ìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî èíòåíñèâíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

äàííîé ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ ñëåäóåò âïîëíå îäíîçíà÷íàÿ àíàëîãèÿ ñ ïëîñ-

êèìè îäíîìåðíûìè óäàðíûìè âîëíàìè. Òåðìîäèíàìè÷åñêèé àíàëèç óäàðíîãî

ïåðåõîäà íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ïîêàçûâàåò, ÷òî äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì âîç-

íèêíîâåíèÿ äàííîãî ðàçðûâà ÿâëÿåòñÿ óâåëè÷åíèå íà íåì ïðåäâàðèòåëüíîãî

ñäâèãà, ò.å. íà íåì âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå [τ ] < 0. Ýòî òðåáîâàíèå âïîëíå

ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì ýâîëþöèîííîñòè ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîãî ðàçðûâà.

Ñëåäñòâèåì ñèñòåìû (1.47) áóäåò âîçìîæíîñòü âîçíèêíîâåíèÿ åùå îäíîãî

òèïà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, äëÿ êîòîðîãî [τ ] = 0, ò.å. íà ýòîé âîëíå íå ìåíÿ-

åòñÿ èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà, ìåíÿåòñÿ òîëüêî åãî íàïðàâëå-

íèå ïðè [φ,r] 6= 0 è [u,r] 6= 0. À.Ã. Êóëèêîâñêèé íàçûâàåò òàêèå ïîâåðõíîñòè

ðàçðûâîâ óäàðíûìè âîëíàìè êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè, ò.ê. íàïðàâëåííîñòü ïî-

ñëåäóþùåãî ñäâèãà çàäàåòñÿ òîëüêî ãðàíè÷íûì âîçäåéñòâèåì. Ïðè ðàññìîò-

ðåíèè ïëîñêèõ îäíîìåðíûõ óäàðíûõ âîëí ðàíåå âñëåä çà À.À. Áóðåíèíûì

òàêèå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ íàçûâàëèñü íåéòðàëüíûìè óäàðíûìè âîëíàìè.

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ýòîãî ðàçðûâà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé
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G =

(
1

ρ

∞∑
k=0

βk
(
τ+
)k) 1

2

. (1.49)

Äàííàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ ÿâëÿåòñÿ èçîýíòðîïè÷åñêîé. Âîëíà êðóãî-

âîé ïîëÿðèçàöèè, åñëè åå ïðèñóòñòâèå äèêòóåòñÿ êðàåâûìè óñëîâèÿìè, ðàñ-

ïðîñòðàíÿåòñÿ âñëåä çà ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé âîëíîé, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïî

íåäåôîðìèðîâàííîé ñðåäå ïåðâîé. Îáðàçîâàíèå âòîðîé âîëíû çàâèñèò îò îò-

íîøåíèÿ ôóíêöèé φ′0(t) è u′0(t). Èìåííî îíî îïðåäåëÿåò, êàê ñî âðåìåíåì

èçìåíÿåòñÿ íàïðàâëåíèå ñäâèãà íà ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè. Ïåðåäà÷à ïî ñðåäå

èíôîðìàöèè îá èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ ñäâèãà òîæå ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì

âîëíîâûì ïðîöåññîì. Îäíèì èç èòîãîâ ýòîãî ïðîöåññà ñòàíîâèòñÿ, â ÷àñòíî-

ñòè, ïîÿâëåíèå âòîðîé óäàðíîé âîëíû.

1.4 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ óäàðíîãî äåôîðìè-

ðîâàíèÿ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåðõíîñòåé íåñòàöèîíàðíûõ ñèëüíûõ è ñëàáûõ ðàç-

ðûâîâ â çàäà÷àõ äèíàìèêè äåôîðìèðóåìîãî òåëà, à òàêæå ïîñòðîåíèÿ ïðè-

áëèæåííûõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ

ìåòîä ëó÷åâûõ ðÿäîâ. Íàèáîëåå ïîëíûé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûé ýòîìó ìå-

òîäó, ïðåäñòàâëåí â [155].

Îñíîâíàÿ èäåÿ ëó÷åâîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â çàìåíå òî÷íîãî ðåøåíèÿ

â ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè ðÿäîì òèïà Òåéëîðà çà ïîäâèæíîé ïîâåðõíîñòüþ

ðàçðûâîâ. Ðÿä âêëþ÷àåò çàâèñèìîñòü êàê îò âðåìåíè, òàê è îò ëó÷åâîé êî-

îðäèíàòû, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàññòîÿíèå, îòñ÷èòûâàåìîå îò òî÷êè

ïðîñòðàíñòâà äî ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ âäîëü ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé òî÷êå

ëó÷à:

u(n)(s, t) = u(n−1) −
∞∑
i=1

1

i!
ω

(n)
i (t− tΣn

)i , ω
(n)
i =

[
∂u

∂t

]∣∣∣∣
t=tΣn

, (1.50)
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ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷àþò ðàçðûâ, Σn � óäàðíûå âîëíû,

ïðè÷åì ìåíüøåìó çíà÷åíèþ èíäåêñà n ñîîòâåòñòâóåò âîëíà ñ áîëüøåé ñêîðî-

ñòüþ, u(n) � ðåøåíèå â îáëàñòè çà Σn, tΣn
= tΣn

(s) � ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ

÷åðåç ðàññìàòðèâàåìóþ òî÷êó óäàðíîé âîëíû Σn, u(0) ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè,

êîòîðóþ ïåðåäíèé ôðîíò ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé åùå íå äîñòèã.

Â òàêîé ôîðìå ëó÷åâîé ìåòîä áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â [137, 11] äëÿ ïî-

ñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ â ëèíåéíûõ ñðåäàõ. Ïîä-

õîä, ðàçðàáîòàííûé Ã.È. Áûêîâöåâûì è åãî ó÷åíèêàìè, ïîëó÷èë äàëüíåéøåå

ðàçâèòèå â çàäà÷àõ èäåàëüíîé ïëàñòè÷íîñòè [44], äèíàìèêè ëèíåéíîé [160] è

íåëèíåéíîé [14] óïðóãîé ñðåäû.

Ìåòîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-

ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ êîýôôèöèåíòîâ ëó÷åâîãî ðÿäà, ïîëó÷åííîé ñ

ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ.

×òîáû îïðåäåëèòü êîýôôèöèåíòû ω
(n)
k â (1.50), íåîáõîäèìî k ðàç ïðîäèôôå-

ðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âñÿêèé ðàç çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò â ðàçðû-

âàõ íà Σn ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (1.21), (1.22). Â ëèíåàðèçîâàííîì

ñëó÷àå èëè æå â çàäà÷àõ ñî ñëàáûìè âîëíàìè òàêàÿ ïðîöåäóðà íåìåäëåííî

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå ðåêóððåíòíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé (óðàâíåíèé çàòóõàíèÿ), ïîñëåäîâàòåëüíîå èíòåãðèðîâàíèå êîòîðîé çà-

âåðøàåò ðåøåíèå. Äëÿ çàäà÷ ñ óäàðíûìè âîëíàìè â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðó-

ãîñòè ïðÿìîå èíòåãðèðîâàíèå íåâîçìîæíî, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà

óðàâíåíèé èìååò âèä:

δω1

δt
= f1(ω1, ω2),

δω2

δt
= f2(ω1, ω2, ω3),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
δωk
δt

= fk(ω1, ω2, ω3, . . . ωk+1),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

(1.51)

Ñ öåëüþ êðàòêîñòè çàïèñè (1.51) â íèõ íå îòìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèè fi çàâè-
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ñÿò òàêæå îò äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðåä ôðîíòîì âîëíû, êîòîðîå â

äàííîì ñëó÷àå ïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì.

Ïðåäëîæåííàÿ À.À. Áóðåíèíûì è Þ.À.Ðîññèõèíûì ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà

[37, 24] ïîçâîëÿåò äàæå â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòü ðåøåíèå, ïðè óñëîâèè, ÷òî

ïîñëåóäàðíîå âðåìÿ ìàëî. Îíà îñíîâàíà íà ïðåäñòàâëåíèè âõîäÿùèõ â (1.51)

âåëè÷èí ωi ñòåïåííûìè ðÿäàìè ïî âðåìåíè âèäà

ωi = ωi0 +
∞∑
k=1

δkωi
δtk

tk

k!
, i = 1, 2, . . . (1.52)

Íåîáõîäèìûå äëÿ ýòîãî ñòàðøèå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè îò âåëè÷èí ωi

ïîëó÷àþòñÿ δ-äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî âðåìåíè óðàâíåíèé èç (1.51) íóæíîå

÷èñëî ðàç. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà çíà÷åíèÿ âñåõ èíòåíñèâíîñòåé ðàçðûâîâ ωi â

íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t èçâåñòíû, óðàâíåíèÿ èç (1.51) è èõ ïðîèçâîäíûå

ïî âðåìåíè èãðàþò ðîëü ðåêóððåíòíûõ çàâèñèìîñòåé óæå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ

(1.52). Â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäñòàíîâêà (1.52) â (1.50) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äëÿ

u ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñïðàâåäëèâîå â îêðåñòíîñòè t çà ôðîíòîì óäàðíîé

âîëíû.

Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ìåòîäèêà ñ óñïåõîì ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ êàê äëÿ

ïëîñêèõ, òàê è äëÿ êðèâîëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ.
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Ãëàâà 2

Îäíîìåðíûå çàäà÷è íåëèíåéíîé

äèíàìè÷åñêîé

òåîðèè óïðóãîñòè

2.1 Çàäà÷è îá óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé

óïðóãîé ñðåäû ñ ïëîñêèìè âîëíàìè

2.1.1 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è îá óäàðíîì íà-

ãðóæåíèè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Ñóùåñòâî ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà îïèøåì â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, ðàññìîò-

ðåâ ðàñïðîñòðàíåíèå óäàðíûõ âîëí â íåëèíåéíî óïðóãîé ñðåäå. Íà÷íåì ñî

ñëó÷àÿ, êîãäà ñðåäà íåñæèìàåìà, íå èìååò ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé è

çàïîëíÿåò ïîëóïðîñòðàíñòâî, îãðàíè÷åííîå ïëîñêîñòüþ. Íàãðóçêó çàäàäèì

íà ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êî-

îðäèíàò, íàïðàâèâ îñü Ox1 âíóòðü ñðåäû îðòîãîíàëüíî ãðàíèöå, à îñè Ox2 è

Ox3 ðàñïîëîæèâ â ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè. Ïóñòü âñëåäñòâèå óäàðíîãî âîçäåé-

ñòâèÿ ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàíñòâà â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t = t0 íà÷àëà

äâèãàòüñÿ ïî çàêîíó:

u2 = g1t+
g2

2
t2,

u1 = u3 = 0.
(2.1)

ãäå ui � êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ñðåäû, gi � const, ïðè÷åì

g1 > 0 . Óñëîâèå, íàêëàäûâàåìîå íà êîýôôèöèåíò g1 , íåîáõîäèìî äëÿ òî-

ãî, ÷òîáû â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îò ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè îòäåëèëàñü

óäàðíàÿ âîëíà íàãðóçêè Σ. Ýòà âîëíà èãðàåò ðîëü âòîðîé, ïîäâèæíîé ãðàíè-
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öû îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Â ñèëó îäíîìåðíîãî õàðàêòåðà äâèæåíèÿ ñðåäû

ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ äàëåå îáÿçàíà îñòàâàòüñÿ ïëîñêîé.

Îïðåäåëèì çàêîí äâèæåíèÿ ñðåäû â äåôîðìèðóåìîé îáëàñòè. Äëÿ âû÷èñ-

ëåíèÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé èñïîëüçóåì ôîðìóëó

Ìóðíàãàíà (1.14) ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì (1.17), êàê è â (1.33). Îãðàíè÷èâà-

ÿñü ñëàãàåìûìè òðåòüåãî ïîðÿäêà ïî u2,1, ïîëó÷èì:

σ11 = −p− µ+ a−
(
a+ µ+

κ

2
+ b
)
u2

2,1,

σ22 = −p− µ+ a−
(
a+

κ

2
+ b
)
u2

2,1,

σ33 = −p− µ+ a−
(κ

2
+ b
)
u2

2,1,

σ12 = σ21 = µu2,1 + (a+ b+ κ)u3
2,1,

(2.2)

ãäå p � ôóíêöèÿ äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ, a, µ, b, κ, d �

óïðóãèå ìîäóëè ñðåäû.

Ïîäñòàíîâêà (2.2) â (1.9) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

äëÿ äàííîé çàäà÷è. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè, ñîäåðæàùèìè ñòåïåíè u2,1

âûøå âòîðîé, è ó÷åñòü, ÷òî w1 = w3 = 0, w2 = ü2, òî

p,1 + 2
(
a+ µ+

κ

2
+ b
)
u2,1u2,11 = 0,

u2,11

(
µ+ 3 (a+ b+ κ)u2

2,1

)
= ρü2.

(2.3)

Çäåñü ρ - ïëîòíîñòü, êîòîðàÿ â ñëó÷àå íåñæèìàåìîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿ ïîñòî-

ÿííîé âåëè÷èíîé.

Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåùåíèåì u2 è

äîáàâî÷íûì ãèäðîñòàòè÷åñêèì äàâëåíèåì p è ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåãî. Èíòåãðèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà ïî x1

ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

p = −[p]
∣∣
Σ
− β1u

2
2,1,

β1 = a+ µ+
κ

2
+ b.

(2.4)

Âåëè÷èíà ðàçðûâà [p] ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïîäñòàíîâêîé âûðàæåíèÿ äëÿ
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σ11 èç (2.2) â ïåðâîå èç ñîîòíîøåíèé (1.32):

[σ11] = −[p]− β1

[
u2

2,1

]
= 0, (2.5)

îòêóäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî u+
2,1 = 0, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

[p] = β [u2,1]
2 . (2.6)

Äàëåå áóäåì èñêàòü ðåøåíèå âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû. Îáîçíà÷èì C2 =√
µ

ρ
, γ =

a+ b+ κ

µ
, òîãäà ýòî óðàâíåíèå ïðèìåò âèä

u2,11

(
1 + 3γu2

2,1

)
=
ü2

C2
2

. (2.7)

Ðåøåíèå åãî áóäåì èñêàòü â âèäå ëó÷åâîãî ðÿäà (1.50). Äëÿ ýòîãî íåîáõîäè-

ìî ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ðàçðûâàõ íà Σ. Ïðèðàâíèâàÿ ðàçðûâû

ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé óðàâíåíèÿ è ó÷èòûâàÿ, ÷òî [ab] = a+[b] + [a]b+− [a][b],

ïîëó÷èì

[u2,11]
(

1 + 3γ [u2,1]
2
)

= C−2
2 [ü2] . (2.8)

Ñëåäñòâèÿìè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.22)íà óäàðíîé âîëíå ÿâ-

ëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ:

[u2,1] = −χ1

G
,χ1 = [u̇2] ,

[u2,11] =
χ2

G2
− 2

G2

δχ1

δt
+
χ1

G3

δG

δt
, χ2 = [ü2] ,

(2.9)

Êðîìå òîãî, íà Σ âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà (1.33) � ñëåäñòâèÿ äèíàìè÷åñêèõ

óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (1.19), (1.18). Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì, ïðèâåäåííûì â ï.

1.3, â äàííîì ñëó÷àå Σ ÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ â

ñðåäó äåôîðìàöèé èçìåíåíèÿ ôîðìû, ò.å. ïîïåðå÷íîé óäàðíîé âîëíîé, è åå

ñêîðîñòü ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ (1.38). Ïîäñòàíîâêà (2.9) â (1.38)

äàåò âûðàæåíèå ñêîðîñòè Σ

G = C2

(
1 +

γ

2

(
χ

C2

)2

+ . . .

)
. (2.10)

Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (2.8) â âèäå
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(
χ2

G2
− 2

χ1

G2

δχ1

δt
+

γ

C2

χ2
1

G3

δχ1

δt

)(
1 + 3γ

χ2
1

G2

)
=
χ2

C2
2

, (2.11)

ãäå òàêæå èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå èç (2.10) ñîîòíîøåíèå

δG

δt
= γ

χ1

C2

δχ1

δt
. (2.12)

Óðàâíåíèå (2.11) óñòàíàâëèâàåò çàâèñèìîñòü ìåæäó ðàçðûâàìè ñêîðîñòåé

è óñêîðåíèé òî÷åê ñðåäû íà óäàðíîé âîëíå χ1, χ2 è δ-ïðîèçâîäíîé χ1 íà Σ,

ñïðàâåäëèâóþ â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ñòàðøè-

ìè íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè, òî δ-ïðîèçâîäíàÿ χ1 îêàçûâàåòñÿ ñâÿçàííîé ñ

χ1 è χ2 çàâèñèìîñòüþ

δχ1

δt
= γ

χ2
1

C2
χ2 + . . . , (2.13)

Ñëåäóÿ îáùåé ñõåìå ëó÷åâîãî ìåòîäà, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå (2.7) â âèäå

ðÿäà

u2 = −χ1 (t− tΣ)− 1

2
χ2 (t− tΣ)2 − . . . (2.14)

ãäå tΣ � ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ Σ ÷åðåç òî÷êó ñ êîîðäèíàòîé x, à âåëè÷èíû χ1,

χ2 âû÷èñëåíû â ìîìåíò tΣ. Îòìåòèì, ÷òî ïîëîæåíèå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ

xΣ è âåëè÷èíà tΣ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

xΣ(t) =
t∫

0

G(τ)dτ,

tΣ(x) =
x∫
0

dξ

G(ξ)
.

(2.15)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè t0 çíà÷åíèÿ χ1, χ2 íà Σ

èçâåñòíû. Òîãäà â îêðåñòíîñòè t0 âåëè÷èíó χ1 ìîæíî ïðèáëèæåííî ïðåäñòà-

âèòü â âèäå

χ1 = χ10 +
δχ1

δt

∣∣
t=t0

∆t+ . . . , (2.16)
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ãäå χ10 = χ1

∣∣
t=t0

, ∆t = t− t0. Ïîäñòàíîâêà (2.16) â (2.14) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñïðàâåäëèâîå ïðè ìàëîì ïîñëåóäàðíîì âðåìåíè t:

u2 = −
(
χ10 +

δχ1

δt

∣∣
t=0
tΣ

)
(t− tΣ)− 1

2
χ2 (t− tΣ)2 − . . . (2.17)

Âõîäÿùóþ â äàííîå óðàâíåíèå âåëè÷èíó tΣ òàêæå ìîæíî âû÷èñëèòü ïðèáëè-

æåííî ñ ïîìîùüþ (2.15). Çàâèñèìîñòü tΣ(x) ïðåäñòàâèì ðÿäîì

tΣ =
x

G
+
x2

2G

δG

δx

∣∣∣∣
x=0

+ . . . , (2.18)

ãäå
δG

δx
=
δG

δt

dt

dx
=

1

G

δG

δt
. Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå ðàíåå ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ G

è
δG

δt
è ïîëàãàÿ ïîñëåóäàðíîå âðåìÿ ìàëûì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì

tΣ =
x

C2

(
1− γ

2

χ2
10

C2
2

)
+
x2

C2
2

(
1− γχ

2
10

C2
2

)
χ10

C2

δχ1

δt

∣∣∣∣
t=0

+ . . . (2.19)

Çàâèñèìîñòü ïîëîæåíèÿ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû îò âðåìåíè xΣ(t) íàéäåì

ðàçëîæåíèåì â ðÿä ïåðâîãî èç ñîîòíîøåíèé (2.15) è ïîäñòàíîâêîé â íåãî âû-

ðàæåíèé (2.10), (2.12). Äëÿ ìàëûõ ïîñëåóäàðíûõ âðåìåí ïîëó÷èì

xΣ = G(0)t+
t2

2

δG

δt

∣∣∣∣
t=0

+ . . . = C2t

(
1 +

γ

2

χ2
10

C2
2

)
+
γt2χ10

2C2

δχ1

δt

∣∣∣∣
t=0

+ . . . (2.20)

Âõîäÿùàÿ â ñîîòíîøåíèÿ (2.19) è (2.20) δ-ïðîèçâîäíàÿ ðàçðûâà χ1 âû÷èñ-

ëÿåòñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ñîãëàñíî (2.13):

δχ1

δt
= γ

χ2
10

C2
χ20 + . . . , (2.21)

Âåëè÷èíû χ10, χ20 îïðåäåëèì ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ ðÿäîâ (2.17) è (2.1).

Ïîëàãàÿ â ïåðâîì tΣ(0) = 0 è ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ

ñòåïåíÿõ t, ïîëó÷èì

χ10 = −g1, χ20 = −g2. (2.22)

Ñîîòíîøåíèÿ (2.17), (2.19), (2.20), (2.22) ñîñòàâëÿþò ïðèáëèæåííîå ðåøå-

íèå çàäà÷è äëÿ ñëó÷àåâ t << 1.
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Êîãäà ïîñëåäíåå óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, ëó÷åâîé ðÿä òàêæå èìååòñÿ âîç-

ìîæíîñòü ïîñòðîèòü ñ òåì òîëüêî îòëè÷èåì, ÷òî åãî êîýôôèöèåíòû îñòàíóòñÿ

íåèçâåñòíûìè. Ðàññìîòðèì äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â íåêîòîðûé ìîìåíò

t = T > 0.Ïóñòü â ýòîò ìîìåíò xΣ = X, χ1 = χ11, χ2 = χ21. Ïîäñòàâëÿÿ â

(2.17), (2.19), (2.20) x − X âìåñòî x, t − T âìåñòî t è çàìåíÿÿ ðàçðûâû χ10,

χ20 ñîîòâåòñòâåííî íà χ11, χ21, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå, ñïðàâåäëè-

âîå â ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè ìîìåíòà t = T

è ïðè èçâåñòíûõ χ11, χ21. Îäíàêî âû÷èñëèòü ðàçðûâû χ11 è χ21 ñ ïîìîùüþ

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ â äàííîì ñëó÷àå íåâîçìîæíî.

2.1.2 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è îá óäàðíîì íà-

ãðóæåíèè ñëîÿ, èìåþùåãî ïðåäâàðèòåëüíûå äåôîðìàöèè

Ïðåäâàðèòåëüíûå äåôîðìàöèè íåñêîëüêî ìåíÿþò ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ

ëó÷åâîãî ðÿäà. Ñ öåëüþ äåìîíñòðàöèè òàêèõ èçìåíåíèé, èññëåäóåì ñëó÷àé

ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ âîëí â ñðåäå, ñîäåðæàùåé ïðåäâàðèòåëüíûå äå-

ôîðìàöèè. Ïóñòü ñðåäà çàïîëíÿåò ñëîé òîëùèíû H ñ ïëîñêèìè ãðàíèöàìè.

Ââåäåì ïðÿìîóãîëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

óðàâíåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïëîñêîñòåé ïðèíÿëè âèä x = 0 è x = H. Îïðåäåëèì

íà÷àëüíîå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, çàäàâ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìå-

ùåíèé: u1 = u3 = 0, u2 = S(x−H), ãäå S � êîíñòàíòà.

Ïóñòü â ðåçóëüòàòå äèíàìè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà ãðàíèöå x = 0 ýòà ãðà-

íè÷íàÿ ïëîñêîñòü äâèæåòñÿ ïî çàêîíó:

u1 = 0,

u2 = S(x−H) + v2t+
1

2
a2t

2,

u3 = v3t+
1

2
a3t

2,

(2.23)

ïðè÷åì v2 6= 0, v3 6= 0. Ñîãëàñíî 1.3, â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ýòèõ óñëîâèé â íà-

÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îò ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè îòäåëÿþòñÿ äâå ïëîñêîñòè

ðàçðûâîâ äåôîðìàöèé Σ1 è Σ2.
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Âîëíà Σ1 ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîïîëÿðèçîâàííîé, è íà íåé ìîæåò ìåíÿòüñÿ òîëü-

êî èíòåíñèâíîñòü ïðåäâàðèòåëüíîãî ñäâèãà. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáëàñòè çà Σ1

u
(1)
1 = u

(1)
3 = 0. (2.24)

Íåéòðàëüíàÿ âîëíà Σ2 äâèæåòñÿ ìåäëåííåå Σ1, è íà íåé èçìåíÿåòñÿ íàïðàâ-

ëåííîñòü ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé áåç èçìåíåíèÿ èíòåíñèâíîñòè, ò.å.

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå(
u+

2,1

)2
=
(
u−2,1
)2

+
(
u−3,1
)2
. (2.25)

Êàê è ðàíåå, îáîçíà÷èì

χ1 = [u̇2] , χ2 = [ü2] . (2.26)

Ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè Σ1 îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì (1.38), êîòî-

ðîå â ñèëó ñîîòíîøåíèé (2.26), à òàêæå íàëè÷èÿ â ñðåäå ïðåäâàðèòåëüíûõ

äåôîðìàöèé ïðèíèìàåò âèä

G1 = C2

(
1 +

γ

2

(
χ2

1

C2
2

+ 3
χ1

C2
S + 3S2

)
+ . . .

)
. (2.27)

Â îáëàñòè ìåæäó Σ1 è Σ2 ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñðåäû (1.9) ïîñëå

ïîäñòàíîâêè (1.33) è ñ ó÷åòîì (2.24) ñâîäèòñÿ ê àíàëîãè÷íûì (2.7) ñîîòíîøå-

íèÿì
p,1 + 2β1u2,11u2,1 = 0,

u2,11

(
1 + 3γu2

2,1

)
=
ü2

C2
2

.
(2.28)

Çàïèøåì âòîðîå èç óðàâíåíèé (2.28) â ðàçðûâàõ íà Σ1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

òåïåðü u+
2,1 = S,

[u2,11]
(
1 + 3γ(S − [u2,1])

2
)

= C−2
2 [ü2] . (2.29)

Çàìåíÿÿ ðàçðûâû [u2,1], [u2,11] ñîãëàñíî (2.9), ïåðåïèøåì åãî â âèäå(
χ2

G2
1

− 2

G2
1

δχ1

δt
+
χ1

G3
1

δG

δt

)(
1 + 3γ

(
S +

χ1

G

)2
)

=
χ2

C2
2

· (2.30)
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Âû÷èñëèì δ-ïðîèçâîäíóþ G1 äèôôåðåíöèðîâàíèåì (2.27):

δG

δt
= γ

(
χ1

C2
+

3

2
S

)
δχ1

δt
+ . . . (2.31)

Ïîäñòàíîâêà ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ â (2.30) ïîçâîëÿåò âûðàçèòü δ-ïðî-

èçâîäíóþ χ1. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ñëàãàåìûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ, òî

δχ1

δt
= γχ2

(
χ2

1

C2
2

+
3

2

χ1

C2
S + . . .

)
. (2.32)

Ðåøåíèå â îáëàñòè ìåæäó Σ1 è Σ2 ïðåäñòàâèì â âèäå ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ:

u
(1)
2 = S(x−H)− χ1 (t− tΣ1

)− χ2

2
(t− tΣ1

)2 + . . . ,

tΣ1
=

x∫
0

dξ

G1(ξ)

(2.33)

Êàê è â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, çàâèñèìîñòü χ1(t) (è, ñëåäîâàòåëüíî, çàâèñè-

ìîñòü G1(x) ) ñ ïîìîùüþ (2.32) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñòåïåííûì ðÿäîì

âèäà (2.16), ÷òî ïîçâîëÿåò çàïèñàòü (2.33) â âèäå

u
(1)
2 = S(x−H)−

(
χ10 + γχ20

(
3

2

χ10S

C2
+
χ2

10

C2
2

)
tΣ1

)
(t− tΣ1

)−

−χ20

2
(t− tΣ1

)2 + . . . ,

tΣ1
=

x

C2

(
1− γ

2

(
χ2

10

C2
2

+ 3
χ10

C2
S + 3S2

))
+ . . .

(2.34)

Ñîîòíîøåíèå (2.34) ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è â îáëàñòè

ìåæäó Σ1 è Σ2.

Ïåðåéäåì ê ïîñòðîåíèþ ðåøåíèÿ çà Σ2. Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñðå-

äû (1.9), (1.33) â îáëàñòè çà Σ2 ñ ó÷åòîì (2.23) ïðèíèìàåò âèä

p,1 + 2β1 (u2,11u2,1 + u3,11u3,1) = 0,

u2,11

(
1 + 3γu2

2,1 + γu2
3,1

)
+ 2γu3,11u2,1u3,1 = C−2

2 ü2,

u3,11

(
1 + γu2

2,1 + 3γu2
3,1

)
+ 2γu2,11u2,1u3,1 = C−2

2 ü3.

(2.35)

Çäåñü è äàëåå, åñëè òîëüêî ýòî íå îãîâîðåíî îñîáî, ðàññìàòðèâàþòñÿ âåëè-

÷èíû èç îáëàñòè ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè ðàçðûâîâ Σ1 è Σ2, è èõ ðàçðûâû íà

ïîâåðõíîñòè Σ2
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Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (2.35) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ôóíêöèåé äîáàâî÷-

íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(x) è êîìïîíåíòàìè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé.

Èíòåãðèðóÿ åãî, óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

p = −[p]
∣∣
Σ2
− β1

(
u2

2,1 + u2
3,1

)
. (2.36)

Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü ñî âòîðûì è òðåòüèì óðàâíåíèÿìè èç (2.35). Çàïè-

øåì èõ â ðàçðûâàõ íà ïîâåðõíîñòè Σ2:

[u2,11]
(
1 + 3γu2

2,1

)
+ (u2,11 − [u2,11]) γ

(
6u2,1 [u2,1]− 3 [u2,1]

2 − [u3,1]
2
)

+

+2γ [u3,11] [u3,1] ([u2,1]− u2,1) = C−2
2 [ü2] ,

[u3,11]
(

1 + γ
(

(u2,1 − [u2,1])
2 + 3 [u3,1]

2
))

+

+2γ [u3,1] (u2,11 − [u2,11]) (u2,1 − [u2,1]) = C−2
2 [ü3] .

(2.37)

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà Σ2 ïîçâîëÿþò âûðàçèòü [u2,1], [u2,11], [u3,1], [u3,11]

â âèäå

[u2,1] = − φ1

G2
, φ1 = [u̇2] , [u3,1] = − κ1

G2
, κ1 = [u̇3] ,

[u2,11] = G−2
2

(
φ2 − 2

δφ1

δt
+
φ1

G2

δG2

δt

)
, φ2 = [ü2] ,

[u3,11] = G−2
2

(
κ2 − 2

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG2

δt

)
, κ2 = [ü3] ,

(2.38)

Ñêîðîñòü G2 ïîâåðõíîñòè Σ2 âû÷èñëèì ñîãëàñíî (1.39):

G2 = C2

(
1 +

γ

2
u2

2,1 + . . .
)
, (2.39)

ãäå âåëè÷èíà u2,1 îòíîñèòñÿ ê îáëàñòè ìåæäó Σ1 è Σ2, ò.å. u2,1 =
∂u

(1)
2

∂x1

∣∣∣∣∣
Σ2

.

Èñïîëüçóåì ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ δ-ïðîèçâîäíûõ ôóíê-

öèé φ1è κ1 íà Σ2. Ïîäñòàíîâêîé (2.38) â (2.37) ïîëó÷èì

(
φ2 − 2

δφ1

δt
+
φ1

G2

δG2

δt

)(
1 + 3γ

(
φ1

G2
+ u2,1

)2

+ γ
κ2

1

G2
2

)
+

+

(
κ2 − 2

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG2

δt

)
2γ
κ1

G2

(
u2,1 +

φ1

G2

)
=

=
G2

2

C2
2

φ2 + γu2,11

(
6u2,1φ1G2 + 3φ2

1 + κ2
1

)
,

(2.40)
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(φ2 − 2
δφ1

δt
+
φ1

G2

δG2

δt
2γ
κ1

G2

(
φ1

G2
+ u2,1

)
+

+

(
κ2 − 2

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG2

δt

)(
1 + γ

(
u2,1 +

φ1

G2

)2

+ 3γ
κ2

1

G2
2

)
=

=
G2

2

C2
2

κ2 + 2γu2,11κ1 (u2,1G2 + φ1) .

Èç (2.39) ñ ïîìîùüþ êèíåìàòè÷åñêîãî óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà Σ2 ïîëó-

÷àåì
δG2

δt
= γC2u2,1 (u̇2,1 +G2u2,11) , (2.41)

ãäå âåëè÷èíû u2,1 è u2,11 òàêæå îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè ìåæäó Σ1 è Σ2 è âû÷èñ-

ëÿþòñÿ íà Σ2.

Âûðàçèì
δφ1

δt
è
δκ1

δt
, ðàññìàòðèâàÿ (2.40) êàê ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

îòíîñèòåëüíî èñêîìûõ âåëè÷èí. Ðåøàÿ åå, ïîëó÷èì

δφ1

δt
= − 1

2∆

((
φ2

(
1 + γu2

2,1

)
+ γu2,11

(
κ2

1 + 3φ2
1 + 6u2,1φ1G2

))
×

×

(
1 + γ

(
u2,1 +

φ1

G2

)2

+ 3γ
κ2

1

G2
2

)
−

−
(
κ2

(
1 + γu2

2,1

)
+ 2γu2,11κ1 (φ1 +G2u2,1)

)
×

×2γ

(
u2,1 +

φ1

G2

)
κ1

G2

)
+
φ2

2
+
γ

2

φ1

G2
C2u2,1 (u̇2,1 +G2u2,11) ,

δκ1

δt
= − 1

2∆

((
κ2

(
1 + γu2

2,1

)
+ 2γu2,11κ1 (φ1 +G2u2,1)

)
×

×

(
1 + 3γ

(
u2,1 +

φ1

G2

)2

+ γ
κ2

1

G2
2

)
−

−
(
φ2

(
1 + γu2

2,1

)
+ γu2,11

(
κ2

1 + 3φ2
1 + 6u2,1φ1G2

))
×

×2γ

(
u2,1 +

φ1

G2

)
κ1

G2

)
+
κ2

2
+
γ

2

κ1

G2
C2u2,1 (u̇2,1 +G2u2,11) ,

∆ = 1 + 4γ

((
u2,1 +

φ1

G2

)2

+
κ2

1

G2
2

)
+ 3γ2

((
u2,1 +

φ1

G2

)2

+
κ2

1

G2
2

)2

.

(2.42)

Âõîäÿùèå â (2.42) ôóíêöèè u2,1, u̇2,1 è u2,11 ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåí-

öèðîâàíèåì (2.34). Â ñëó÷àå, êîãäà Σ1 è Σ2 íå óñïåëè ðàçîéòèñü äîñòàòî÷íî

äàëåêî äðóã îò äðóãà,
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u2,1 = S +
χ1

C2
+
χ2

C2

(
t− x

C2

)
+ . . . ,

u2,11 = −χ2

C2
2

+ . . . ,

u̇2,1 =
χ2

C2
+ . . . .

(2.43)

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèÿ (2.42) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

δφ1

δt
=

γ

C2
2

((
(C2S + χ1)

2 + 3φ1 (C2S + χ1) +
3

2
φ2

1 −
1

2
κ2

1

)
φ2−

− (C2S + χ1 + φ1)κ1κ2 +

(
1

2
κ2

1 +
3

2
φ2

1 + 3φ1 (C2S + χ1)

)
χ2

)
+ . . . ,

δκ1

δt
=

γ

C2
2

((
1

2
φ2

1 + φ1 (C2S + χ1) +
3

2
κ2

1

)
κ2+

+ (C2S + χ1 + φ1)κ1φ2 + (C2S + χ1 + φ1)κ1χ2) + . . .

(2.44)

Êðîìå òîãî, ðàâåíñòâî [m] = 0, ñïðàâåäëèâîå íà Σ2, ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

2

(
S +

χ1

C2
+
χ2

C2

(
t− x

C2

))
φ1

G2
+
φ2

1

G2
2

+
κ2

1

G2
2

= 0. (2.45)

Âûðàçèì èç ïîëó÷åííîãî ñîîòíîøåíèÿ φ1. Ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè ñëàãàåìû-

ìè, ïîëó÷èì

φ1 = −
(
SC2 + χ1 + χ2

(
t− x1

C2

))
−

−

√(
SC2 + χ1 + χ2

(
t− x1

C2

))2

− κ2
1.

(2.46)

Âû÷èñëÿÿ δ-ïðîèçâîäíóþ âåëè÷èíû [m] íà Σ2 è ïðèðàâíèâàÿ åå íóëþ, ïî-

ëó÷èì åùå îäíî ñîîòíîøåíèå, ñâÿçûâàþùåå èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâîâ íà Σ1 è

Σ2. Åñëè âíîâü ïðåíåáðå÷ü íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè âûñøèõ ïîðÿäêîâ, òî

δφ1

δt

(
u2,1 +

φ1

C2

)
+
δκ1

δt

κ1

C2
+ (u̇2,1 +G2u2,11)φ1

(
1 +

3

2
γu2

2,1

)
= 0. (2.47)

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ñîâìåñòíî ñ (2.44) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó

χ2, φ2 è κ2:
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φ2

(
(C2S + χ1)

3 + 3 (C2S + χ1)
2 φ1 +

9

2
(C2S + χ1)φ

2
1+

+
3

2
φ3

1 +
1

2
(C2S + χ1)κ

2
1 +

1

2
φ1κ

2
1

)
+

+κ2

(
3

2
κ3

1 − (C2S + χ1)κ1 − (C2S + χ1)φ1κ1 −
1

2
φ2

1κ1

)
+

+χ2

(
3

2
(C2S + χ1)κ

2
1 +

3

2
φ1κ

2
1 +

9

2
(C2S + χ1)φ

2
1+

+3 (C2S + χ1)
2 φ1 −

C2
2

2
φ1 (C2S + χ1)

(
1 +

3

2
γ (C2S + χ1)

2

))
= 0.

(2.48)

Ðåøåíèå â îáëàñòè çà Σ2 áóäåì ñòðîèòü â âèäå ëó÷åâûõ ðÿäîâ âèäà

u
(2)
2 = u

(1)
2 − φ1 (t− tΣ2

)− 1

2
φ2 (t− tΣ2

)2 + . . . ,

u
(2)
3 = −κ1 (t− tΣ2

)− 1

2
κ2 (t− tΣ2

)2 + . . . ,

φ1 = φ10 +
δφ1

δt

∣∣∣∣
t=0

t+ . . . , φ2 = φ20 + . . . ,

κ1 = κ10 +
δκ1

δt

∣∣∣∣
t=0

t+ . . . , κ2 = κ20 + . . . .

(2.49)

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé äëÿ δ-ïðîèçâîäíûõ
δφ1

δt
è
δκ1

δt
â (2.49) ïîçâîëÿåò

ïîëó÷èòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå â îáëàñòè çà Σ2. Çíà÷åíèÿ âåëè÷èí χ1, χ2,

φ1, φ2, κ1, κ2 â ìîìåíò íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ t = 0 ïîëó÷èì, ïðèðàâíèâàÿ

êîýôôèöèåíòû ïðè ðàâíûõ ñòåïåíÿõ t â (2.49) è (2.23) è ó÷èòûâàÿ çàâèñèìî-

ñòè (2.46) è (2.48). Ïîëîæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ Σ1, Σ2 îïðåäåëÿþòñÿ

àíàëîãè÷íî (2.20).

Çàìåòèì, ÷òî ïëîñêîñòü ïîëÿðèçîâàííîãî ðàçðûâà è ïëîñêîñòü íåéòðàëü-

íîé âîëíû ÿâëÿþòñÿ áëèçêèìè, ïîýòîìó èñïîëüçîâàòü ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå çà

Σ1 â ñîîòíîøåíèÿõ íà Σ2 âñåãäà ïðàâîìî÷íî. Èñïîëüçîâàíèå æå ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ëó÷åâûõ ðÿäîâ ñâÿçàíî ñ ìàëîñòüþ

ïîñëåóäàðíîãî âðåìåíè. Ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà

òàêîå âðåìÿ íåëüçÿ ñ÷èòàòü ìàëûì, îêàçûâàþòñÿ ñîäåðæàùèìè íå íàéäåííûå

êîýôôèöèåíòû.
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2.1.3 ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óäàðíîì

äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðåãóëÿðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ

ñåòêó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ∆x è âðåìåí-

íîé êîîðäèíàòå ∆t, êàê ýòî ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.1, â óçëàõ êîòîðîé è áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå. Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèì èõ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ïî ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè.

Íà ðèñ. 2.7 ïðåäñòàâëåí øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû. Øàáëîí ïÿòèòî÷å÷íûé,

êàæäîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âêëþ÷àåò óçëû ñ òðåõ âðåìåííûõ ñëîåâ ñåòêè.

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u èìåþò âèä:

u,1 =
1

2∆x
(u(x+ ∆x, t)− u(x−∆x, t)) ,

u,11 =
1

∆x2
(u(x+ ∆x, t)− 2u(x, t) + u(x−∆x, t)) ,

ü =
1

∆t2
(u(x, t)− 2u(x, t−∆t) + u(x, t− 2∆t)) .

(2.50)

Â ñèëó íåëèíåéíîñòè óðàâíåíèé, ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè óðàâíåíèÿ â öåëîì

êàê ïî ïðîñòðàíñòâåííîé, òàê è ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòàì áóäåò ïåðâûé.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî çíàòü íà

êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ãðàíèöû. Êðîìå òîãî, äëÿ èñ-

ïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìû çíà÷åíèÿ ui âî âñåõ

óçëàõ èç äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè ñðåäû, â òîì ÷èñëå ïðèôðîíòîâûõ.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äî ìîìåíòà t0 àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ñ ïîñòîÿííûìè,

âû÷èñëåííûìè ïî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ, âûïîëíÿåòñÿ ñ äîñòàòî÷íîé ñòåïå-

íüþ òî÷íîñòè. Ñ ìîìåíòà t0 â îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ ñòðîèì ÷èñëåííîå

ðåøåíèå ðàçíîñòíûì ìåòîäîì. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óçëîâ ñåòêè, áëèçêî ïðèëå-

ãàþùèõ ê ôðîíòó óäàðíîé âîëíû, ðàçíîñòíûìè ñîîòíîøåíèÿìè ïîëüçîâàòüñÿ

íåëüçÿ, òàê êàê âõîäÿùèå â íèõ çíà÷åíèÿ ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü óçëàì ñåòêè,
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Ðèñ. 2.1: Ðàçíîñòíàÿ ñåòêà Ðèñ. 2.2: Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû

ðàñïîëîæåííûì âíå îáëàñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî çàäàòü óñëîâèÿ

íà ãðàíèöàõ îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Óñëîâèå íà íàãðóæàåìîé ãðàíèöå èç-

âåñòíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ ïðèôðîíòîâûõ óçëîâ ñ êîîðäèíàòàìè xi >

xΣ(t− 2∆t) ñïðàâåäëèâî ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå. Îäíàêî, ïðè t > t0 íåèçâåñòíû

ïàðàìåòðû ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ýòè âûðàæåíèÿ òàêæå îêà-

çûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé â ïðèôðîíòîâûõ óçëàõ è

êîíñòàíò ëó÷åâûõ ðàçëîæåíèé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ëó÷åâûõ ðÿäîâ áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü ïåðå-

ìåùåíèÿ íà ïîñëåäíåì âðåìåííîì ñëîå ïîëèíîìîì âòîðîé ñòåïåíè ïî òî÷êàì,

ñîîòâåòñòâóþùèì ïðèôðîíòîâûì óçëàì ñ xi < xΣ(t − 2∆t), ò.å. òåì óçëàì,

äëÿ êîòîðûõ ïîñòðîåíû ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ, è êîòîðûå ïðèòîì ðàñïîëî-

æåíû äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîäâèæíîé ãðàíèöå. Êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìà,

âû÷èñëåííûå ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ñîïîñòàâèì ñ ðàçðûâàìè ïðî-

èçâîäíûõ íà Σ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà Σ ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûõ ui ïî âðåìåíè,

êîòîðûå è ÿâëÿþòñÿ ïàðàìåòðàìè ëó÷åâûõ ðÿäîâ, èñïîëüçóåì êèíåìàòè÷å-

ñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè. Âõîäÿùèå â íèõ ðàçðûâû ïðîñòðàíñòâåííûõ ïðî-

èçâîäíûõ îïðåäåëèì, äèôôåðåíöèðóÿ èíòåðïîëÿöèîííûé ïîëèíîì â òî÷êå xΣ
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è ó÷èòûâàÿ òîò ôàêò, ÷òî çà âîëíîâûì ôðîíòîì äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå

èçâåñòíî.

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîíñòàíò ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ ìîæíî èñ-

ïîëüçîâàòü èõ ëèíåéíóþ ýêñòðàïîëÿöèþ ïî ïîñëåäíèì âðåìåííûì ñëîÿì ñåò-

êè. Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ñåòêè ïîëó÷èì ñ ïî-

ìîùüþ ëó÷åâûõ ðÿäîâ.

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé ðåøàåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì, ïðè-

÷åì ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþòñÿ ïîëå ïåðåìåùåíèé â îáëàñòè äåôîðìèðî-

âàíèÿ è ïàðàìåòðû ëó÷åâûõ ðÿäîâ. Ñ÷åò âåäåòñÿ äî óñòàíîâëåíèÿ.

Ñëó÷àé óäàðíîãî íàãðóæåíèÿ íåñæèìàåìîãî ïëîñêîãî ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî

ïðåäâàðèòåëüíûå äåôîðìàöèè, èíòåðåñåí òåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü äâå

áëèçêî ðàñïîëîæåííûå ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ � ïëîñêîïîëÿðèçîâàííóþ âîë-

íó Σ1 è ñëåäóþùóþ çà íåé âîëíó êðóãîâîé ïîëÿðèçàöèè Σ2. Íàëè÷èå âòîðîé

âîëíû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ñòðîèòü ðåøåíèÿ çàäà÷è â äâóõ îáëàñòÿõ

äåôîðìèðîâàíèÿ è ñðàùèâàòü èõ íà Σ2. Òåì íå ìåíåå, â ñèëó áëèçîñòè âå-

ëè÷èí ñêîðîñòåé Σ1 è Σ2, ðàçìåð ìåæôðîíòîâîé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ

äîñòàòî÷íî ìàë, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå â

íåé îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Ïîñëåäíèé ôàêò ïîçâîëÿåò ñâÿçàòü ñ

åãî ïîìîùüþ èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâîâ íà Σ1 è Σ2, òàêèì îáðàçîì, â öåëîì

ñâîäÿ ïîñòðîåíèå ñõåìû ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ ïî îïèñàííîé ñõåìå, ïîêàçàíû íà ðèñ.

2.3-2.5. Â çàäà÷å î íàãðóæåíèè íåäåôîðìèðîâàííîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïàðà-

ìåòðû âûáðàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîýôôèöèåíò íåëèíåéíîñòè γ ðàâåí 1,

C2 = 1000, t0 = 0, 0003, g1 = 0, 1, g2 = 10, øàã ñåòêè ∆x = 0, 01, ∆t = 0, 00005.

Íà ðèñ. 2.3 ïîêàçàíû ïîëÿ ïåðåìåùåíèé çà Σ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Íà ðèñ. 2.4 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü χ1 îò âðåìåíè.

Íà ðèñ. 2.5, 2.6 ïîêàçàíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è î íàãðóæåíèè ñëîÿ â

âèäå ïîëåé ïåðåìåùåíèé u2 è u3. Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ñîñòàâëÿþò H = 100,

S = −0, 001, C2 = 1000, γ = 0, 5. Çíà÷åíèÿ g1 è g2 ðàâíû 1.
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Ðèñ. 2.3: Ïîëå ïåðåìåùåíèé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 2.4: Ðàñïðåäåëåíèå χ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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Ðèñ. 2.5: Çàâèñèìîñòü u2(t) â çàäà÷å î íàãðóæåíèè ñëîÿ

Ðèñ. 2.6: Çàâèñèìîñòü u3(t) â çàäà÷å î íàãðóæåíèè ñëîÿ
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2.2 Ïëîñêèå âîëíû â ñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå

2.2.1 Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è î íîðìàëüíîì óäàðå ïî ïëîñ-

êîé ãðàíèöå óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Ïåðåéäåì ê èçó÷åíèþ óïðóãèõ âîëí, âîçíèêàþùèõ â ñæèìàåìîé ñðåäå.

Èçó÷åíèå òàêæå íà÷íåì ñ íàèáîëåå ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ñðåäà çàíèìàåò

ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñêîé ãðàíèöåé. Êàê è ðàíåå, ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿ-

ìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, ðàñïîëîæèâ îñè òàê, ÷òîáû îñè Ox2, Ox3

ëåæàëè â ãðàíè÷íîé ïëîñêîñòè, à îñü Ox1 áûëà íàïðàâëåíà âíóòðü ñðåäû

ïåðïåíäèêóëÿðíî ãðàíèöå. Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì óäàðíîé íàãðóçêè â íåêî-

òîðûé ìîìåíò âðåìåíè ãðàíèöà íà÷èíàåò äâèãàòüñÿ â íàïðàâëåíèè Ox1 ïî

çàêîíó

u1

∣∣
x1=g(t)

= g(t), g(t) = g1t+ g2
t2

2
, g1 > 0,

u2 = u3 = 0,
(2.51)

ò.å. ïðèëîæåííàÿ íàãðóçêà âûçûâàåò ñæàòèå ñðåäû. Òàêèì îáðàçîì, èç êîì-

ïîíåíò òåíçîðà ãðàäèåíòà ïåðåìåùåíèé îòëè÷íîé îò íóëÿ îêàçûâàåòñÿ ëèøü

u1,1. Èç êîìïîíåíò òåíçîðà Àëüìàíñè îòëè÷íûì îò íóëÿ îêàçûâàåòñÿ ëèøü

α11 = u1,1 −
1

2
u2

1,1. (2.52)

Â ðåçóëüòàòå òàêîãî íàãðóæåíèÿ îò ãðàíèöû ñðåäû â íà÷àëüíûé ìîìåíò

âðåìåíè îòäåëÿåòñÿ óäàðíàÿ âîëíà Σ. Äâèæåíèå ñðåäû â îáëàñòè ìåæäó âîë-

íîé è íàãðóæàåìîé ãðàíèöåé ïîä÷èíÿåòñÿ ñèñòåìå (1.9). Çàïèøåì ýòó ñèñòåìó

â ïåðåìåùåíèÿõ äëÿ äàííîé çàäà÷è. Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ (1.13), (1.15) âû÷èñ-

ëèì êîìïîíåíòû òåíçîðà ïåðåìåùåíèé. Îãðàíè÷èâàÿñü ñëàãàåìûìè òðåòüåãî

ïîðÿäêà ïî u1,1, ïîëó÷èì
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σ11 = (λ+ 2µ)u1,1 −
1

2
(7(λ+ 2µ)− 6(l +m+ n))u2

1,1+

+
1

2
(9(λ+ 2µ)− 24(l +m+ n))u3

1,1 + . . . ,

σ22 = σ33 = λu1,1 +

(
l + 3m− 3

2
λ

)
u2

1,1 +

(
λ

2
− 2l − 6m

)
u3

1,1 + . . . ,

σ12 = σ13 = σ23 = 0.

(2.53)

Äëÿ îòëè÷íûõ îò íóëÿ êîìïîíåíò âåêòîðîâ ñêîðîñòè è óñêîðåíèÿ â êîîð-

äèíàòàõ Ýéëåðà èìååì

v1 = u̇1 + u1,1v1,

v1 =
u̇1

1− u1,1
,

w1 = v̇1 + v1,1v1 =
ü1 (1− u1,1)

2 + 2u̇1,1u̇1 (1− u1,1) + u1,11u̇
2
1

(1− u1,1)
3 .

(2.54)

Ïëîòíîñòü ñðåäû ρ âû÷èñëèì ñîãëàñíî (1.11):

ρ

ρ0
= 1− u1,1. (2.55)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ â (1.9), èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîñëå

íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì

u1,11

(
1 + α1u1,1 + α2u

2
1,1 − C−2

1 u̇2
1

)
=

= C−2
1

(
ü1 (1− u1,1)

2 + 2u̇1,1u̇1 (1− u1,1)
)
,

C1 =
ρ0

λ+ 2µ
, α1 = −9 + 6

l +m+ n

λ+ 2µ
,

α2 =
57

2
− 49

l +m+ n

λ+ 2µ
.

(2.56)

Îñòàëüíûå óðàâíåíèÿ èç (1.9) âûïîëíÿþòñÿ òîæäåñòâåííî.

Íà ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ ñëåäñòâèåì (2.56) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

[u1,11]
(

1− α1 [u1,1] + α2 [u1,1]
2 − C−2

1 [u̇1]
2
)

=

C−2
1

(
[ü1] (1 + [u1,1])

2 − 2 [u̇1,1] [u̇1] (1 + [u1,1])
)
.

(2.57)

Ïðåîáðàçóåì åãî, èñïîëüçóÿ ñëåäñòâèÿ óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (1.22). Îáî-

çíà÷èâ [u̇1] = ω1, [ü1] = ω2, âûðàçèì ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ïî ïðîñòðàíñòâåí-

íîé êîîðäèíàòå:
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[u1,1] = G−1ω1,
[
u̇1,1

]
= G−1

(
δω1

δt
− ω2

)
,

[u1,11] = G−2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
.

(2.58)

Ïîäñòàíîâêà (2.58) â (2.57) ïîçâîëÿåò ïåðåïèñàòü ïîñëåäíåå â âèäå

G−2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)(
1 + α1

ω1

G
+ α2

ω2
1

G2

)
=

= C−2
1

(
ω2

(
1− 2

ω1

G
+
ω2

1

G2

)
− 2

ω1

G

(
δω1

δt
− ω1

)(
1− ω1

G

)
+

+
ω2

1

G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

))
.

(2.59)

Áóäó÷è ïåðåäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ îáúåìíûõ äåôîðìàöèé â íåäå-

ôîðìèðîâàííóþ ñðåäó, âîëíà Σ1 ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëüíîé. Åå ñêîðîñòü îïðåäå-

ëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ (1.28), êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå ïðèíèìàåò âèä

G1 = C1

(
1− α2

ω1

G1
+ α6

ω2
1

G2
1

· · ·
)
,

α6 =
1

2

(
θ1

λ+ 2µ
+ a2 −

a2
1

2
− 1

2

)
.

(2.60)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.60) â (2.59) è ðåøàÿ ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî
δω1

δt
, ïîëó÷èì

δω1

δt
= −

α1ω2
ω1

C1
+ · · ·

1−
(

1 +
7α1

2

)
ω1

C1
+ · · ·

(2.61)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîëó÷åííûå ñîîòíîøå-

íèÿ äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå.

2.2.2 Çàäà÷à î êîñîì óäàðå ïî ïëîñêîé ãðàíèöå óïðóãîãî ïîëóïðî-

ñòðàíñòâà

Ïóñòü, êàê è ðàíåíåå, ñæèìàåìîå íåäåôîðìèðîâàííîå ïîëóïðîñòðàíñòâî

çàíèìàåò îáúåì x1 > 0. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà âðåìåíè

57



t = 0 íà ãðàíèöå x1 = x = 0 ïðèëîæåíà ñæèìàþùå-ñäâèãîâàÿ íàãðóçêà:

u1|x1=g1(t) = g1(t), u2|x1=g1(t) = g2(t), (2.62)

ïðè÷åì g(0) = h(0) = 0 è g(t) > 0, h(t) > 0. Ïîäîáíîå íàãðóæåíèå ïðèâîäèò ê

âîçíèêíîâåíèþ äâóõ óäàðíûõ âîëí � ïðîäîëüíîé âîëíû Σ1, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ ïåðåäíèì ôðîíòîì èçìåíåíèÿ îáúåìíûõ äåôîðìàöèé, è êâàçèïîïåðå÷íîé

âîëíû Σ2 � ïåðåäíåãî ôðîíòà äåôîðìàöèé ñäâèãà.

Ñêîðîñòè óäàðíûõ âîëí ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.28),

(1.30). Òàê, ñêîðîñòü ïðîäîëüíîé âîëíû G1 â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå

G1 = C1

(
1 + γ1τ + γ2τ

2 + · · ·
)
,

C1 =

√
λ+ 2µ

ρ0

γ1 = −3(l +m+ n)

2(λ+ 2µ)
+

9

4
,

γ2 =
1

2

(
θ1

λ+ 2µ
+ γ1 −

1

2
γ2

1 + 1

)
(2.63)

Ñêîðîñòü êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíû G2 ïðåäñòàâèìà â âèäå

G2 = C2

(
1 + γ

u̇+
1

C1
+ γ3u

+
1,1 + · · ·

)
C2 =

√
µ

ρ0

γ =
λ+ 2µ

µ
,

γ3 =
β

µ
+ 1.

(2.64)

Óäàðíûå âîëíû äåëÿò äåôîðìèðîâàííóþ îáëàñòü íà äâå ÷àñòè. Â îáëà-

ñòè ìåæäó Σ1 è Σ2 ïðèñóòñòâóþò ëèøü îáúåìíûå äåôîðìàöèè, ò.å. u2 = 0.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çäåñü èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è â ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé ðàíåå çàäà÷å î íîðìàëüíîì óäàðå. Çàïèøåì åãî, îãðàíè÷èâàÿñü

ñòàðøèìè íåëèíåéíûìè ñëàãàåìûìè:
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u1,11 (1 + α1u1,1 + . . .) = C−2
1 (ü1(1− 2u1,1) + 2 ˙u1,1u̇1) ,

α1 = 6
l +m+ n

λ+ 2µ
− 9.

(2.65)

Èñïîëüçóÿ êèíàìàòè÷åñêîå óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïåðåä

ôðîíòîì óäàðíîé âîëíû äåôîðìàöèè â ñðåäå îòñóòñòâóþò, ìîæíî ïåðåïèñàòü

óðàâíåíèå äâèæåíèÿ íà Σ1 â âèäå

G−2
1

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G1

δG1

δt

)(
1 + α1

ω1

G1

)
=

= C−2
1

(
ω2

(
1− 2

ω1

G1

)
− 2ω1

G1

(
δω1

δt
− ω2

))
,

ω1 = [u̇1], ω2 = [ü1].

(2.66)

Ñîîòíîøåíèå (2.66) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü δ-ïðîèçâîäíóþ ðàçðûâà ω.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî ñïðàâåäëèâîå äëÿ ìàëûõ ïîñëåóäàðíûõ âðåìåí

ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çà Σ1:

u1(x, t) = uI1 = −
(
ω10 +

δω10

δt

∣∣∣∣
t=0

+ · · ·
)

(t− tΣ1
)−

−ω20

2
(t− tΣ1

)2 − · · · ,

u2 = 0.

(2.67)

Çäåñü ω10, ω20 � çíà÷åíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçðûâîâ, âû÷èñëåííûå â ìî-

ìåíò íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ, tΣ1
� âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ Σ1 ÷åðåç äàííóþ òî÷-

êó ïðîñòðàíñòâà, âåëè÷èíû òðåòüåãî è âûøå ïîðÿäêà ïî âðåìåíè îòáðîøåíû â

ñèëó èõ ìàëîñòè. Èíäåêñ �I� îçíà÷àåò, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî ëèøü

â îáëàñòè ìåæäó Σ1 è Σ2 Âåëè÷èíó tΣ1
, êàê è ðàíüøå, áóäåì âû÷èñëèòü ïî

ôîðìóëå

tΣ1
=

t∫
0

dξ

G(ξ)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîëå ïåðåìåùåíèé â îêðåñòíîñòè Σ2. Ýòà ïîâåðõíîñòü

ÿâëÿåòñÿ ïåðåäíèì ôðîíòîì ðàñïðîñòðàíåíèÿ äåôîðìàöèé ñäâèãà, ò.å. çà Σ2

îáå êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé îòëè÷íû îò íóëÿ. Òàêèì îáðàçîì, çàêîí
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äâèæåíèÿ óïðóãîé ñðåäû â îáëàñòè ìåæäó íàãðóæàåìîé ãðàíèöåé è êâàçèïî-

ïåðå÷íîé óäàðíîé âîëíîé îïðåäåëÿåò ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ñîîòíîøåíèé:

u1,11

(
1 + a1u1,1 + a2u

2
1,1 + a3u

2
2,1 − C−2

1 u̇2
1

)
+ u2,11u2,1 (a4 + a5u1,1) =

= C−2
1

(
ü1(1− u1,1)

2 + 2u̇1,1(1− u1,1)
)
,

u2,11

(
1 + b1u1,1 + b2u

2
1,1 + b3u

2
2,1 − C−2

2 u̇2
1

)
+ u1,11u2,1 (b4 + b5u1,1) =

= C−2
2

(
ü2(1− 3u1,1 + 3u2

1,1) + (ü1u2,1 + 2u̇2,1u̇1)(1− 2u1,1) + 2u̇1,1u̇1u2,1

)
,

a1 = 6
l +m+ n

λ+ 2µ
− 9, a2 =

57

2
− 48

l +m+ n

λ+ 2µ
,

a3 =
10λ+ 24µ− 22l − 12m− 27n

4(λ+ 2µ)
, a4 =

2l + 3n− 2λ− 8µ

2(λ+ 2µ)
,

a5 =
17λ+ 40µ− 26l − 12m− 33n

2(λ+ 2µ)
, b1 =

3n+ 2l − 2λ− 10µ

2µ
,

b2 =
14λ+ 40µ− 26l − 12m− 33n

4µ
, b3 = 3

λ+ 2µ− 2l − 3n

2µ
,

b4 =
3n+ 2l − 2λ− 6µ

2µ
, b5 =

10λ+ 24µ− 22l − 12m− 27n

2µ
.

(2.68)

Áóäåì èñêàòü êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u1 è u2 â âèäå ëó÷åâûõ

ðÿäîâ. Ïîñêîëüêó â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ Σ2 â ñðåäå óæå ïðèñóòñòâóþò îáúåì-

íûå äåôîðìàöèè, ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå u1 çà Σ2 áóäåò âêëþ÷àòü ïðîäîëæåíèå

ïîñòðîåííîãî ðàíåå ðåøåíèÿ uI1:

uII1 (x, t) = uI1 −
(
κ10 +

δκ1

δt

∣∣∣∣
t=0

+ · · ·
)

(t− tΣ2
)− κ20

2
(t− tΣ2

)2 − · · · ,

uII2 (x, t) = −
(
ψ10 +

δψ1

δt

∣∣∣∣
t=0

+ · · ·
)

(t− tΣ2
)− ψ20

2
(t− tΣ2

)2 − · · · ,

(2.69)

ãäå κ1 = [u̇1], κ2 = [ü1], ψ1 = [u̇2], ψ2 = [ü2], âñå ðàçðûâû âû÷èñëåíû íà Σ2.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî îïðå-

äåëèòü çíà÷åíèÿ ðàçðûâîâ κ1, κ2, ψ1, ψ2, à òàêæå âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ δ-

ïðîèçâîäíûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñëåäíèõ, êàê è ðàíåå, èñïîëüçóåì çàïèñàí-

íûå â ðàçðûâàõ íà Σ2 óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, à òàêæå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè

è ñëåäñòâèÿ óñëîâèÿ (1.44), íåîáõîäèìî âûïîëíÿþùèåñÿ íà êâàçèïîïåðå÷íîé
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âîëíå Σ2:

[u1,1] = − κ1

G2
, [u2,1] = −ψ1

G2
,

[u1,11] = G−2
2

(
κ2 − 2

δκ1

δt
+
κ1

G2

δG2

δt

)
,

[u2,11] = G−2
2

(
ψ2 − 2

δψ1

δt
+
ψ1

G2

δG2

δt

)
,

[u̇1,1] = G−1
2

(
δκ1

δt
− κ2

)
, [u̇2,1] = G−1

2

(
δψ1

δt
− ψ2

)
,

[u1,11]
(
1 + a1u1,1 + a2u

2
1,1 − C−2

1 u̇2
1

)
+

+(u1,11 − [u1,11])
(
a1[u1,1] + a2(2u1,1[u1,1]− [u1,1]

2)− a3[u2,1]
2−

−C−2
1 (2u̇1[u̇1]− [u̇1]

2)
)

[u2,11][u2,1] (a5([u1,1]− u1,1)− a4)) =

= C−2
1

(
[ü1](1− u1,1)

2 − (ü1 − [ü1])[u1,1](u
2
1,1 + 2u1,1 + 2)+

2[u̇1,1](1− u1,1)− 2[u1,1](u̇1,1 − [u̇1,1])) ,

[u2,11]
(
1 + b1(u1,1 − [u1,1]) + b2(u1,1 − [u1,1])

2 + b3(u
2
2,1 + [u2,1]

2)−

−C−2
2 (u̇1 − [u̇1])

2
)

+ [u2,1] ([u1,11](b4 + b5u1,1) + (u1,11 − [u1,11])[u1,1]b5) =

= C−2
2

(
[ü2](1− 3(u1,1 − [u1,1]) + 3(u1,1 − [u1,1])

2)+

+((ü1 − [ü1])[u2,1] + 2[u̇2,1](u̇1 − [u̇1]))(1− 2(u1,1 − [u1,1]))−

−2([u̇1,1]u̇1 + u̇1,1[u̇1]− [u̇1,1][u̇1])[u2,1],

[u1,1] = −[u2,1]
2βu2,1

λ+ µ
+ [u2,1]

2 β

λ+ µ
+ . . .

(2.70)

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ðàçðûâîâ, êàê è ðàíåå, îïðåäåëÿåì, ñîïîñòàâëÿÿ ëó-

÷åâûå ðÿäû è êðàåâîå óñëîâèå è ó÷èòûâàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè

îò íàãðóæàåìîé ãðàíèöû îòäåëÿþòñÿ äâå âîëíû.

2.2.3 Ïðèìåðû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ îá óäàðíîì íàãðóæåíèè

ñæèìàåìîé ñðåäû.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, îñíîâíûìè îñîáåí-

íîñòÿìè çàäà÷è î íîðìàëüíîì óäàðå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ïåðåìå-

ùåíèÿ íàãðóæàåìîé ãðàíèöû è áîëåå ñëîæíàÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷àìè î

61



Ðèñ. 2.7: Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû

íàãðóæåíèè íåñæèìàåìîé ñðåäû) ñòðóêòóðà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, íåñêîëüêî

óñëîæíÿþùàÿ ðàçíîñòíóþ ñõåìó.

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áóäåì, êàê è ðà-

íåå, èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðåãóëÿðíóþ

ïðÿìîóãîëüíóþ ñåòêó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííîé è âðåìåí-

íîé êîîðäèíàòàì. Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèì èõ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ïî ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè.

Íà ðèñ. 2.7 ïðåäñòàâëåí øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû. Øàáëîí ñåìèòî÷å÷íûé,

êàæäîå ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå âêëþ÷àåò óçëû ñ òðåõ âðåìåííûõ ñëîåâ ñåòêè.

Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u èìåþò âèä:

Àëãîðèòì ñðàùèâàíèÿ ÷èñëåííûõ è àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ñîâïàäàåò ñ

òàêîâûì äëÿ çàäà÷ î íàãðóæåíèè íåñæèìàåìîé ñðåäû.

Ïðåâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Íà ðèñóíêàõ 2.8-2.10 ïðè-

âåäåíû ðåçóëüòàòû äëÿ çàäà÷è î íîðìàëüíîì óäàðå. Ïàðàìåòðû çàäà÷è: α1 =

α2 = 1, C1 = 3500, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå íàãðóæåííîé ãðàíèöû ñîñòàâëÿþò

ñîîòâåòñòâåííî 0, 1 è 20.

Â çàäà÷å î íàãðóæåíèè ñëîÿ ïàðàìåòðû ñîñòàâèëè C1 = 6200, C2 = 3400,

v1 = 10, v2 = 5, a1 = a2 = 10.
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Ðèñ. 2.8: Ïîëå ïåðåìåùåíèé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â çàäà÷å î íîðìàëüíîì óäàðå

Ðèñ. 2.9: Ðàñïðåäåëåíèå ω1 â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè â çàäà÷å î íîðìàëüíîì óäàðå

63



Ðèñ. 2.10: Çàâèñèìîñòü xΣ(t) â çàäà÷å î íîðìàëüíîì óäàðå

Ðèñ. 2.11: Çàâèñèìîñòü u1(t) â çàäà÷å î êîñîì óäàðå
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Ðèñ. 2.12: Çàâèñèìîñòü u2(t) â çàäà÷å î êîñîì óäàðå
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2.3 Çàäà÷è îá àíòèïëîñêîì è ñêðó÷èâàþùåì óäàðå ñ öè-

ëèíäðè÷åñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè

2.3.1 Àíòèïëîñêîå óäàðíîå äåôîðìèðîâàíèå íåñæèìàåìîé íåëè-

íåéíî-óïðóãîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà îäíîìåðíóþ çàäà÷ó îá àíòèïëîñêîì äâèæåíèè íåñæè-

ìàåìîãî ïðîñòðàíñòâà áåç ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Â êà÷åñòâå èññëå-

äóåìîé îáëàñòè áåðåòñÿ ïðîñòðàíñòâî, çàïîëíåííîå íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðå-

äîé ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ ðàäèóñà r0 . Àíòèïëîñêèé óäàð ïî ãðàíèöå

ïîâåðõíîñòè r = r0 ñîçäàåò â ïðîñòðàíñòâå ïîëå ïåðåìåùåíèé âèäà

ur = uϕ = 0, uz = u(r, t), (2.71)

ãäå r , ϕ , z � öèëèíäðè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò, îñü Oz êîòîðîé ñîâïàäàåò

ñ îñüþ öèëèíäðà.

Íà ãðàíèöå r = r0 ïîëå ïåðåìåùåíèé èçâåñòíî è ìîæåò áûòü çàäàíî ðÿäîì

âèäà

uz
∣∣
r0

=
∞∑
k=1

1

k!

∂kg

∂tk

∣∣∣∣
t=0

tk ≈ v0t+
a0t

2

2
+ · · · , v0 6= 0, t ≥ 0. (2.72)

Ñëåäñòâèåì íåðàâåíñòâà v0 6= 0 áóäåò ïîÿâëåíèå ïîïåðå÷íîé óäàðíîé âîë-

íû Σ (t) ñ ìîìåíòà íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ. Ñêîðîñòü òàêîé âîëíû, ñîãëàñíî

(1.48), ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå

G = C2

(
1 +

∞∑
k=1

γk

(
χ1

C2

)2k
)

= C2

(
1 + γ

χ2
1

C2
+ · · ·

)
, (2.73)

ãäå C2 =

√
µ

ρ
, γ =

a+ b+ κ+ d

2µ
, χ1 = [u̇]

Ïîñêîëüêó ïåðåìåùåíèÿ íà Σ íåïðåðûâíû, òî u
∣∣
rΣ

= 0 , ãäå rΣ (t) , îïðå-

äåëÿþùåå ïîëîæåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà, èìååò âèä

rΣ (t) = r0 +

t∫
0

G (ξ) dξ ≈ r0 +

t∫
0

C2

(
1 + γ1

χ2
1

C2
2

+ · · ·
)
dξ. (2.74)
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Â îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, èñêëþ÷àÿ Σ , äâèæåíèå ñðåäû îïèñûâàåòñÿ

ñèñòåìîé óðàâíåíèé, ñëåäóþùåé èç óðàâíåíèé (1.9):

u,rr
(
1 + 3αu2

,r

)
+
u,r
r

(
1 + αu2

,r

)
+ . . . =

ü

C2
2

,

p,r + βu,ru,rr + (1 + γ)
u2
,r

r
+ . . . = 0,

α = 2γ1, γ =
a

µ
.

(2.75)

Çäåñü ïåðâîå óðàâíåíèå îïðåäåëÿåò ïîëå ïåðåìåùåíèé, à âòîðîå � ôóíê-

öèþ äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ ïî íàéäåííûì ïåðåìåùåíèÿì.

Ïîýòîìó, ñ÷èòàÿ ïåðâîå óðàâíåíèå îñíîâíûì, åãî ðåøåíèå çà ôðîíòîì Σ ïðåä-

ñòàâèì ëó÷åâûì ðÿäîì

u(1) (r, t) = u0 (r, t)−
∞∑
k=1

1

k!
χk (tΣ) (t− tΣ)k , t ≥ tΣ,

u (r, t) = u(0) (r, t) , t ≤ tΣ,

tΣ (r) =
r∫
r0

dξ

G (ξ)
, χk =

[
∂ku

∂tk

]
,

(2.76)

ãäå èíäåêñàìè �(0)� è �(1)� îáîçíà÷åíî ðåøåíèå â îáëàñòè Σ è çà íåé, ñîîò-

âåòñòâåííî. Êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñêîìàÿ ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñêîëü

óãîäíî âûñîêîé ãëàäêîñòüþ â îêðåñòíîñòè Σ . Ëó÷àìè â äàííîì ñëó÷àå ÿâëÿ-

þòñÿ ðàäèàëüíûå íàïðàâëåíèÿ.

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ χk â (2.79), íåîáõîäèìî k ðàç ïðîäèô-

ôåðåíöèðîâàòü óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, âñÿêèé ðàç çàïèñûâàÿ ðåçóëüòàò â ðàç-

ðûâàõ íà Σ ñ ó÷åòîì óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè (1.22).

Çàïèñûâàÿ â ðàçðûâàõ ñàìî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ïîëó÷èì âûðàæåíèå äëÿ

δ-ïðîèçâîäíîé χ1

δχ1

δt
=

2αχ2χ
2
1C
−2
2

2 + 5αχ2
1C
−2
2

−
χ1C2

(
1 +

3

2
αχ2

1C
−2
2

)
rΣ

(
2 + 5αχ2

1C
−2
2 + . . .

) + · · · , (2.77)

χk =
∞∑
n=0

1

n!

δnχk0

δtn
,

δnχk0

δtn
=
δnχk
δtn

∣∣∣∣
t=0

(2.78)
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Ñîâìåñòíî ñ ïîëåì ïåðåìåùåíèé ëó÷åâîé ìåòîä ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ôóíê-

öèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü rΣ (t) èëè tΣ (r) , ñâÿçûâàþùóþ r è t íà ïåðåäíåì

ôðîíòå âîëíû:

u = −
(
χ10 +

δχ10

δt
tΣ + · · ·

)
(t− tΣ)− 1

2 (χ20 + · · · ) (t− tΣ)2 + · · · ,

tΣ =
r − r0

C2

(
1 + γ1χ

2
10C

−2
2

)
−
γ1χ10C

−1δχ10

δt
(r − r0)

2

C3
2

(
1 + γ1χ2

10C
−2
2

)3 + · · · ,
(2.79)

ãäå
δχ10

δt
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (2.77) ïðè t = 0 . Ñîïîñòàâëÿÿ ðÿä (2.79)

ñ êðàåâûì óñëîâèåì (2.71), ïîëó÷èì χ10 = −v0 , χ20 = −a . Ðåøåíèå ìîæåò

áûòü ïðîäîëæåíî äàëåå ñ òðåáóåìîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé íà r0 . Îïðåäåëåíèå äîáàâî÷íîãî ãèäðîñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ

p (r, t) ïî èçâåñòíîìó ïîëþ ïåðåìåùåíèé òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíîñòåé,

êðîìå âû÷èñëèòåëüíûõ.

2.3.2 Ñêðó÷èâàþùåå óäàðíîå äåôîðìèðîâàíèå íåñæèìàåìîé óïðó-

ãîé ñðåäû

Ðàññìîòðèì òåïåðü âàðèàíò ãðàíè÷íîãî íàãðóæåíèÿ, ïðèâîäÿùåãî ê ñêðó-

÷èâàíèþ ñðåäû, òî åñòü òàêîãî, êîãäà êàæäàÿ òî÷êà ñðåäû äâèæåòñÿ ïî ñâîåé

êðóãîâîé òðàåêòîðèè, à äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, çàïèñàííûõ â

ôèçè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ, âûïîëíÿåòñÿ:

ur = r (1− cosψ) ,

uϕ = r sinψ,
(2.80)

ãäå ψ (r, t)- óãîë ïîâîðîòà òî÷åê ñðåäû.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû îòíîñèòåëüíî óãëà ïîâîðîòà ψ (r, t) è ãèäðî-

ñòàòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ p(r, t) èìåþò âèä:

3
ψ,r
r

+ 5αrψ3
,r + ψ,rr

(
1 + 3αr2ψ2

,r

)
+ . . . =

ψ̈

C2
2

,

p,r + (1 + β) rψ2
,r + βr2ψ,rψ,rr + . . . =

rψ̇2

C2
2

.

(2.81)

68



Êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ (2.81) çàäàäèì â âèäå

ψ
∣∣∣
r0

= χ0t+
κ0t

2

2
+ . . . , (2.82)

ãäå χ0 è κ0 â äàííîì ñëó÷àå èãðàþò ðîëü íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëî-

âîãî óñêîðåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ñêîðîñòü âîçíèêàþùåé ïîïåðå÷íîé óäàðíîé

âîëíû îïðåäåëÿåòñÿ, êàê è ðàíåå, ôîðìóëîé (2.73), ãäå χ1 ñëåäóåò çàìåíèòü íà

η1 =

[
∂ψ

∂t

]
. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé êðàåâîé çàäà÷è ïðèìåíèì îïèñàííóþ

ðàíåå ìåòîäèêó, êîòîðàÿ íà íóëåâîì øàãå äàåò

δη1

δt
=

2αr2
Σ
C−2η2

1η2

2 + 5αr2
ΣC
−2η2

1

−
η1C

(
3 +

13

2
αr2

ΣC
−2η2

2

)
rΣ (2 + 5αr2

ΣC
−2η2

1)
+ · · · ,

ηk =

[
∂kψ

∂tk

]
.

(2.83)

Èç (2.77) è (2.83) âèäíî, ÷òî èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè öèëèíäðè÷åñêîé

âîëíû ïðîèñõîäèò â îñíîâíîì çà ñ÷åò ëèíåéíîãî âêëàäà −ω1C2

2rΣ
è −3η1C2

2rΣ

ñîîòâåòñòâåííî. ïðè÷åì, â îòëè÷èå îò ïëîñêîé çàäà÷è, ñþäà âõîäèò âåëè÷èíà

r−1
Σ , îïðåäåëÿþùàÿ èçìåíåíèÿ êðèâèçíû âîëíîâîãî ôðîíòà. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî âëèÿíèå ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñõîæäåíèÿ íà èçìåíåíèå èíòåíñèâíîñòè âîë-

íû ïðåâàëèðóåò íàä íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè.

Ñëåäóÿ îáû÷íîé ñõåìå ëó÷åâîãî ìåòîäà, îêîí÷àòåëüíî äëÿ ôóíêöèè ψ (r, t)

ïîëó÷èì

ψ(r, t) = −η10

(
1 +

tΣ

2 + 5αr2
0C2

−2η2
10

(
2αr2

0C2
−2η2

10η20−

−13

2
αr0C2

−2η2
10 −

3C2

r0

)
+ · · · ×

× (t− tΣ)− 1

2
(η20 + · · · ) (t− tΣ)2 + · · ·

(2.84)
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tΣ =
r − r0

C2

(
1 +

α

2
r2C2

−2η2
10

) − αr2C2
−1η10 (r − r0)

2

2C2
3

(
1 +

α

2
r2
η2

10

C2
2

)3(
2 + 5αr2

0

η2
10

C2
2

)×
×
(

2αr2
0

η10η20

C2
2 −

13

2
αr0

η2
10

C2
− 3C2

r0

)
+ · · ·

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëó÷åííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïðèãîäíî ëèøü

íà íåáîëüøîì óäàëåíèè îò íàãðóæàåìîé ïîâåðõíîñòè. Ñ öåëüþ ðàñøèðèòü

ðàññìàòðèâàåìûé âðåìåííîé äèàïàçîí ïåðåéäåì ê ÷èñëåííîìó ðàñ÷åòó ïðî-

öåññà äåôîðìèðîâàíèÿ, èñïîëüçóÿ ïðèôðîíòîâûå ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ â êà-

÷åñòâå íà÷àëüíûõ è êðàåâûõ äàííûõ äëÿ ÷èñëåííîé ñõåìû.

2.3.3 Èñïîëüçîâàíèå ïðèôðîíòîâûõ àñèìïòîòèê â ÷èñëåííîé ñõå-

ìå ðàñ÷åòîâ.

Ïîëàãàåì, ÷òî äî ìîìåíòà t = t0 òî÷íîñòü ëó÷åâîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðè-

åìëåìîé âî âñåé îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ.Ïîýòîìó ïîëå ïåðåìåùåíèé è ïî-

ëîæåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà îïðåäåëÿþòñÿ â íåé çàâèñèìîñòÿìè (2.79) è (2.84).

Ýòà îáëàñòü â êà÷åñòâå íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ñëîåâ îïðåäåëÿåò íà÷àëüíûå äàí-

íûå äëÿ äàëüíåéøèõ âû÷èñëåíèé.

Íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà t = t0 , óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èíòåãðèðóåì ÷èñëåííî ñ

ïîìîùüþ íåÿâíîé êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû. Äëÿ ýòîãî îáëàñòü Ω : t > t0

, 0 < r < r0 +
t∫
0

G (ξ) dξ ðàçîáüåì ðàâíîìåðíîé ñåòêîé ñ øàãàìè ∆t è ∆r ïî

âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâó ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 2.13), â óçëàõ êîòîðîé è áóäåì

èñêàòü ðåøåíèå. Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèì èõ

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ïî ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè:

u,r ≈
u (r + ∆r, t)− u (r −∆r, t)

2∆r
,

u,rr ≈
u (r + ∆r, t)− 2u (r, t) + u (r −∆r, t)

∆r2 ,

u̇ ≈ u (r, t)− u (r, t−∆t)

∆t
,

ü ≈ u (r, t)− 2u (r, t−∆t) + u (r, t− 2∆t)

∆t2
,

(2.85)
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Ðèñ. 2.13: Ðàçíîñòíàÿ ñåòêà Ðèñ. 2.14: Øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû

÷òî ñîîòâåòñòâóåò øàáëîíó íà ðèñ. 2.14. Çàìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îá-

ðàçîì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äàäóò âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè

èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå, è ïåðâûé � ïî âðåìåí-

íîé, ò.å. O
(
∆x2 + ∆t

)
. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ δ-ïðîèçâîäíîé èñïîëüçóåì ñëåäóþ-

ùåå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå:

δωk
δt
≈ ωk (t)− ωk (t−∆t)

∆t
(2.86)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ óçëîâ ñåòêè, ëåæàùèõ ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâîâ

íà ïîñëåäíåì âðåìåííîì ñëîå Σ (t) è åå ïîëîæåíèåì íà ïîçàïðîøëîì âðåìåí-

íîì ñëîå Σ (t− 2∆t) , çàïèñàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå âûðàæåíèÿ äëÿ âòîðîé

ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íåëüçÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû íå ïîïàäàþò

â äåôîðìèðîâàííóþ îáëàñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â ýòîé îáëàñòè ïîëå ïåðå-

ìåùåíèé îïèñûâàåòñÿ ëó÷åâûìè ðÿäàìè (2.79) è (2.84), íî êîíñòàíòû ωk0 â

íèõ ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûìè.

Òàêèì îáðàçîì, â îáëàñòè äåôîðìèðîâàíèÿ Ω ìîæíî âûäåëèòü îáëàñòü

÷èñëåííîãî ñ÷åòàΩ1 : 0 ≤ r ≤ Σ (t− 2∆t) è ïðèôðîíòîâóþΩ2 : Σ (t−m∆t) ≤

≤ r ≤ Σ (t) , ãäå ñïðàâåäëèâû àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ. Ñ ïðèåìëåìîé ñòåïå-

íüþ òî÷íîñòè, à ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ çà ñ÷åò âûáîðàm è ∆t, ëó÷åâûå
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ðÿäû, íî óæå ñ íåèçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè ωk0 . Ñ÷èòàåì, ÷òî Ω1 è Ω2 íàêëà-

äûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà.

Äëÿ çàìûêàíèÿ ïîëó÷åííîé ñèñòåìû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òðå-

áóåòñÿ ïîñòàâèòü óñëîâèÿ íà ãðàíèöå Ω1 . Â êà÷åñòâå òàêîâûõ èñïîëüçóåì

óñëîâèå íà íàãðóæàåìîé ãðàíèöå è çíà÷åíèå ïåðåìåùåíèÿ, âû÷èñëåííîå ñ ïî-

ìîùüþ ïðèáëèæåííîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â áëèæàéøåì ê Σ (t− 2∆t)

óçëå, íå ïîïàâøåì â Ω1 . Íîâûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ îïðå-

äåëÿåì, ñîïîñòàâëÿÿ äàííûå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ñ ëó÷åâûìè ðÿäàìè. Äëÿ

ýòîãî ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ àïïðîêñèìèðóåì çíà÷åíèÿ

ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ñåòêè, ïðèíàäëåæàùèõ îäíîâðåìåííî Ω1 è Ω2 , êâàäðà-

òè÷íîé ôóíêöèåé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû. Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû

ïîëó÷åííîé ôóíêöèè ñ êîýôôèöèåíòàìè ëó÷åâîãî ðÿäà, ðàññìàòðèâàåìîãî â

ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè, íàõîäèì ïàðàìåòðû ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ.

Óòî÷íåííûå êîíñòàíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ,

íå ïîïàâøèõ â îáëàñòü Ω1 , à òàêæå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîëîæåíèÿ âîëíîâîãî

ôðîíòà íà ñëåäóþùåì âðåìåííîì ñëîå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ íà î÷åðåäíîì âðåìåííîì ñëîå

íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, â êîòîðóþ âõîäÿò:

• Êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ óçëîâ, ïîïàâøèõ â îáëàñòü ÷èñëåí-

íîãî ðåøåíèÿ;

• Ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ óçëîâ èç îáëàñòè Ω2;

• Ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ôîðìóëû äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ, âêëþ÷àþùèå çíà÷åíèÿ ïå-

ðåìåùåíèé â óçëàõ, âõîäÿùèõ â Ω1 è Ω2 îäíîâðåìåííî;

• Óñëîâèå íà íàãðóæàåìîé ãðàíèöå.

Ýòà ñèñòåìà ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. Â êà÷åñòâå

íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ î÷åðåäíîãî ñëîÿ èñïîëüçóþòñÿ çíà÷åíèÿ ïåðå-

ìåùåíèé, ïîëó÷åííûå ïðè ïîäñòàíîâêå â àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïàðàìåòðîâ
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ωk−1
1 è ωk−1

2 ïðåäûäóùåãî ñëîÿ è âðåìåíè t = ∆t (äëÿ óäîáñòâà ïîëàãàåì, ÷òî

íà ïîñëåäíåì âðåìåííîì ñëîå t = 0 ). Çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ïàðàìåò-

ðîâ ðàçëîæåíèÿ ω1 è ω2 íà k -îì ñëîå ïðèíèìàþòñÿ ωk1 ≈ ωk−1
1 + δω10

δt ∆t è

ωk2 ≈ ωk−1
2 ñîîòâåòñòâåííî,

δω10

δt
äëÿ ñëîÿ t−∆t âû÷èñëÿåòñÿ ïî ðàçíîñò-

íîé ôîðìóëå, ñëåäóþùåé èç (2.86). Òàêæå ñ ïîìîùüþ ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ

âû÷èñëÿþòñÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé íà ïåðâûõ äâóõ âðåìåííûõ ñëîÿõ, íåîáõî-

äèìûå äëÿ èíèöèàëèçàöèè ñõåìû. Êîíñòàíòû ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ â ýòîì

ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ.

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïàðàìåòðû çàäà÷è

α = 1 , β = 1 , C = 1000 ì/ñ , ∆x = 0, 005 ì , ∆t = 0, 00005 ñ, r0 = 1 ì ÿâëÿ-

þòñÿ îáùèìè äëÿ îáîèõ ñïîñîáîâ íàãðóæåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê v0 = 0, 1 ì/ñ

, a0 = 20 ì/c2 ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å îá àíòèïëîñêîì äâèæåíèè íåëèíåéíî-

óïðóãîé ñðåäû, à χ0 = 1 ñ−1, κ0 = 1 ñ−2 � çàäà÷å î ñêðóòêå.

Íà ðèñ. 2.15, 2.16 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ïîëÿ ïåðåìåùåíèé âäîëü ëó÷à

äëÿ àíòèïëîñêîé çàäà÷è è ðàñïðåäåëåíèå ôóíêöèè ψ (r, t) â çàäà÷å î ñêðó÷è-

âàíèè ñðåäû ñîîòâåòñòâåííî â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè. Ðèñ. 2.17, 2.18

èëëþñòðèðóþò èçìåíåíèå ω1 è η1 ñî âðåìåíåì.

Îöåíêà ñõîäèìîñòè è óñòîé÷èâîñòè ïîñòðîåííûõ ÷èñëåííûõ ñõåì, â ñèëó

åå íåëèíåéíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé çàäà÷åé. Ñõîäèìîñòü àëãîðèòìà ïðîâå-

ðÿëàñü ýêñïåðèìåíòàëüíî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàçíîñòíûõ ñåòîê ñ èçìåëü-

÷àþùèìñÿ øàãîì. Ðàññìàòðèâàëèñü ðåøåíèÿ çàäà÷, ïîëó÷åííûå â ìîìåíò

âðåìåíè t = 0, 0001 c ïðè óêàçàííûõ âûøå óñëîâèÿõ. Øàã ñåòîê ïî ïðîñòðàí-

ñòâåííîé è âðåìåííîé êîîðäèíàòàì ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàëñÿ âäâîå. Îêà-

çàëîñü, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè øàãîâ ñåòêè ñ ∆x = 0, 005 ì, ∆t = 0, 00005 ñ äî

∆x = 0, 0025 ì , ∆t = 0, 000025 ñ ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå

íîâîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêðó÷èâàþùåì óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè ñðåäû îò

ïîëó÷åííîãî ðàíåå ñîñòàâèëî 10%, ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè øàãîâ ñåòêè

â 2 è 4 ðàçà � 7,8% è 5% ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è îá àíòèïëîñêîì

óäàðíîì äåôîðìèðîâàíèè íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû íà òîì æå
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Ðèñ. 2.15: Ïîëå ïåðåìåùåíèé â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè

Ðèñ. 2.16: Ðàñïðåäåëåíèå ψ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè
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Ðèñ. 2.17: Çàâèñèìîñòü ω1(t)

Ðèñ. 2.18: Çàâèñèìîñòü η1(t)
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íàáîðå ñåòîê çíà÷åíèÿ îòêëîíåíèé ñîñòàâèëè 5%, 3,6% è 2% ñîîòâåòñòâåííî.

Îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íûå ðåõóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû è äëÿ çàäà÷ ñ ïëîñ-

êèìè âîëíàìè.

Åñëè â ðàññìîòðåííûõ çàäà÷àõ îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî àíàëèòè÷åñêèì ïðè-

áëèæåíèåì, òî ïîëó÷èì, ÷òî èíòåíñèâíîñòü ðàçðûâà â çàäà÷å îá àíòèïëîñêîì

ñäâèãå ω1 = 0 óæå ïðè t ≈ 2r0/C<<1 , à â ñëó÷àå ñêðó÷èâàþùåãî âîçäåéñòâèÿ

è òîãî áûñòðåå � ïðè t ≈ 2r0/3C. Â òî æå âðåìÿ èç àíàëîãè÷íûõ ëèíåàðè-

çîâàííûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ èçâåñòíî òî÷íîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ çàòóõà-

íèÿ ω1 = ω10 (1 + Ct/r0)
−1/2 èëè η1 = η10 (1 + Ct/r0)

−3/2 ñëåäóåò, ÷òî èíòåí-

ñèâíîñòü ðàçðûâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ àñèìïòîòè÷åñêè. Ïðåäñòàâëåííûå èëëþ-

ñòðàöèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïîçâîëÿåò èçáåæàòü òàêîé êà÷å-

ñòâåííîé ïîãðåøíîñòè, âíîñèìîé íåîáõîäèìîñòüþ äîïîëíèòåëüíûõ ðàçëîæå-

íèé èíòåíñèâíîñòåé ðàçðûâîâ â ñòåïåííûå ðÿäû ïî âðåìåíè.Îòìåòèì òàêæå,

÷òî, â îòëè÷èå îò âîëí íåíóëåâîé êðèâèçíû, äëÿ ïëîñêèõ âîëí ïðåäñòàâëå-

íèå èíòåíñèâíîñòè ðàçðûâà ëèíåéíîé ôóíêöèåé ïî âðåìåíè äàåò âïîëíå óäî-

âëåòâîðèòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Îäíàêî, ÷åì áûñòðåå èçìåíÿåòñÿ êðèâèçíà ïî-

âåðõíîñòè ðàçðûâîâ, òåì óæå ñòàíîâèòñÿ äîïóñòèìàÿ îáëàñòü àíàëèòè÷åñêîãî

ðåøåíèÿ è òåì áîëåå íåîáõîäèì ïåðåõîä ê ÷èñëåííîé ñõåìå ðàñ÷åòîâ.
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Ãëàâà 3

Ïëîñêèå çàäà÷è

3.1 Çàäà÷à îá àíòèïëîñêîì äâèæåíèè ñðåäû

ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ

3.1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Ïóñòü íåñæèìàåìàÿ óïðóãàÿ ñðåäà çàíèìàåò ïðîñòðàíñòâî ñ âûðåçàííîé â

íåì áåñêîíå÷íîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ Λ0. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè íàïðàâ-

ëÿþùåé êðèâîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè, îáðàçóþùåé ãðàíèöó ïîëîñòè,

ïðèíèìàåì ýëëèïñ L0. Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò

òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñè x1 è x2 ñîâïàäàþò ñ îñÿìè L0, à îñü x3 íàïðàâëåíà

ïàðàëëåëüíî îáðàçóþùèì ãðàíèöû.

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñðåäû, âûçûâàåìîå íàãðóçêîé, äåéñòâóþùåé íà åå

ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè è âûçûâàþùåé ïåðåìåùåíèå òî÷åê ãðàíèöû ïî çàêîíó

u3|Λ0
= v0(y1)t+

a0 (y1)

2
t2. (3.1)

Ïðèíÿòîå óñëîâèå íåñæèìàåìîñòè çàñòàâëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî â òàêîì ñëó-

÷àå îòëè÷íîé îò íóëÿ áóäåò òîëüêî îäíà èç êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé,

íàïðàâëåííàÿ ïàðàëëåëüíî îáðàçóþùåé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè:

u1 = u2 = 0, u3 = u(x1, x2). (3.2)

Â êà÷åñòâå ìåðû äåôîðìàöèé, êàê è ðàíåå, ïðèíèìàåì òåíçîð Àëüìàíñè

αij (1.4). Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âîçíèêàþùèõ â äåôîðìèðîâàííîé ñðåäå íàïðÿæå-

íèé ïðèìåíèì ôîðìóëó Ìóðíàãàíà (1.14). Õàðàêòåð äâèæåíèÿ ñðåäû äèêòóåò

äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ äëÿ ñâÿçàííîñòè óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ â çàäàíèè
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òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà (ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîáîäíîé ýíåð-

ãèè) èëè óïðóãîãî ïîòåíöèàëà W = W (I1, I2) â íàøåì ñëó÷àå [93]. Ýòè îãðà-

íè÷åíèÿ çàñòàâëÿþò ïåðåïèñàòü çàâèñèìîñòü (1.17) â ôîðìå

W = −2µI1 − µI2 + bI2
1 + (b− µ)I1I2 − θI3

1 + . . . (3.3)

Êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìîæíî ïðåä-

ñòàâèòü â âèäå

α11 = −
u2
,1

2
, α22 = −

u2
,2

2
, α33 = 0,

α12 = −u,1u,2
2

, α13 =
u,1
2
, α23 =

u,2
2
.

(3.4)

Ñëåäóÿ ôîðìóëå Ìóðíàãàíà, äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé â äàííîì

ñëó÷àå ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèÿ

σ11 = −p− 2µ− µ+ b

2
m− 3

4
(µ− b+ θ)u2

,1m−
3θ + µ− b

4
u2
,2m+ · · · ,

σ22 = −p− 2µ− µ+ b

2
m− 3

4
(µ− b+ θ)u2

,2m−
3θ + µ− b

4
u2
,1m+ · · · ,

σ33 = −p− 2µ+
µ− b

2
m− 3

4
(µ− b+ θ)m2 + · · · ,

σ12 =
b− µ

2
u,1u,2m+ · · · ,

σ13 = µu,1 +
3

4
(θ + µ− b)u,1m2 + · · · ,

σ23 = µu,2 +
3

4
(θ + µ− b)u,2m2 + · · · ,

m = u2
,1 + u2

,2.

(3.5)

Ïîäñòàíîâêà (3.5) â óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (1.9) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü ïîñëåä-

íèå â ôîðìå

p,1 = u,22u,1
b− µ

2

(
3u2

,2 + u2
,1

)
− u,11u,1

(
b+ µ+ 3 (θ + µ− b)u2

,1+

+ (3θ + 2µ− 2b)u2
,2

)
− u,12u,2

(
µ+ b+

(
3θ +

3µ

2
− 3b

2

)
u2
,2+

+

(
3θ +

7µ

2
− 7b

2

)
u2
,1

)
,
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p,2 = u,11u,2
b− µ

2

(
3u2

,1 + u2
,2

)
− u,22u,2

(
b+ µ+ 3 (θ + µ− b)u2

,2+

+ (3θ + 2µ− 2b)u2
,1

)
− u,12u,2

(
µ+ b+

(
3θ +

3µ

2
− 3b

2

)
u2
,1+

+

(
3θ +

7µ

2
− 7b

2

)
u2
,2

)
,

u,11

(
µ+

3 (θ + µ− b)
4

(
u2
,1 + u2

,2

) (
5u2

,1 + u2
,2

))
+

+u,22

(
µ+

3 (θ + µ− b)
4

(
u2
,1 + u2

,2

) (
u2
,1 + 5u2

,2

))
+

+6 (θ + µ− b)u,12u,1u,2
(
u2
,1 + u2

,2

)
= ρ0ü.

(3.6)

Ïåðâûå äâà óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ñëóæàò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè p. Èìåí-

íî ïåðåîïðåäåëåííîñòü äàííîé ñèñòåìû äèêòóåò òðåáîâàíèå î âûáîðå óïðóãî-

ãî ïîòåíöèàëà â ôîðìå (3.3), îòëè÷íîé îò ïðèìåíÿâøåéñÿ ðàíåå (1.17).

Òðåòüå óðàâíåíèå â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì, ò.ê. ðå-

øåíèåì åãî ÿâëÿåòñÿ ïîëå ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû u(x1, x2). Ïåðåïèøåì åãî

â âèäå

u,11

(
1 +

3α

4

(
u2
,1 + u2

,2

) (
5u2

,1 + u2
,2

))
+

+u,22

(
1 +

3α

4

(
u2
,1 + u2

,2

) (
u2
,1 + 5u2

,2

))
+

+6αu,12u,1u,2
(
u2
,1 + u2

,2

)
=

ü

C2
2

,

(3.7)

ãäå C2
2 =

µ

ρ0
, α =

θ + µ− b
µ

.

3.1.2 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ äâóìåðíîé çàäà÷è

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè îò íàãðóæàåìîé ïîâåðõíîñòè îòäåëÿåòñÿ öè-

ëèíäðè÷åñêàÿ ïîâåðõíîñòü ðàçðûâîâ Σ, íà êîòîðîé òåðïÿò ðàçðûâ ïðîèçâîä-

íûå ôóíêöèè u, íî ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå, êèíåìàòè÷åñêèå

è äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ (1.21), (1.22), (1.18)-(1.19). Â

ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å â ñèëó óñëîâèÿ ui,3 = 0 óäàðíàÿ âîëíà îñòàåòñÿ öè-

ëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ ñ ïàðàëëåëüíûìè îñè Ox3 îáðàçóþùèìè. Òàêèì

îáðàçîì, ïîëîæåíèå Σ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ åå íàïðàâëÿþùåé êðèâîé â
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ïëîñêîñòè x1Ox2. Íàïðàâëÿþùóþ êðèâóþ çàäàäèì â âèäå

xi = fi(y1, t), i = 1, 2, (3.8)

ãäå y1,2 � êîîðäèíàòû íà ïîâåðõíîñòè Σ, è â ñèëó ãåîìåòðèè óäàðíîé âîëíû

fi íå çàâèñèò îò y2.

Ïîëîæèì y2 = x3. Òîãäà ìåòðè÷åñêèé òåíçîð ïîâåðõíîñòè Σ ïðèìåò âèä:

‖gαβ‖ =

 f ′21 + f ′22 0

0 1

 ,
∥∥gαβ∥∥ =

 1

f ′21 + f ′22
0

0 1

 , (3.9)

ãäå f ′i =
∂fi
∂y1

, i = 1, 2.

Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè íà Σ ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü ìîäóëü ñêîðîñòè G. Èç

(1.18), (1.19) â ñèëó ρ = const èìååì:

[vj] νj = 0,

[σij] νj = −ρ0G [vi] ,
(3.10)

ãäå νi � êîìïîíåíòû åäèíè÷íîé íîðìàëè ê Σ, vi = u̇ � ñêîðîñòü òî÷êè ñðåäû.

Âûðàæåíèÿ äëÿ ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè u ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

êîîðäèíàòàì íà Σ ïîëó÷èì ñ ïîìîùüþ (1.22) è (1.21):

[u̇] = ω1, [ü] = ω2,

[
∂u

∂ν

]
= −ω1

G
, [u,j] = −ω1

G
νj. (3.11)

Äëÿ ðàçðûâà ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì

êîîðäèíàòàì èç (1.21), (1.22), (3.11) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

[uij] =
νiνj
G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
+
ω1

G2
gαβG,α (νjxi,β + νixj,β)−

−ω1,β

G
gαβ (xi,ανj + xj,ανi)− gαβxj,αni,β

ω1

G
,

(3.12)

êîòîðîå ñ ó÷åòîì (3.8) è (3.9) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

[uij] =
νiνj
G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
+
ω1

G2
g11G′

(
νjf

′
i + νif

′
j

)
−

−ω
′
1

G
g11
(
f ′iνj + f ′jνi

)
− g11f ′jn

′
i

ω1

G
.

(3.13)
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Øòðèõîì çäåñü îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ïî y1. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå

(3.12) èñïîëüçîâàíî âûðàæåíèå äëÿ δ-ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò âåêòîðà íîð-

ìàëè èç [54]
δνi
δt

= −gaβG,αxi,β. (3.14)

Ðàññìîòðèì âòîðîå ñîîòíîøåíèå èç (3.10), ïðèíèìàÿ i = 3. Ïîñêîëüêó

ν3 = 0, ñ ó÷åòîì (3.11)

[σ31] ν1 + [σ32] ν2 = −ρ0Gω1. (3.15)

Â ñèëó òîãî, ÷òî âíå îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé óäàðíîé âîëíîé, ñðåäà íå ñî-

äåðæèò äåôîðìàöèé, âõîäÿùèå â ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ðàçðûâû êîìïîíåíò

òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò âèä:

[σ31] = µ [u,1] +
3

4
(θ + µ− b) [u,1] [m]2 + · · · ,

[σ32] = µ [u,2] +
3

4
(θ + µ− b) [u,2] [m]2 + · · · .

(3.16)

Ïîäñòàíîâêà (3.16) â óðàâíåíèå (3.15) ïîçâîëÿåò çàïèñàòü åãî â ôîðìå

(ν1 [u,1] + ν2 [u,2])

(
µ+

3

4
(µ+ θ − b) [m]2

)
= −ρ0Gω1. (3.17)

Çàìåíÿÿ â ïîëó÷åííîì âûðàæåíèè ðàçðûâû [u,1], [u,2] ñîãëàñíî (3.11) è

ó÷èòûâàÿ, ÷òî ν2
1 + ν2

2 = 1, ïîëó÷èì äëÿ G ñîîòíîøåíèå

ω1

(
1 +

3α

4

(
ω2

1

G2

)2
)

=
G2

C2
2

ω1, îòêóäà

G = C2

(
1 +

3α

8

(
ω1

C2

)4

+ · · ·

)
.

(3.18)

Âòîðîå âûðàæåíèå èç (3.18) ïîçâîëÿåò íàéòè ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå ìî-

äóëÿ ñêîðîñòè Σ â ðàññìàòðèâàåìîé òî÷êå â ìîìåíò t = 0. Ñëåäóåò ó÷èòûâàòü,

÷òî ïðè t 6= 0 èìååò ìåñòî çàâèñèìîñòü ω1 = ω1(t, y1).

Èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè (1.21),

(1.22), ïåðåïèøåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ â ðàçðûâàõ íà Σ. Ïîäñòàíîâêà â (3.7)

âûðàæåíèé ðàçðûâîâ ïðîèçâîäíûõ èç (3.11) è (3.13) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü

åãî â âèäå
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(
ν2

1

G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
+ 2

ω1

G2
g11G′ν1f

′
1−

−2
ω′1
G
g11f ′1ν1 − g11f ′1n

′
1

ω1

G

)(
1 +

3

4
α
ω4

1

G4

(
1 + 4ν2

1

))
+(

ν2
2

G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
+ 2

ω1

G2
g11G′ν2f

′
2−

−2
ω′1
G
g11f ′2ν2 − g11f ′2n

′
2

ω1

G

)(
1 +

3

4
α
ω4

1

G4

(
1 + 4ν2

2

))
+(

ν1ν2

G2

(
ω2 − 2

δω1

δt
+
ω1

G

δG

δt

)
+
ω1

G2
g11G′ (ν2f

′
1 + ν1f

′
2)−

−ω
′
1

G
g11 (f ′1ν2 + f ′2ν1)− g11f ′2n

′
1

ω1

G

)
6α
ω3

1

G3
ν1ν2 =

ω2

C2
2

.

(3.19)

Âõîäÿùóþ â íåãî δ-ïðîèçâîäíóþ ìîäóëÿ ñêîðîñòè G íàéäåì äèôôåðåíöè-

ðîâàíèåì (3.18):
δG

δt
≈ 3α

2

(
ω1

C2

)3
δω1

δt
+ · · · (3.20)

Ïîäñòàíîâêà (3.20) â (3.19) ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå δ-ïðîèçâîäíîé

ω1. Ïðåíåáðåãàÿ ìàëûìè ñëàãàåìûìè, ïîëó÷èì

δω1

δt
=

27αω4
1ω2

16C4
2

− g11C2
2

2

((
ω1

C2
− 9

8
α
ω5

1

C5
2

)
(ν ′1f

′
1 + ν ′2f

′
2) +

+6α
ω4

1

C4
2

(
ω1

C2

)′
ν1ν2 (ν1f

′
2 + ν2f

′
1)

)
+ . . .

(3.21)

Êàê è ðàíåå, áóäåì èñêàòü ðåøåíèå â âèäå ëó÷åâîãî ðÿäà. Äëÿ ýòîãî ïðåä-

ñòàâèì âåëè÷èíó ω1 ðÿäîì òèïà Òåéëîðà

ω1(y1, t) =
∞∑
k=0

1

k!

δkω1

δtk

∣∣∣∣
t=0

tk ≈ ω10 +
δω10

δt
+ . . . (3.22)

Àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ââåäåì äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íîðìàëè νi:

νi = νi0 +
δν

δt
t+ . . . (3.23)

Èç (3.14) è (3.9) ñëåäóåò, ÷òî
δνi
δt

= −g11G′f ′i Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèå ω1 â

âûðàæåíèå ñêîðîñòè óäàðíîé âîëíû G è äèôôåðåíöèðóÿ, ïîëó÷èì

G,1 =
3α

2C3
2

(
ω10 +

δω10

δt
t

)3
(
ω10,1 +

(
δω10

δt

)
,1

t

)
+ · · · , (3.24)
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Òàêèì îáðàçîì,
δνi0
δt

= − 3α

2C3
2

f ′i
f ′21 + f ′22

ω3
10ω10,1. (3.25)

Òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ïîâåðõíîñòè Σ äâèæåòñÿ â íà-

ïðàâëåíèè âíåøíåé íîðìàëè ê Σ ñî ñêîðîñòüþ G, òî

xi = xi0 +

t∫
0

G (τ) νi (τ) dτ, xi0 ∈ L0.

Ïîäñòàâèâ ñþäà ðàçëîæåíèÿ ω1 è νi, ïîëó÷èì äëÿ êîîðäèíàò òî÷åê íà Σ ñïðà-

âåäëèâîå ïðè ìàëûõ t ïðåäñòàâëåíèå

xi = fi(y1) + C2

t∫
0

1 +
3α

8

(
ω10 +

δω10

δt
t

)4

C4
2


(
νi0 +

δνi0
δt

t

)
dt. (3.26)

Íà÷àëüíîå çíà÷åíèå δ-ïðîèçâîäíîé ω1 â òî÷êå ãðàíèöû ïîëó÷èì, ïîâñòàâ-

ëÿÿ â (3.21) ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ω10, fi è νi, âû÷èñëåííûå íà L.

Cèñòåìó (3.25) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó:

xi(y1, t) = fi(y1) +

(
C2νi0 +

8αω4
10

3C3
2

)
t+

+

(
C2
δνi0
δt

(
1 +

3α

8

ω4
10

C4
2

)
+

3α

2

ω3
10

C3
2

δω10

δt
νi0

)
t2

2
+ . . .

(3.27)

Ïîëó÷åííûå çàâèñèìîñòè ïîçâîëÿþò îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ôðîíòà óäàð-

íîé âîëíû Σ (t) ïðè t << 1.

Ââåäåì ëó÷åâóþ êîîðäèíàòó s. Ïóñòü

s =
∫ t

0 G (τ) dτ =
∫ t

0 c

(
1 +

3α

8C4
2

(
ω10 +

δω10

δt
τ

)4
)
dτ =

= C2

((
1 +

3α

8

ω4
10

C4
2

)
t+

3α

2

ω3
10

C3
2

δω10

δt

t2

2
+ · · ·

)
.

(3.28)

Ïðè t<<1 ìîæíî ñ÷èòàòü s ≈ C2t è t ≈
s

C2
. Äàííàÿ çàìåíà ìîæåò áûòü

ïðîèçâåäåíà âî âñåõ ïîëó÷åííûõ ôîðìóëàõ, è ãåîìåòðèÿ ëó÷åé áóäåò îïðåäå-

ëÿòüñÿ ÷åðåç xi = xi (y1, y2, s) , i = 1, 2.
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Èñêîìóþ ôóíêöèþ u ïðåäñòàâèì â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà

u = −
∞∑
i=1

ωi

∣∣∣∣∣
t=

s∫
0

ds

G(s)

(
t−
∫ s

0

ds

G(s)

)i
1

i!
, t ≥ tΣ. (3.29)

Ïîäñòàâëÿÿ â íåãî ïîëó÷åííûå ðàíåå ñîîòíîøåíèÿ è îãðàíè÷èâàÿñü ñëàãàå-

ìûìè ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà, ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.

Îòìåòèì, ÷òî äàííîå ðåøåíèå ñïðàâåäëèâî âäîëü ëó÷à, ò.å. âäîëü êðèâîé

(3.27), ãäå ïîëàãàåì t ≈ s

C2
.

3.1.3 ×èñëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è îá àíòèï-

ëîñêîì äâèæåíèè ñðåäû ñ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòüþ

Äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áóäåì èñïîëüçîâàòü

êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ðåãóëÿðíóþ ïðÿìîóãîëüíóþ

ñåòêó ñ ïîñòîÿííûì øàãîì ïî ïðîñòðàíñòâåííûì è âðåìåííîé êîîðäèíàòàì

(ðèñ. 3.1), â óçëàõ êîòîðîé è áóäåì èñêàòü ðåøåíèå. Âõîäÿùèå â óðàâíåíèÿ

÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå çàìåíèì èõ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûìè àïïðîêñèìàöèÿìè ïî

ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè, óäîâëåòâîðÿþùèìè ïîêàçàííîìó íà ðèñ. 3.2 øàáëîíó:

Çäåñü ∆t - øàã ïî âðåìåííîé êîîðäèíàòå, ∆x1 è ∆x2 - øàã ïî ïåðâîé è

âòîðîé ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ñîîòâåòñòâåííî âî âòîðîé çàäà÷å.

Êàæäûé øàáëîí âêëþ÷àåò óçëû òðåõ ïîñëåäíèõ ñëîåâ ñåòêè ïî âðåìåíè.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîäíûõ â ðåãóëÿðíûõ óçëàõ ñåòêè èñïîëüçóåì ñëå-
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Ðèñ. 3.1: ðàçíîñòíàÿ ñåòêà. Òåìíûìè ëèíèÿìè ïîêàçàíû íàãðóæàåìàÿ ãðàíèöà L0, à òàêæå

ñèñòåìà ïåðåñåêàþùèõñÿ ëó÷åé âîëíîâîãî ôðîíòà Σ â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè.

Ðèñ. 3.2: øàáëîí ðàçíîñòíîé ñõåìû. Âåðõíèé èíäåêñ u ñîîòâåòñòâóåò íîìåðó âðåìåííîãî

ñëîÿ, íèæíèå � ïðîñòðàíñòâåííûì ñëîÿì.
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äóþùèå ôîðìóëû:

u,1 ≈
u(x+ ∆x1, x2,t)− u(x1 −∆x1, x2, t)

2∆x1
,

u,2 ≈
u(x1, x2 + ∆x2, t)− u(x1, x2 −∆x2, t)

2∆x2
,

u,11 ≈
u(x+ ∆x1, x2,t)− 2u(x1, x2, t) + u(x1 −∆x1, x2, t)

∆x2
1

,

u,22 ≈
u(x1, x2 + ∆x2, t)− 2u(x1, x2, t) + u(x1, x2 −∆x2, t)

∆x2
2

,

u,12 ≈
1

4∆x1∆x2

(
u(x+ ∆x1, x2 + ∆x2, t)− u(x1 + ∆x1, x2 −∆x2, t)+

+u(x1 −∆x1, x2 −∆x2, t)− u(x1 −∆x1, x2 + ∆x2, t)
)
,

ü ≈ u(x1, x2, t)− 2u(x1, x2, t−∆t) + u(x1, x2, t− 2∆t)

∆t2
.

(3.30)

Îòìåòèì, ÷òî ïîñòðîåííûå àïïðîêñèìàöèè èìåþò âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðî-

ñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì è ïåðâûé � ïî âðåìåííîé.

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî çíàòü íà

êàæäîì âðåìåííîì øàãå ïîëîæåíèå ïîäâèæíîé ãðàíèöû. Êðîìå òîãî, äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ àïïðîêñèìàöèé ïðîèçâîäíûõ íåîáõîäè-

ìû çíà÷åíèÿ u âî âñåõ óçëàõ èç äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè ñðåäû, â òîì ÷èñ-

ëå â ïðèôðîíòîâûõ. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ óçëîâ ñåòêè èç îáëàñòè, ëåæàùåé

ìåæäó ïîâåðõíîñòüþ ðàçðûâîâ íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå è åå ïîëîæåíèåì

íà ïîçàïðîøëîì âðåìåííîì ñëîå, çàïèñàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå

äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè íåëüçÿ, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû

ñ ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ ñëîåâ íå ïîïàäàþò â äåôîðìèðîâàííóþ îáëàñòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü

ïðèáëèæåííûå ðåøåíèå çàäà÷ â ïðèôðîíòîâîé îêðåñòíîñòè, íî îíè ñïðàâåä-

ëèâû ëèøü äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ âðåìåí, òàê êàê ïàðàìåòðû ëó÷åâûõ ðàç-

ëîæåíèé âû÷èñëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà íåïîäâèæíûõ

ãðàíèöàõ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî

ïåðåìåùåíèé ñðåäû è ïàðàìåòðîâ ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ, çàïèñàííûå äëÿ óç-
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ëîâ ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì,

âû÷èñëèâ íà ïðîèçâîëüíîì âðåìåííîì øàãå ðåøåíèå çàäà÷è â óçëàõ ñåòêè,

äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâó-

þùèå ïîñëåäíåìó âðåìåííîìó ñëîþ ïàðàìåòðû ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ, à ïî

íèì, â ñâîþ î÷åðåäü, îïðåäåëèòü íîâîå ïîëîæåíèå ôðîíòà âîëíû è ïåðåìå-

ùåíèÿ â ïðèôðîíòîâûõ óçëàõ, èñïîëüçóÿ ëó÷åâûå ôîðìóëû.

Íàãðóæàåìàÿ ãðàíèöà è ôðîíò óäàðíîé âîëíû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàìêíó-

òûå ëèíèè, ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò. Ïîëîæåíèå ïîñëåäí-

ãî îïðåäåëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, êàê

xi = fi(y1, t), i = 1, 2.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû çàäàòü ïîëîæåíèå Σ, íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü äâå ôóíê-

öèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ - âðåìåíè t è ïàðàìåòðà y, çàäàííîãî âäîëü íàïðàâ-

ëÿþùåé ôðîíòà âîëíû.

Ïîëîæåíèÿ ãðàíèö áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü êóáè÷åñêèì ñïëàéíîì. Ñïëàéí

äëÿ ïîäâèæíîé ãðàíèöû ñòðîèòñÿ çàíîâî íà êàæäîì âðåìåííîì ñëîå. Â êà÷å-

ñòâå ïàðàìåòðà ñïëàéíà âûáåðåì âñïîìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ y, çàäàííóþ

âäîëü ãðàíèöû. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè çàäà÷è îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàòíûõ

îñåé öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü ëèøü ïåðâûé êâàäðàíò, à çíà÷èò, êîíöû

ðàññìàòðèâàåìûõ îòðåçêîâ ãðàíèö áóäóò ëåæàòü íà îñÿõ êîîðäèíàò. Ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ äëÿ ñïëàéíîâ, èíòåðïîëèðóþùèõ êîîðäèíàòíûå ôóíêöèè ãðà-

íèö, çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íà ïåðåñå÷åíèè ñ Ox1 f1 èìååò ìàêñèìóì,

à f2 - ïåðåãèá, ïîýòîìó

f ′1 = 0, f ′′2 = 0,

Ñîîòâåòñòâåííî, íà ïåðåñå÷åíèè ñ Ox2 èìååì:

f ′2 = 0, f ′′1 = 0.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì èíòåðïîëèðîâàòü ôóíêöèè, çàäàííûå íà ïî-

äâèæíîé ãðàíèöå, òàêèå êàê $1 è $2. Â ñèëó ñèììåòðè÷íîñòè, ó ôóíêöèè, çà-
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äàííîé íà ãðàíèöå, íà ïåðåñå÷åíèè ñ îñüþ êîîðäèíàò îáðàùàåòñÿ â íîëü ïåð-

âàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî ïàðàìåòðó ãðàíèöû y. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè÷íîå óñëîâèå

äëÿ íèõ èìååò âèä

ω′1|Ox1
= ω′1|Ox2

= 0;

ω′2|Ox1
= ω′2|Ox2

= 0;

Ïóñòü äëÿ ïðîñòîòû óçëû ñïëàéíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì, çàäàí-

íûì íà îäíîé ãðàíèöå, ñîâïàäàþò. Òàêæå ó÷òåì, ÷òî ïðè äâèæåíèè ôðîíòà

óäàðíîé âîëíû çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ëþáîìó óçëó, îñòàåòñÿ

íåèçìåííûì, è ïðè t = 0 òî÷êè ãðàíèö, ñîîòâåòñòâóþùå îäíîìó è òîìó æå

çíà÷åíèþ y, ñîâïàäàþò.

Óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè îòíîñèòåëüíî îñåé Ox1, Ox2 ïîçâîëÿåò çàïèñàòü

äëÿ ïåðåìåùåíèé òî÷åê ñðåäû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

u(x1, x2) = u(−x1, x2),

u(x1, x2) = u(x1,−x2).

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò çàïèñàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ

óçëîâ, ëåæàùèõ íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ.

Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìû óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåùå-

íèÿ òî÷åê ñðåäû â ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè. Â êà÷åñòâå òàêîâûõ èñïîëüçóåì

ïîëó÷åííûå ðàíåå ëó÷åâûå ðàçëîæåíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê óðàâíåíèÿ îò-

íîñèòåëüíî u è çàäàííûõ âäîëü Σ ïàðàìåòðîâ ω1, ω2. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ, çà-

ïèñàííûå äëÿ óçëîâ ðàçíîñòíîé ñåòêè èç ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè, ïîçâîëÿþò

çàìêíóòü ñèñòåìó.

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (3.29) Çàïèøåì åãî â âèäå:

u = −(ω10 +
δω1

δt

∣∣∣∣
t=0

tΣ)(t− tΣ)− 1

2
ω20(t− tΣ)2. (3.31)

Çäåñü tΣ � ìîìåíò, êîãäà ôðîíò óäàðíîé âîëíû ïðîøåë ÷åðåç äàííóþ òî÷êó,

t � âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà íà÷àëà äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ôóíêöèè ω10, ω20,
δω1

δt

∣∣∣∣
t=0

çàâèñÿò òîëüêî îò y, à tΣ äëÿ ôèêñèðîâàííîé
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òî÷êè � êîíñòàíòà. Ïîýòîìó

u̇ = −(ω10 +
δω1

δt

∣∣∣∣
t=0

tΣ)− ω20(t− tΣ);

ü = −ω20; (3.32)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ü è u̇ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ

ôîðìóë.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíûé óçåë ñïëàéíîâ, îïèñûâàþùèõ ïîäâèæíóþ ãðàíè-

öó. Äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû íåîáõîäèìî çàïèñàòü íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ

óðàâíåíèé, êóäà âîøëè áû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ω1 è ω2 äàííîãî óçëà.

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïîäâèæíóþ ãðàíèöó â ìîìåíòû t-3∆t è t-2∆t. Ïå-

ðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäû, ñîâïàäàþùèõ ñ ðàññìàòðèâàåìûìè óçëàìè ãðàíè-

öû, ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì èíòåðïîëèðîâàíèÿ ïî ñîñåäíèì óçëàì ñåòêè, äëÿ

êîòîðûõ çàïèñàíû êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ èíòåðïîëèðîâàíèÿ

èñïîëüçóåì ôîðìóëó Òåéëîðà, ñ÷èòàÿ, ÷òî ðàçëîæåíèå ïðîèçâîäèòñÿ îòíî-

ñèòåëüíî áëèæàéøåé òî÷êè èç äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ

âõîäÿùèõ â ôîðìóëó ïðîèçâîäíûõ èñïîëüçóåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå âûðàæå-

íèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â îêðåñòíîñòè Σ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëî-

æåíèå (3.31) è, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëû (3.32). Ðàññìàòðèâàÿ ýòè âûðàæå-

íèÿ êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ω1 è ω2, ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ

äàííîãî óçëà.

Ïóñòü íà ïîñëåäíåì âðåìåííîì ñëîå t=0, òîãäà tΣ = −3∆t è

u(x1, x2, t)− u(x1, x2, t− 3∆t)

3∆t
= −(ω10 +

δω1

δt

∣∣∣∣
t=0

tΣ) + 3∆tω20,

u(x1, x2, t)− 2u(x1, x2, t−∆t) + u(x1, x2, t− 2∆t)

∆t2
= −ω20,

ω10 = −u(x1, x2, t)− u(x1, x2, t− 3∆t)

3∆t
− δω1

δt

∣∣∣∣
t=0

tΣ + 3∆tω20,

ω20 = −u(x1, x2, t)− 2u(x1, x2, t−∆t) + u(x1, x2, t− 2∆t)

∆t2
. (3.33)
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Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, âêëþ÷àþùàÿ êîíå÷íî-ðàç-

íîñòíûå óðàâíåíèÿ äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ äåôîðìèðîâàííîé îáëàñòè è ëó÷å-

âûå ðàçëîæåíèÿ äëÿ òî÷åê, ñîâïàäàâøèõ ñ óçëàìè ïîäâèæíîé ãðàíèöû íà

ïðåäûäóùèõ âðåìåííûõ ñëîÿõ, ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ î÷åðåäíîãî ñëîÿ èñïîëüçóåòñÿ

ïðèáëèæåííîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ δ-ïðîèçâîäíîé ω1 èñ-

ïîëüçóåòñÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîå âûðàæåíèå:

δω1

δt
(y, t) ≈ ω1(y, t)− ω1(y, t−∆t)

∆t
;

Çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå ω2 èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèå ñ ïðåäûäóùåãî ñëîÿ,

íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ω1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

ω1(y, t) ≈ ω1(y, t−∆t) +
δω1

δt
(y, t−∆t) ;

Òàêæå ñ ïîìîùüþ ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ âû÷èñëÿþòñÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé

íà ïåðâûõ äâóõ âðåìåííûõ ñëîÿõ, íåîáõîäèìûå äëÿ èíèöèàëèçàöèè ñõåìû,

êîíñòàíòû ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå âû÷èñëÿþòñÿ ïî ãðàíè÷íî-

ìó óñëîâèþ.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïåðåìåùåíèÿ â óçëå ñåòêè ïî ëó÷åâîé ôîð-

ìóëå íåîáõîäèìî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ëó÷åâûå êîîðäèíàòû óçëà s è y. Â ñëó-

÷àå, êîãäà óçåë ðàñïîëîæåí äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ, ìîæ-

íî ñ÷èòàòü, ÷òî ëó÷ � ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç óçåë è ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ

ôðîíòó. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî îïðåäåëèòü ñîîòâåòñòâóþùåå ëó÷ó çíà÷åíèå

ïàðàìåòðà y. Çíàÿ y, ìîæíî íàéòè çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ëó÷åâîãî ðàçëîæå-

íèÿ ñ ïîìîùüþ èíòåðïîëÿöèîííîãî ïîëèíîìà, à ïî íèì îïðåäåëèòü çíà÷åíèå

s. Ïàðàìåòð y îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè íîðìàëè ê ñïëàéíó

â ñîîòâåòñòâóþùåé ïàðàìåòðó òî÷êå è âåêòîðà, íà÷àëîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ

ðàññìàòðèâàåìûé óçåë ñåòêè, à êîíöîì � òî÷êà ñïëàéíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïàðàìåòðó.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â ïðîèçâîëüíûé ìî-

ìåíò âðåìåíè íåîáõîäèìî, çàäàâøèñü øàãîì ïî âðåìåíè, ðåøàòü ñèñòåìó
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íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â êîòîðóþ âõîäÿò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñðåäû, çà-

ïèñàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì êîíå÷íî-ðàçíîñòíûõ âûðàæåíèé, è ëó÷åâûå ðàç-

ëîæåíèÿ äëÿ ïðèôðîíòîâûõ òî÷åê. Ïîëó÷àåìûå â õîäå ðåøåíèÿ êîíñòàíòû

ëó÷åâîãî ðàçëîæåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà êàæäîé èòåðàöèè ïî-

ëîæåíèÿ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû è åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ

â ëó÷åâîå ðàçëîæåíèå.

Ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Ïàðàìåòðû çàäà÷è âûáðàíû

ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëèíû ïîëóîñåé ýëëèïñà ñîñòàâëÿþò 1, 5 è 1, ïàðàìåò-

ðû ìàòåðèàëà α = 10, C2 = 1000, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå íàãðóæàåìîé ãðà-

íèöû â íà÷àëüíûé ìîìåíò ñîñòàâëÿþò 1 ì/ñ è 1 ì/c2, ∆x1 = ∆x2 = 0, 05,

∆t = 0, 00002, ðåøåíèå ñòðîèëîñü ñ ïîìîùüþ ëó÷åâîãî ìåòîäà äî ìîìåíòà

t = 0, 0002.

Íà ðèñ. 3.3 è 3.4 ïîêàçàíû ëèíèè óðîâíÿ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé â ìîìåíòû

t = 0, 001 è t = 0, 0017. Âåðõíèé êîíòóð â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñîîòâåòñòâóåò ïî-

ëîæåíèþ ôðîíòà óäàðíîé âîëíû, íà êîòîðîé u = 0, íèæíèé � íàãðóæàåìîé

ãðàíèöå L0.

Íà ðèñ. 3.5 ïîêàçàíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé âäîëü ðàçëè÷íûõ ëó÷åé â ôèê-

ñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0, 01. Ëó÷ îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåò-

ðà y, èçíà÷àëüíî çàäàâàåìîãî âäîëü ãðàíèöû L0, ïðè÷åì çíà÷åíèå y = 0

ñîîòâåòñòâóåò ïåðåñå÷åíèþ ãðàíèöû ñ îñüþ x1, à y = a � c îñüþ x2.

Íà ðèñ. 3.6 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå ω1 âäîëü Σ â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò

âðåìåíè t = 0, 001.
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Ðèñ. 3.3: ëèíèè óðîâíÿ u â ìîìåíò 0,001

Ðèñ. 3.4: ëèíèè óðîâíÿ u â ìîìåíò 0,0017

92



Ðèñ. 3.5: ïåðåìåùåíèÿ âäîëü ðàçëè÷íûõ ëó÷åé

Ðèñ. 3.6: çàâèñèìîñòü ω1 îò y
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3.2 Çàäà÷à îá óäàðíîì íàãðóæåíèè ñæèìàåìîãî óïðó-

ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöåé.

3.2.1 Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è. Îáùèå ìîäåëüíûå ñîîòíîøå-

íèÿ.

Ïóñòü ïîëóïðîñòðàíñòâî îãðàíè÷åíî íåïëîñêîé öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõ-

íîñòüþ Φ0. Åå íàïðàâëÿþùèé êîíòóð � êðèâàÿ L0 â ïëîñêîñòè x1,x2, ñèì-

ìåòðè÷íàÿ îòíîñèòåëüíî îñè x1 (ñì. ðèñ 3.7). Îáðàçóþùèå ïîâåðõíîñòè Φ0

Ðèñ. 3.7: óäàðíîå íàãðóæåíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ öèëèíäðè÷åñêîé ãðàíèöåé

ïàðàëëåëüíû îñè x3. Äî ìîìåíòà t = 0 ñðåäà íàõîäèëàñü â ñâîáîäíîì ñîñòî-

ÿíèè. Ñ ìîìåíòà t = 0 â ðåçóëüòàòå íàãðóæåíèÿ âñå òî÷êè ïîâåðõíîñòè Φ0

(ò.å. êðèâîé L0) ñìåùàþòñÿ â íàïðàâëåíèè îñè x1 ïî çàêîíó

ūL (t)|L(t) =
(
V0t+ At2

/
2

)
ē1, r̄L (y, t) = r̄0 (y) + ūL (t) (3.34)

ãäå y � ïàðàìåòð âäîëü êðèâîé L0, r̄0 è r̄L ñîîòâåòñòâóþò íà÷àëüíîìó è òåêó-

ùåìó ïîëîæåíèþ êîíòóðà (L0 è L (t)), V0 > 0.

Äëÿ çàäà÷è ïëîñêîé äåôîðìàöèè u1 = u1(x1, x2, t), u2 = u2(x1, x2, t), u3 =

0, è èç (1.9) ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Íàâüå

(λ+ µ)uj,ji + µui,jj + A1 (uk,juk,ji + ui,juk,kj + uj,iuk,kj) + A2uk,kuj,ji+

+A3uk,iuk,jj + A4uk,kui,jj + A5 (uk,jui,kj + uj,kui,kj + uj,kuk,ij+
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+ui,kuk,jj) + A6uj,kuk,ji = ρ0 (üi (1− 3us,s) + ui,jüj + 2u̇i,ju̇j) + · · · (3.35)

A1 = −λ− 2µ+ l +
3n

4
, A2 = −5λ− 3µ+ l + 6m, A3 = −2µ+

3n

4

A4 = −λ− 3µ+ l, A5 =
3n

4
− µ, A6 = A5 + l, i, j = 1, 2

Â ñèñòåìå (3.35) è äàëåå ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 1,2. Ìíî-

ãîòî÷èåì â óðàâíåíèÿõ (3.35) îáîçíà÷åíû íåâûïèñàííûå ñëàãàåìûå ñ áîëåå

âûñîêèì ïîðÿäêîì ìàëîñòè.

Â ðåçóëüòàòå çàäàííîãî íàãðóæåíèÿ ñîçäàþòñÿ äâå óäàðíûå âîëíû � öè-

ëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè Σ1 (t) è Σ2 (t), îòäåëÿþùèåñÿ â ìîìåíò t = 0 îò

ïîâåðõíîñòè Φ0. Â äàëüíåéøåì íàçâàíèÿ óäàðíûõ âîëí áóäåì ïðèìåíÿòü è ê

ëèíèÿì èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïëîñêîñòüþ x1,x2. Âîëíà Σ1 (t) � ÷èñòî ïðîäîëüíàÿ,

íà íåé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

r̄1 (y, t) = r̄0 (y) +

t∫
0

G1 (y, ξ) ν̄ (y, ξ) dξ, G1 ≈ C1 (1 + α1τ1 + . . .)

τ1 = [ui,j] |Σ1
νiνj, γ1 = [ui,j] |Σ1

νjµi = 0, ui|Σ1
= 0 (3.36)

µiµi = νiνi = 1, νiµi = 0, [ui,j] = u+
i,j − u−i,j,

C2
1 = (λ+ 2µ) ρ−1

0 , α1 = 9/4− 3/2 (l +m+ n) (λ+ 2µ)−1 ,

ïðè÷åì νi � êîîðäèíàòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè, íàïðàâëåííî-

ãî â ñòîðîíó äâèæåíèÿ âîëíû Σ1, G1 � ñêîðîñòü ýòîé âîëíû â íàïðàâëåíèè

âåêòîðà νi, τ1 è γ1 � ïðîäîëüíàÿ è ïîïåðå÷íàÿ êîìïîíåíòû âîëíîâîãî âåêòîðà.

Ñèñòåìà (3.36) çàäàåò ãåîìåòðèþ ëó÷åâûõ êîîðäèíàò çà âîëíîé Σ1. Íà âòî-

ðîé (êâàçèïîïåðå÷íîé) óäàðíîé âîëíå Σ2, τ2γ2 6= 0, ïðè÷åì τ2 èìååò âòîðîé

ïîðÿäîê ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî γ2. Íà âîëíå Σ2 âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

r̄2 (y, t) = r̄0 (y) +

∫ t

0

G2 (y, ξ) n̄ (y, ξ) dξ, G2 ≈ C2

(
1 + β1u

+
n,n+

β2u
+
m,m +

u̇+
n

C2
+ . . .

)
, [ui]|Σ2

= 0

τ2 ≈ γ2

(
δ + 1

2

(
γ2 − 2u+

m,n

)
− (δ + 2)u+

n,m

)
+ . . . , τ2 = [ui,j] |Σ2

ninj (3.37)
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Ðèñ. 3.8: ïîâåðõíîñòè ðàçðûâîâ Σ1 è Σ2 äåëÿò ñðåäó íà îáëàñòè 0, I, II.

γ2 = [ui,j] |Σ2
njmi, C

2
2 = µρ−1

0 , β1 = −1 +
1

µ

(
−λ

2
+
l

2
+

3n

4

)
β2 = β1 − 2, δ + 1 =

(
−λ− 4µ+ l +

3n

2

)
(λ+ µ)−1

ãäå ni èmi� âåêòîðû, ñõîäíûå ïî ñìûñëó ñ νi è µi íà âîëíå Σ1 (t),G2 � ñêîðîñòü

Σ2 â íàïðàâëåíèè ni, èíäåêñîì ¾+¿ îáîçíà÷àþòñÿ âåëè÷èíû, âû÷èñëÿåìûå

ïåðåä Σ2 (t), âåëè÷èíû u+
n,n, u

+
m,m è ò.ä. âû÷èñëÿþòñÿ ïðîåêòèðîâàíèåì íà

ëîêàëüíóþ äåêàðòîâó ñèñòåìó ñ áàçèñîì èç âåêòîðîâ ni è mi. Ñèñòåìîé (3.37)

îïðåäåëÿþòñÿ ëó÷åâûå êîîðäèíàòû çà êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíîé.

Íà ðèñóíêå äåôîðìèðóåìàÿ îáëàñòü ðàñïîëîæåíà âûøå ïîäâèæíîé ëèíèè

L (t), êðèâûå ðàçðûâîâ Σi (t) äåëÿò îáëàñòü íà òðè ïîäîáëàñòè, íóìåðóåìûå 0,

I è II. Òàêæå íà ðèñóíêå ïîêàçàíû ëó÷åâûå íàïðàâëåíèÿ è ëîêàëüíûå ñèñòåìû

êîîðäèíàò íà êðèâûõ Σi (t).
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3.2.2 Ëó÷åâîé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëîñêîé äåôîðìàöèè.

Êàê è ðàíåå, ïîëå ïåðåìåùåíèé â îêðåñòíîñòè âîëíîâîãî ôðîíòà ïðåäñòà-

âèì ðÿäîì âèäà

u
(k)
i (y, s, t) = u

(k−1)
i (y, s, t)−

∞∑
j=1

1

j!

[
∂jui
∂tj

]∣∣∣∣∣
Tk

(t− Tk)j (3.38)

Tk =

∫ s

0

G−1
k (y, ξ) dξ, u

(0)
i = 0, k = 1, 2

ãäå èíäåêñîì â êðóãëûõ ñêîáêàõ îáîçíà÷åí íîìåð îáëàñòè, äëÿ êîòîðîé ñòðî-

èì ðåøåíèå, � ðàññòîÿíèå, ïðîõîäèìîå âäîëü âûáðàííîãî ëó÷à. Óêàæåì íà

äâà âàæíûõ ìîìåíòà â èíòåðïðåòàöèè ôîðìóë (3.38). Âî-ïåðâûõ, çà êàæäîé

èç âîëí âîçíèêàåò ñâîÿ ëó÷åâàÿ ñèñòåìà, ïîýòîìó ðåøåíèÿ u(1)
i è u(2)

i èñõîäíî

çàâèñÿò îò äâóõ ðàçíûõ êðèâîëèíåéíûõ ñèñòåì êîîðäèíàò. Ïîýòîìó, ÷òîáû

îïðåäåëèòü u(2)
i , íåîáõîäèìî u(1)

i ïðåäñòàâèòü â ëó÷åâûõ êîîðäèíàòàõ çà ëè-

íèåé Σ2 (t). Âî-âòîðûõ, íàðÿäó ñ ïðåäñòàâëåíèåì (3.38) äîëæíà áûòü óêàçàíà

âîçìîæíîñòü çàäàíèÿ ôóíêöèé u(k)
i â èñõîäíûõ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äà-

ëåå â ôîðìóëàõ (3.38) îãðàíè÷èìñÿ êâàäðàòè÷íûìè ñëàãàåìûìè. Ýòîãî äîñòà-

òî÷íî äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (3.34), è â òî æå âðåìÿ ïîçâîëÿåò èñêëþ÷èòü

ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ.

Ðàññìîòðèì ïî-îòäåëüíîñòè êàæäóþ èç ïðèôðîíòîâûõ îáëàñòåé. Êàê îáû÷-

íî, ïðåäïîëàãàåì âûñîêóþ ãëàäêîñòü ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè óäàðíîé âîëíû.

Êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (3.38) îïðåäåëÿåì, äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ äâèæå-

íèÿ (3.35) ÷àñòíûì îáðàçîì ïî âðåìåíè äî òðåáóåìîãî ïîðÿäêà è çàïèñû-

âàÿ ðåçóëüòàò äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ðàçðûâàõ. Â íàøåì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî

â ðàçðûâàõ çàïèñàòü ñàìó ñèñòåìó (3.35). Ïîëå ïåðåìåùåíèé u(1)
i íà îñíîâå

ôîðìóëû (3.38) ïðåäñòàâèì â âèäå

u
(1)
i (y, s, t) ≈ − κi|T1

(t− T1)−
χi
2

∣∣∣
T1

(t− T1)
2 − . . . (3.39)

κi = [u̇i]|Σ1
, χi = [üi]|Σ1
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Èç ãåîìåòðè÷åñêèõ è êèíåìàòè÷åñêèõ óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè ñëåäóåò:

[ui,j] = −κiνjG−1
1 =

[
∂ui
∂ν

]
νj, [u̇i,j] =

(
δκi
δt
− χi

)
νj
G1

+ aαβκi,αxj,β

[ui,jk] = ϕiνjνk + θβi xj,βνk + ψβijxk,β, θ
β
i = −aαβ

(
κiG

−1
1

)
,α

(3.40)

ϕi = C−2
1

(
χi − 2

δκi
δt

+
κi
G1

δG1

δt

)
, ψβij = −aαβ

(
κiνjG

−1
1

)
,α
,
∂ui
∂ν

= ui,jνj

Çäåñü ãðå÷åñêèì èíäåêñàì ñîîòâåòñòâóþò ïîâåðõíîñòíûå êîîðäèíàòû y1 = y,

y2 = x3, aαβ � êîíòðàâàðèàíòíûå êîìïîíåíòû ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà âîëíû

Σ1 (t). Ôîðìóëû (3.40) èìåþò ìåñòî è íà Σ2 (t) ñ çàìåíîé òåêóùèõ îáîçíà÷å-

íèé íà ïðèíÿòûå íà âòîðîé âîëíå. Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ (3.35) â ðàçðûâàõ è

ïðîåêòèðóÿ íà âåêòîðû νi è µi, ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.36), (3.40) ïîëó÷èì
δκ

δt
=

(
−2α1χ

κ

C1
+ 2H1C1 (κ+ . . .)

)(
2− (2 + 7α1)

κ

C1
+ . . .

)−1

χixi,y

(
1 +B1

κ

C1
+ . . .

)
= κ,y

(
−1 +B2

κ

C1
+ . . .

)
(3.41)

κ = κiνi, χ = χiνi, κi = κνi, κiµi = 0, B1 = (−λ− 3n/2) (λ+ µ)−1

B2 = (7λ+ 4µ/2− l − 3m+ 3n) (λ+ µ)−1 − 3 (l +m+ n) (λ+ 2µ)−1

ãäå H1 � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà Σ1 (t). Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé øàã ëó÷åâîãî ìå-

òîäà ïðèâîäèò ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñíîâíîé

âåëè÷èíû ðàçðûâà è àëãåáðàè÷åñêîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî ðàçðûâîâ áî-

ëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà. Èç ñèñòåìû (3.41) íåâîçìîæíî íåïîñðåäñòâåííî îïðå-

äåëèòü κ, ò. ê. óðàâíåíèå äëÿ ýòîé âåëè÷èíû òåðÿåò ðåêóððåíòíûé õàðàêòåð

(îíî ñîäåðæèò íåèçâåñòíóþ ôóíêöèþ χ) Òàêàÿ îñîáåííîñòü ñâÿçàíà ìàòåìà-

òè÷åñêè ñ õàðàêòåðîì âîçíèêíîâåíèÿ è äâèæåíèÿ óäàðíîé âîëíû: ôóíêöèÿ

χ âõîäèò â ýòî óðàâíåíèå êàê ñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íà-

ïðàâëåíèé çà ôðîíòîì Σ1 (t) îò ñòðîÿùåãîñÿ ðåøåíèÿ. Ïîýòîìó íåëüçÿ îò-

áðàñûâàòü ñëàãàåìûå, ñîäåðæàùèå χ, òîëüêî íà îñíîâå èõ ìàëîñòè. Ê ñèñòå-

ìå (3.41) ïðèìåíèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèè èñõîäíûõ ôóíêöèé

ðÿäàìè âèäà

κ =
∞∑
i=0

δiκ0

δti
ti

i !
, χ =

∞∑
i=0

δiχ0

δti
ti

i !
(3.42)
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δiκ0

δti
=
δiκ

δti

∣∣∣∣
t=0

,
δiχ0

δti
=
δiχ

δti

∣∣∣∣
t=0

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (3.42) â ñèñòåìó (3.41) è ïîñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ ëó÷åâîé

ñõåìû, ïîëó÷àåì áåñêîíå÷íóþ àëãåáðàè÷åñêóþ öåïî÷êó, ñâÿçûâàþùóþ ìåæäó

ñîáîé êîýôôèöèåíòû ðÿäîâ (3.42). Äëÿ òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ âáëèçè âîëíî-

âîãî ôðîíòà, äîñòàòî÷íî áóäåò ïðèíÿòü, ÷òî κ ≈ κ0 + tδκ0/δt, χ ≈ χ0.

Ãåîìåòðèþ ëó÷åâûõ êîîðäèíàò â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ìîæíî îïðåäå-

ëèòü, èñïîëüçóÿ äëÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ è ñêîðîñòè âîëíû Σ1 (t) ðÿäû,

àíàëîãè÷íûå (3.42). Â ïðåäåëàõ êâàäðàòè÷íûõ ïî âðåìåíè ñëàãàåìûõ èç (3.36)

ïîëó÷èì

xi (y, t) ≈ xi0 +G10νi0t+ C1Pit
2/

2 + . . . , G10 = C1 (1 + F0) , F0 = −α1
κ0

C1

Pi = Fνi0 + α1 (1 + F0)κ0,y

(
a0
yy

)−1/2
µi0, F = −α1

C1

δκ0

δt
(3.43)

G ≈ G10 + C1Ft, νi ≈ νi0 + tδνi0/δt, δνi/δt = −aαβG1,αxi,β

Â (3.43) è äàëåå èíäåêñ ¾0¿ ó ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ îòíîñèòñÿ ê íà÷àëüíîé

ïîâåðõíîñòè Φ0.

Èç óðàâíåíèÿ Ýéêîíàëà íà âîëíå Σ1 (t) ñëåäóåò

t = T1 (y, s) =
s

G10
− F

G2
10

s2

2
+ . . . (3.44)

Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó (3.44) â óðàâíåíèå (3.43), ïðèõîäèì ê çàâèñèìîñòè äå-

êàðòîâûõ êîîðäèíàò îò ëó÷åâîé ñåòêè y, s

xi (y, s) ≈ xi0 (y) + sνi0 + Φis
2
/

2 + . . . (3.45)

Φi = −FF0C
−1
1 (1 + F0)

−2 νi0 + α1κ0,yC
−1
1 (1 + F0)

−1 (a0
yy

)−1/2
µi0

Â ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèÿõ âåëè÷èíû κ0 è χ0 îñòàþòñÿ îñíîâíûìè íåèç-

âåñòíûìè. Èõ íåâîçìîæíî îïðåäåëèòü, ïîêà íå ïîñòðîåíî ðåøåíèå çà âîëíîé

Σ2 (t). Èìåííî ïî ýòîìó ïîëþ, îïðåäåëÿåìîìó ñóììàðíûì ýôôåêòîì ïðîõîæ-

äåíèÿ îáåèõ âîëí, íåîáõîäèìî ïðîâîäèòü ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííûõ ðÿäîâ ñ
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êðàåâûì óñëîâèåì (3.34). Òàêæå îòìåòèì, ÷òî â ôîðìóëàõ (3.45) ôèêñèðî-

âàíèå êîîðäèíàòû s íå îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âîëíîâîãî ôðîíòà, òàê êàê

â íåëèíåéíîé çàäà÷å âäîëü ðàçëè÷íûõ ëó÷åé îäèíàêîâîå ðàññòîÿíèå áóäåò

ïðîéäåíî çà ðàçëè÷íîå âðåìÿ. Ïîýòîìó äëÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è êîîðäèíàòû

y,s íå áóäóò îðòîãîíàëüíûìè, çà èñêëþ÷åíèåì íà÷àëüíîé ïîâåðõíîñòè Φ0, ãäå

s = 0.

Òåïåðü ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ëó÷åâîãî ìåòîäà íà êâàçèïîïåðå÷íîé âîëíå

Σ2 (t). Ðàçðûâû ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé îáîçíà÷èì ωi = [u̇i] |Σ2
, ψi =

[üi] |Σ2
. Äàëåå, êàê è ðàíüøå, çàïèñûâàåì ñèñòåìó óðàâíåíèé (3.34) â ðàçðû-

âàõ ñ ïðîåêöèåé íà íàïðàâëåíèÿ âåêòîðîâ ni è mi, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ (3.37),

(3.40). Ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ ïðèâîäèìûõ çäåñü ìàòåìàòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé,

ïîñêîëüêó ýòè óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìû ïðåæäå âñåãî êàê àëãåáðàè÷åñêèå ñî-

îòíîøåíèÿ â ìîìåíò t = 0, ïðèâåäåì èõ òîëüêî äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà

âðåìåíè. Ñîäåðæàùèåñÿ â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ôóíêöèè ïðåäâàðèòåëüíûõ äå-

ôîðìàöèé íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü ñîîòíîøåíèÿìè

u+
i,j

∣∣
Σ20

= − [ui,j] |Σ10
, u̇+

i

∣∣
Σ20

= − [u̇i] |Σ10
, . . .

Σ10 = Σ20 = Φ0,

êîòîðûå îáóñëîâëåíû íåïðåðûâíîñòüþ ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé â îêðåñò-

íîñòè íóëÿ è îñîáûì ïîëîæåíèåì ïîâåðõíîñòè Φ0, íà êîòîðîé â ìîìåíò t = 0

îäíîâðåìåííî ïðèñóòñòâóþò âåëè÷èíû κi0, χi0, ωi0, ψi0, u+
i,j è ò.ä. Â íà÷àëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè äëÿ Σ2 (t) ïîëó÷èì(
δω0

δt
− ω0

G20

δG20

δt

)
L1 + ψ0L2 + ω0L3 + . . . = 0

ψiνiL4 = ω0,zC2

(√
a0
zz

)−1

L5 + ω0L6 + . . .

L1 =
1

G20

(
1 +

κ0

C1

(
2β1 − 3− C1

C2

))
,

L2 =
1

G20

(
C2

2 −G2
20

2C2
2

+
κ0

C1

(
β1 −

C1

C2

))
L3 = H0

(
−1 +

κ0

C1

(
−4β1 + 4 + 2

C1

C2

))
−
(
ω0

G20

)
,z

1− β1√
a0
zz

+
1

2G2
20

δG20

δt
+
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+
χ0

2C2
2

(
1− (2β1 − 1)

(
C2

G10

)2
)

+
(2β1 − 1)

G2
10

δκ0

δt
− (2β1 − 1)

2

ψi0νi0
G2

20

(3.46)

L4 = (λ+ µ)µ−1 − 2E0 + θ1κ0C
−1
1 , L5 = (λ+ µ)µ−1 (1 + E0) + θ2κ0C

−1
1

L6 = −λ+ µ

µ

C2E0,z√
a0
zz

+ θ3H0ω0 + θ4χi0µi0
C2

C2
1

+
θ5ψ0

C2
+ θ6

C2

C1
κ0,z

G20 = C2 (1 + E0) + . . . , E0 = κ0

(
β1G

−1
10 − C−1

2

)
, ω0 = ωi0µi0, ψ0 = ψi0µi0

Â óðàâíåíèÿõ (3.46) θi (i = 1, . . . , 6) � êîíñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå óïðóãèìè

ìîäóëÿìè çàäà÷è, H0 � ñðåäíÿÿ êðèâèçíà ïîâåðõíîñòè Φ0. Èç ñèñòåìû (3.46)

ñëåäóåò, ÷òî íà äèíàìèêó ω � îñíîâíîé êîìïîíåíòû ðàçðûâîâ íà âîëíå Σ2 (t),�

ñ ìîìåíòà t = 0 îêàçûâàþò ñëîæíîå êîìáèíèðîâàííîå âîçäåéñòâèå êàê ôóíê-

öèè, çàäàâàåìûå íà Σ2 (t), òàê è ïîëå ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé. Â óðàâ-

íåíèÿ (3.46) âõîäèò âåëè÷èíà δG20/δt, êîòîðàÿ òàêæå íåîáõîäèìà ïðè îïðå-

äåëåíèè ëó÷åâûõ êîîðäèíàò. Äëÿ íåå èìååì

G2 ≈ G20 + tδG20/δt+ . . . = C2 (1 + E0 + Et) + . . .

E =
δ

δt

(
β1u

+
n,n + β2u

+
m,m + C−1

2 u̇+
n

)∣∣
t=0

= β1

(
G10 −G20

G2
10

χ0+

+
2G20 −G10

G2
10

δκ0

δt
+ α1

G20κ0

G3
10

δκ0

δt

)
+ 2β2H0κ0

G10 −G20

G10
+ (3.47)

+C−1
2

(
−χ0 +G20G

−1
10 κ0

)
Íà ýòîì øàãå ðåøåíèÿ ïîÿâëÿþòñÿ åùå äâå îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ôóíêöèè

� ω0 è χ0.

Ãåîìåòðèÿ ëó÷åâûõ êîîðäèíàò l,z çà ôðîíòîì Σ2 (t) îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå,

êàê è äëÿ âîëíû Σ1 (t), ïîýòîìó ïðèâåäåì òîëüêî èòîãîâûé ðåçóëüòàò:

t = T2 (l, z) = lG−1
20 − EG−2

20 l
2
/

2 + . . .

xi (l, z) = xi0 (z) + lνi0 +Mil
2
/

2 + . . . (3.48)

Mi = −E0EC
−1
2 (1 + E0)

−2 νi0 − E0,z (1 + E0)
−1 (a0

zz

)−1/2
µi0

Òåïåðü çà óäàðíîé âîëíîé Σ2 (t) ïîëå ïåðåìåùåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ðÿäàìè

ui (z, l, y, s, t) ≈ − κi|T1
(t− T1)−

χi
2

∣∣∣
T2

(t− T2)
2− (3.49)
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− ωi|T2
(t− T2)−

ψi
2

∣∣∣∣
T2

(t− T2)
2

â êîòîðûõ âñå ñëàãàåìûå, îáóñëîâëåííûå âîëíîé Σ1 (t), ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè

êîîðäèíàò y,s, Ýòî îçíà÷àåò íåîáõîäèìîñòü óñòàíîâëåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ìåæ-

äó ñèñòåìàìè êîîðäèíàò y,s è z,l. Åãî ìîæíî ïîëó÷èòü, èñêëþ÷àÿ èç ôîð-

ìóë (3.45), (3.48) äåêàðòîâû êîîðäèíàòû xi. Ïðè ýòîì òî÷íîå ñîîòâåòñòâèå

óêàçàòü íåâîçìîæíî ââèäó ñîäåðæàíèÿ â óðàâíåíèÿõ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

êîîðäèíàò y è z. Äëÿ ìàëûõ ïîñëåóäàðíûõ âðåìåí, ñ÷èòàÿ ε = V0C
−1
1 << 1 è

ïðîâîäÿ îöåíêó ôóíêöèé Φi èMi ïî ïîðÿäêó ìàëîñòè, ïðåäñòàâèì y,s ðÿäàìè

y ≈ z + εg1 (z, l) + ε2g2 (z, l) + . . . , s ≈ l + εf1 (z, l) + ε2f2 (z, l) + . . . (3.50)

Ïîäñòàâëÿÿ ðÿäû (3.50) â ôîðìóëû (3.45), (3.48), â ïðèáëèæåíèè äî ïåðâîãî

ïîðÿäêà ïî ε âêëþ÷èòåëüíî ïîëó÷èì

f1 = 0, g1 (z, l) =
l2

a0
zz (1− 2H0l)

κ0,z

V0

(
α1

1 + F0
+

α̃

1 + E0

)
(3.51)

α̃ = −1 + (−λ+ l + 3n/2) (2µ)−1 − C1C
−1
2

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî íà ìàëûõ ðàññòîÿíèÿõ îò íàãðóæàåìîé ãðàíèöû îòêëîíå-

íèå îäíîé êîîðäèíàòíîé ñåòêè îò äðóãîé áîëüøå ñêàçûâàåòñÿ íà êîîðäèíàòå

ýéêîíàëà. Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (3.50), (3.51) ðåøåíèå (3.49) áóäåò çàâèñåòü òîëü-

êî îò z,l.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ êðàåâîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî ðåøèòü åùå îäíó äîïîëíè-

òåëüíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ çàäà÷ó î ïåðåñå÷åíèè âûáðàííîãî ëó÷à (z = const)

ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé L (t) äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìàëîãî âðåìåíè. Äëÿ òî÷êè

ïåðåñå÷åíèÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, åñòü óðàâíåíèå (3.48), ñ äðóãîé, òàêæå èìååì

x1 (σ, t) = x10 (σ) + V0t+ At2
/

2, x2 (σ, t) = x20 (σ) (3.52)

ãäå σ � òàêæå ïàðàìåòð âäîëü ëèíèè L0, äëÿ êîòîðîãî ïðèíÿòî îáîçíà÷åíèå,

îòëè÷íîå îò y,z, ÷òîáû èñêëþ÷èòü æåñòêóþ ñâÿçü äâèæåíèÿ ãðàíèöû L (t)

ñ ïîëÿìè êîîðäèíàò y,s è z,l. Ñ÷èòàÿ t << 1 è σ = σ (z, t), l = l (z, t),

ïðåäñòàâèì íåèçâåñòíûå ôóíêöèè σ è l ðÿäàìè ïî ñòåïåíÿì t
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σ (z, t) ≈ σ0 (z, 0) + σ1 (z, 0) t+ σ2 (z, 0) t2
/

2 + . . . , (3.53)

l (z, t) ≈ l0 (z, 0) + l1 (z, 0) t+ l2 (z, 0) t2
/

2 + . . . ,

Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå óäîáíî, ïîñêîëüêó êðàåâîå óñëîâèå (3.34) � òàêæå ñòå-

ïåííàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè. Ïîäñòàíîâêà ðÿäîâ (3.53) â ôîðìóëû (3.48) è (3.52)

äàåò ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

σ (z, t) ≈ z − ν20V0√
α0
zz

t+

(
− V 2

0 ν
2
10E0,z

a2
zz (1 + E0)

+
ν20A√
α2
zz

)
t2

2
+ . . . (3.54)

l (z, t) ≈ V0ν10 (z) t+

(
V 2

0

E0Eν
2
10

C2 (1 + E0)
2 + 2V 2

0 H0ν
2
20 + ν10A

)
t2

2
+ . . .

Ñõîäíûì îáðàçîì ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïîëó÷èòü è çàâèñèìîñòü l (σ, t),

z (σ, t). Âûïîëíåíèå êðàåâûõ óñëîâèé ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû:

u1|
l = l (z, t)

σ = σ (z, t)

= V0t+
At2

2
, u2|

l = l (z, t)

σ = σ (z, t)

= 0, (3.55)

â êîòîðîé u1 è u2 îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (3.49). Âûïîëíåíèå ôîðìóë (3.55)

çà ñ÷åò ïðèðàâíèâàíèÿ ïî-îòäåëüíîñòè êîýôôèöèåíòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ ñòåïå-

íÿõ t çàìûêàåò çàäà÷ó ÷åòûðüìÿ óñëîâèÿìè îòíîñèòåëüíî ÷åòûðåõ îñíîâíûõ

íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé κ0, χ0, ω0, ψ0. Îòáðàñûâàÿ äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå

áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, äëÿ íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè ìîæíî

ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü

χ10 ≈ V0

(
a0
zz

)−1/2
(−C2ν20,zν10 − C1ν10,zν20)− aν2

10.

χ20 ≈ V0

(
a0
zz

)−1/2
(−C1ν10,zν10 − C2ν20,zν20)− aν10ν20 (3.56)

κ0 ≈ −v0ν10, ω0 ≈ v0ν20, ψ10 ≈ −χ10 − a, ψ20 ≈ −χ20

Ïîñòðîåííîå ðåøåíèå, áåçóñëîâíî, îòíîñèòñÿ ê î÷åíü ìàëûì ïîñëåóäàð-

íûì âðåìåíàì. Õîòÿ óæå îíî ïîêàçûâàåò ñóùåñòâåííûå îòëè÷èÿ íåëèíåéíîãî

âîëíîâîãî ïðîöåññà îò ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Èíòåðåñ ê ïîñòðîåíèþ ïî-

äîáíûõ ðåøåíèé íå îãðàíè÷èâàåòñÿ òîëüêî òåîðåòè÷åñêèìè èññëåäîâàíèÿìè.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ðàññòîÿíèé, íà êîòîðûå óäàðíûå âîëíû Σ1 è Σ2 ñèëüíî
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îòñòîÿò äðóã îò äðóãà, óðàâíåíèÿ ëó÷åâîãî ìåòîäà (3.41), (3.48) ñîõðàíÿþò

ñâîå çíà÷åíèå, ñ òîé ðàçíèöåé, ÷òî â óðàâíåíèå (3.48) íåîáõîäèìî âêëþ÷èòü

ïðåäâàðèòåëüíûå äåôîðìàöèè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè. Ýòî îêà-

çûâàåòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûì ïðè ïåðåõîäå ê ðåêóððåíòíîìó âàðèàíòó

ìåòîäà ñ ðàçáèåíèåì çàäà÷è øàãàìè ïî âðåìåíè. Â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåíèå

êðàåâûõ óñëîâèé íàïðÿìóþ çà ñ÷åò ëó÷åâûõ ðÿäîâ íåâîçìîæíî. Èõ âëèÿíèå

ìîæíî ó÷åñòü, ïðèìåíÿÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ñõåìû ñ÷åòà çàäà÷è â îáëàñòÿõ,

óäàëåííûõ îò âîëíîâûõ ôðîíòîâ, è âêëþ÷àÿ â òàêèå ñõåìû ôîðìóëû ëó÷åâî-

ãî ìåòîäà äëÿ îïèñàíèÿ ïðèôðîíòîâîé îáëàñòè. Äàííàÿ ìåòîäèêà ïîçâîëÿåò

÷åòêî âûäåëèòü ïîëîæåíèå óäàðíîé âîëíû íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Äàëåå

ðàññìîòðèì ðàçðàáîòàííûé íà åå îñíîâå âàðèàíò ÷èñëåííîé ñõåìû âûäåëåíè-

åì ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ.

3.2.3 Êîíñòðóèðîâàíèå ÷èñëåííîé ñõåìû ðàñ÷åòîâ

Áóäåì ïîëàãàòü ïîñòðîåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâûìè â

íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ. Ïîëîæåíèÿ âîë-

íîâûõ ôðîíòîâ çàäàäèì ïîñðåäñòâîì êóáè÷åñêèõ ñïëàéíîâ. Òàêîé ñïîñîá ïîç-

âîëÿåò âû÷èñëÿòü âñå íåîáõîäèìûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïîâåðõ-

íîñòåé ðàçðûâîâ íà êàæäîì øàãå âû÷èñëåíèé. Òàêèì æå îáðàçîì áóäåì õðà-

íèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé κ, χ, ω, ψ.

Ïîòðåáóåì, ÷òîáû îáðàçóþùàÿ öèëèíäðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè L áûëà ñèì-

ìåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ïðÿìîé. Ââåäåì äåêàðòîâó ïðÿìîóãîëüíóþ

ñèñòåìó êîîðäèíàò òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ýòà ïðÿìàÿ ñîâïàëà ñ îñüþ Oy, ïðè-

÷åì îñü áûëà íàïðàâëåíà âíóòðü ñðåäû. Çà íà÷àëî êîîðäèíàò ñèñòåìû ïðèìåì

òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ L è Oy. Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà âäîëü L âûáåðåì x. Â ñè-

ëó ñèììåòðèè, äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì ÷àñòè L, ñîîòâåòñòâóþùåé

ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè Ox.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàäèì ãðàíèöó L ïóòåì ñðàùèâàíèÿ ãëàä-

êîãî êðèâîëèíåéíîãî ó÷àñòêà â îêðåñòíîñòè íà÷àëà êîîðäèíàò è ïîëóïðÿìîé,
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â êîòîðóþ êðèâîëèíåéíûé ó÷àñòîê ïåðåõîäèò â íåêîòîðîé òî÷êå P0. Êðèâî-

ëèíåéíûé ó÷àñòîê (äàëåå � îòðåçîê OP0) çàäàäèì â âèäå y = f(x) è ïîäáåðåì

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â òî÷êå P0 åãî íàïðàâëåíèå ñîâïàäàëî ñ íàïðàâëåíèåì

ïîëóïðÿìîé, à ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðó x äî òðåòüåãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëü-

íî îáðàùàëèñü â íîëü. Ýòî íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü ðàçðûâîâ â

òî÷êå ñðàùèâàíèÿ èñïîëüçóåìûõ â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàê-

òåðèñòèê ãðàíèöû.

Ïîñòàâëåííûì óñëîâèÿì, â ÷àñòíîñòè, óäîâëåòâîðÿåò êðèâàÿ âèäà

y(x) =
k x6

16 b5
− 5 k x4

16 b3
+

15 k x2

16 b
(3.57)

Çäåñü b � àáñöèññà òî÷êè ñðàùèâàíèÿ P0, k � êîýôôèöèåíò íàêëîíà ïðÿ-

ìîé.

Ïóñòü ïîä äåéñòâèåì óäàðíîé íàãðóçêè ãðàíèöà ñðåäû â íåêîòîðûé ìî-

ìåíò âðåìåíè t0 íà÷àëà äâèãàòüñÿ âäîëü îñè Oy ïî èçâåñòíîìó çàêîíó. Ïðè

ýòîì â íà÷àëüíûé ìîìåíò äâèæåíèÿ îò ãðàíèöû L îòäåëÿþòñÿ äâå óäàðíûå

âîëíû Σ1 è Σ2. Íåïîñðåäñòâåííî â ìîìåíò t0 îáå ýòè âîëíû ñîâïàäàþò ñ L,

è, ñîîòâåòñòâåííî, ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðåçóëüòàò ñðàùèâàíèÿ êðèâî-

ëèíåéíîãî è ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêîâ. Â ïðîöåññå ðàñïðîñòðàíåíèÿ óäàðíûõ

âîëí â ñðåäå ãåîìåòðèÿ êðèâîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ôðîíòîâ èçìåíÿåòñÿ. Ñîîò-

âåòñòâåííî èçìåíÿåòñÿ è ïîëîæåíèå òî÷åê ñðàùèâàíèÿ.

Â îáëàñòè, ïðèìûêàþùåé ê ó÷àñòêó ãðàíèöû OP0, èìååì ïëîñêóþ çàäà÷ó ñ

ñåòêîé ðàñõîäÿùèõñÿ ëó÷åé. Â òî æå âðåìÿ äëÿ îáëàñòè, ïðèìûêàþùåé ê ïðÿ-

ìîëèíåéíîìó ó÷àñòêó ãðàíèöû, ðåøåíèå çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ è â èòîãå

ñâîäèòñÿ ê èçâåñòíîé çàäà÷å î êîñîì óäàðå ïî ïëîñêîé ãðàíèöå ñæèìàåìîãî

ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ äâóìÿ ïëîñêèìè óäàðíûìè âîëíàìè. Òàêèì îáðàçîì, ñ

îäíîé ñòîðîíû, ðåøåíèå îäíîìåðíîé çàäà÷è ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå

ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ïëîñêîé çàäà÷è íà îòêðûòîé ãðàíèöå. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, íåîáõîäèìî îòñëåæèâàòü ñìåùåíèå òî÷åê ñðàùèâàíèÿ íà ïîâåðõíîñòÿõ

ðàçðûâà, ïî ìåðå íåîáõîäèìîñòè âêëþ÷àÿ íîâûå óçëû â ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü

ïëîñêîé çàäà÷è.
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Â ñèëó òîãî, ÷òî â çàäà÷àõ î ðàñïðîñòðàíåíèè âîçìóùåíèé ïåðåäà÷à èí-

ôîðìàöèè â ñðåäå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ êîíå÷íîé ñêîðîñòüþ, è ïðèòîì êàæäóþ

òî÷êó ñðåäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü, êàê èñòî÷íèê âîçìóùåíèÿ, áóäåì ñìå-

ùàòü òî÷êè ñðàùèâàíèÿ ñî ñêîðîñòüþ G1 â íàïðàâëåíèè îòêðûòîé ãðàíèöû.

Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòà äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è â îá-

ëàñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ, êàê è ðàíåå, êîíå÷íî-ðàçíîñòíûé ìå-

òîä. Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå ðåøåíèå â óçëàõ ñåòêè ñòðîèòñÿ â âèäå íàáîðà

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèé ïåðåìåùåíèÿ, Òàêæå èñïîëüçóþòñÿ ïîñòðîåí-

íûå ëó÷åâûì ìåòîäîì ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòÿõ

ôðîíòîâ óäàðíûõ âîëí, óñëîâèå ñèììåòðè÷íîñòè íà ãðàíèöå x = 0 è ðåøåíèå

îäíîìåðíîé çàäà÷è äëÿ çàìûêàíèÿ ñèñòåìû ñî ñòîðîíû îòêðûòîé ãðàíèöû.

Ïàðàìåòðû âîëíîâûõ ôðîíòîâ íà êàæäîì âðåìåííîì øàãå ñõåìû ïåðåñ÷è-

òûâàþòñÿ ïóòåì àíàëèçà ðåøåíèé â óçëàõ ðàçíîñòíîé ñåòêè, ðàñïîëîæåííûõ

äîñòàòî÷íî áëèçêî ê ïîâåðõíîñòÿì ðàçðûâîâ, ãäå óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ðàçíîñò-

íûå àíàëîãè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.

Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ñèñòåìà àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøàåòñÿ

íà êàæäîì øàãå ñõåìû èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ îïðåäå-

ëèòü êàê íàáîð ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåùåíèé íà î÷åðåäíîì âðåìåííîì

ñëîå, òàê è çíà÷åíèÿ èíòåíñèâíîñòåé ðàçðûâîâ íà óäàðíûõ âîëíàõ, íåîáõîäè-

ìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ èõ ñêîðîñòåé è ïîëîæåíèé â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìå-

íè. Ðåøåíèå â ïåðåìåùåíèÿõ òàêæå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ïóòåì ÷èñëåííîãî

èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëåé ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
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Çàêëþ÷åíèå

Â ïåðâîé ãëàâå

1. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè.

2. Âûïèñàíû ãåîìåòðè÷åñêèå, êèíåìàòè÷åñêèå è äèíàìè÷åñêèå óñëîâèÿ

ñîâìåñòíîñòè ðàçðûâîâ.

3. Âûïèñàíû ñîîòíîøåíèÿ, îïðåäåëÿþùèå âîçìîæíûå òèïû è ñêîðîñòè

óäàðíûõ âîëí â íåëèíåéíîé óïðóãîé ñðåäå. Óêàçàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

è ñêîðîñòè êâàçèïðîäîëüíîé, êâàçèïîïåðå÷íîé è íåéòðàëüíîé óäàðíûõ âîëí â

ñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäå, âîëí íàãðóçêè è ïîâîðîòà â íåñæèìàåìîé óïðóãîé

ñðåäå.

4. Ïðèâåäåíî îïèñàíèå ëó÷åâîãî ìåòîäà è åãî ìîäèôèêàöèè äëÿ äèíàìè-

÷åñêèõ çàäà÷ íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.

Âî âòîðîé ãëàâå

1. Ðåøåíà çàäà÷à îá óäàðíîì íàãðóæåíèè óïðóãîãî íåñæèìàåìîãî ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà, íå èìåþùåãî ïðåäâàðèòåëüíûõ äåôîðìàöèé.

2. Ðåøåíà çàäà÷à îá óäàðíîì íàãðóæåíèè íåñæèìàåìîãî ïðåäâàðèòåëüíî

äåôîðìèðîâàííîãî ìàññèâà.

3. Óêàçàí ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèíè÷åñêèõ ñõåì ðåøåíèÿ

óêàçàííûõ çàäà÷ ñ âûäåëåíèåì ðàçðûâîâ, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ëó-

÷åâûõ ðàçëîæåíèé ðåøåíèé, ïîñòðîåííûõ â îêðåñòíîñòÿõ âîëíîâûõ ôðîíòîâ.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

4. Ïîñòðîåíû ïðèáëèæåííûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷ î íîðìàëüíîì

è êîñîì óäàðå ïî ïëîñêîé ãðàíèöå ñæèìàåìîãî íåëèíåéíî óïðóãîãî ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà, çàäà÷ ñ îñåâîé ñèììåòðèåé îá àíòèïëîñêîì è ñêðó÷èâàþùåì

íàãðóæåíèè íåñæèìàåìîé óïðóãîé ñðåäû, çàäàííîì íà ãðàíèöå öèëèíäðè÷å-

ñêîé ïîëîñòè.

5. Ìåòîäèêà êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ îáîáùå-
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íà íà ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ.

Â òðåòüåé ãëàâå

1. Ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îá àíòèïëîñêîì íàãðóæåíèè

íåñæèìàåìîé íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû ëó÷åâûì ìåòîäîì è ìîäèôèêàöèÿ

÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîé ñõåìû ðåøåíèÿ íà ñëó÷àé ïëîñêîé çàäà÷è.

2. Ïîñòðîåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è îá óäàðíîì íàãðó-

æåíèè íåëèíåéíî-óïðóãîé ñðåäû, îñëîæíåííîå íàëè÷èåì äâóõ ïîâåðõíîñòåé

ðàçðûâîâ.

3. Ñïîñîá êîíñòðóèðîâàíèÿ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ñõåì ðåøåíèÿ çàäà÷

íåëèíåéíîé äèíàìèêè ñ âûäåëåíèåì ïîâåðõíîñòåé ðàçðûâîâ îáîáùåí íà ñëó-

÷àé ïëîñêèõ çàäà÷.
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