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Введение 

При исследовании некоторых процессов есть необходимость в проведении моделиро-

вания процесса взаимодействия твердого острого клина и сыпучей среды. Подобная задача 

может возникать, например, при моделировании контакта корпуса днища судна с грунтом при 

выходе на необорудованный берег. Взаимодействие клина и грунта внутри общей модели яв-

ляется подмоделью, которая должна быть всесторонне исследована и упрощена до уровня про-

стых алгебраических зависимостей при учете в ней наиболее существенно влияющих факто-

ров. Только после этого следует переходить к изучению общей модели.  

Для исследования взаимодействия клина и сыпучей среды нами проведен численный 

эксперимент. Получена формула, описывающая распределение давления на поверхность 

клина при вдавливании его в грунт. Она позволяет рассчитывать контактное давление в любой 

точке поверхности клина при вдавливании его в грунт без применения конечно-элементного 

моделирования. 
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Цель работы 

Получить закон распределения давления вдоль наклонной плоскости, образующей вер-

шину клина, вывести формулу с учетом геометрии клина и параметров грунта. Определить 

параметры обводненного песка методом статического вдавливания индентора на основании 

полученной формулы. 

Постановка задачи 

Формула давления грунта на поверхность клина необходима для моделирования взаи-

модействия днища корпуса судна с грунтом. Форма днища корпуса может быть приближенно 

задана формой клина [3]. Давление грунта определяется в результате анализа численных экс-

периментов моделирования взаимодействия клина с грунтом.  

Клин представляет собой тело в виде штампа, вершину которого образуют две плоско-

сти, установленные под некоторым углом, которым он вдавливается в грунт. Угол установки 

плоскостей меняется, придавая штампу более острую или тупую форму. При вдавливании об-

ласть грунта под штампом переходит в пластическое состояние. Возникают линии скольжения 

и пластическое течение, в результате которого часть грунта из-под штампа выходит на поверх-

ность. Более острый клин входит в грунт с меньшей силой, чем тупой. 

Давление грунта распределяется по некоторому закону вдоль каждой плоскости и ме-

няется в зависимости от угла установки плоскости [6]. Сцепление и угол внутреннего трения 

являются свойствами грунта, которые определят пассивное давление на поверхность клина 

при вдавливании в грунт. Остальные параметры с некоторой степенью точности выражаются 

через эти два и приводятся в справочных данных по грунтам. 

Клин, вдавливаемый в грунт (рис. 1), симметричен относительно диаметральной плос-

кости. Угол в вершине клина равен 2∙β. Локальную ось, вдоль которой меняется давление, 

направим вдоль плоскости и обозначим x/ (икс со штрихом). Размер клина в продольном 

направлении значительно больше, чем в двух других. Это позволяет выполнить расчеты в рам-

ках плоской задачи механики твердого тела.  
 

 

Рис. 1. Схема клина, вдавливаемого в грунт 

При вдавливании индентора область грунта под штампом переходит в пластическое 

состояние. При этом возникают линии скольжения и пластическое течение, в результате кото-

рого часть грунта из-под штампа выходит на поверхность. 
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Рис. 2. Левая часть штампа и линии скольжения в грунте 

Линии скольжения идентичны результатам численного решения системы уравнений 

сплошной среды. Точки их пересечения соответствуют числовым значениям координат и 

напряжений. Для примера проведем численный расчет, где свойства грунта принимаются со-

гласно СНиП 2.02.01-83 «Основания зданий и сооружений». Исходные данные: угол внутрен-

него трения ρ = 30°, сцепление с = 30 кПа, плотность γ = 2 т/м3 [8].  

В результате расчета в узловых точках на поверхности штампа получены значения дав-

ления, их числовые значения представлены для β = 30° (рис. 3). 
 

 

Рис. 3. Числовые значения давления в узловых точках 

Давления на поверхности штампа почти линейно возрастают, что позволяет провести 

прямую линию по концам стрелок. 

Был проведен ряд численных экспериментов по расчету давления. Выбирается фикси-

рованный угол β, затем рассчитывается давление p(x/) в зависимости от координаты вдоль ли-

нии x/. Записывается зависимость p(x/). После этого угол β меняется и расчет повторяется. В 

результате получается ряд зависимостей p(x/). 

По итогам ряда численных экспериментов и анализа результатов расчетов установлено, 

что пассивное давление грунта распределяется вдоль поверхности штампа в соответствии с 

законом, который можно представить выражением 
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где 𝑐, ρ и γ – сцепление, угол трения и плотность грунта соответственно; x/ – координата вдоль 

плоскости клина. Начало отсчета на поверхности грунта. В процессе вдавливания увеличива-

ется расстояние от поверхности до вершины индентора. Давление на вершину индентора рас-

тет, а у поверхности остается постоянным. 
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Формула содержит в квадратных скобках два слагаемых. Первое не зависит от веса 

среды, второе учитывает поправку на плотность. Если среда невесомая, то плотность равна 

нулю и решение сводится к хорошо известному результату для уравнений равновесия [5]. 

В этом случае эпюра давления не возрастает. Решение без учета веса подходит для пластичных 

сред, у которых сцепление с влияет на результат значительно больше, чем плотность γ. 

В данном примере плотность оказывает существенное влияние на результат расчета. 

При учете веса среды сетка линий скольжения изменяется. Эпюра давления существенно воз-

растает с ростом координаты x/. Решения уравнений равновесия представлены на рис. 4 пунк-

тиром. Рядом для сравнения сплошной линией приведены расчёты по формуле (1). 

 

 

Рис. 4. Сопоставление результатов расчета пассивного давления грунта  
по формуле (1) и численно. Угол β варьирует в диапазоне от 0 до 90° с шагом 10°.  
Координата x/ принимается теоретически. В физическом эксперименте x/ меньше 

 

Рис. 5. Зависимости давления от угла в вершине штампа β по данным рис. 4  
и расхождение численного и аналитического решений (обозначено красным цветом).  

Координата x/ принимается теоретически. В физическом эксперименте x/ меньше 
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Сопоставление пассивного давления грунта на поверхность штампа по формуле (1) и 
численно показывает, что наибольшее расхождение (верхняя пунктирная линия на рис. 4) по-
лучено для плоского штампа, когда угол β = 90°, и равно 14%. Минимальное расхождение 
соответствует идеально острому штампу при β = 0°. 

На рис. 5 представлены зависимости давления от угла в вершине штампа β по данным 
рис. 4 в точках с максимальной координатой x/. Пунктиром отмечено численное решение, 
сплошной линией – решение по формуле (1). 

Как показывает рис. 5, максимальное расхождение составляет 14% от численного, где 
угол β максимален, то есть вдавливание осуществляется полностью плоским штампом. В сред-
нем расхождение численного и аналитического решений составляет 5%. Если расчет выполнить 
для средних точек эпюр (см. рис. 4), то среднее расхождение уменьшится до 2–3%. 

Определение параметров обводненного песка  

методом статического вдавливания индентора 

Для обеспечения безопасного взаимодействия судна с берегом необходимо определить 
параметры грунта и закономерности его пластического деформирования по ГОСТ 25100-
20201. Для определения сцепления и угла внутреннего трения применяют метод кольцевого 
среза по ГОСТ 21719-802. В процессе выемки образцов свойства грунта могут меняться, по-
этому определение параметров обводненных и крупнообломочных грунтов у уреза воды ме-
тодом среза затруднительно [4, 5, 7]. 

Приведен способ определения параметров обводненного песка методом статического 
вдавливания индентора. 

Одной из основных моделей сплошной среды, описывающих механическое поведение 
грунтов, является упругопластическая модель Кулона–Мора. В этой модели большинство 
свойств грунта, отвечающих за особенности пластического деформирования, формализуются 
через два параметра – сцепление и угол внутреннего трения. Чтобы определить эти два пара-
метра, используется формула (1). 

Индентор ‒ внедряемое в поверхность тело, треугольный призматический клин, рассто-
яние между торцами которого значительно больше глубины вдавливания. Давление грунта на 
индентор определяется в ходе эксперимента по весу груза, который приложен к индентору. 
Экспериментальные данные по полученным величинам давления сравниваются с давлением, 
рассчитанным с использованием зависимостей теоретической модели грунта.  

Эксперимент представляет собой процесс вдавливания пяти клиньев с различными уг-
лами в вершине и соответственно различным весом (рис. 6). Клинья устанавливаются на по-
верхность обводненного песка. Замеряется глубина вдавливания по отметкам на поверхности, 
данные записываются. Далее на поверхность клина устанавливается груз, клин вдавливается 
в песок сильнее (рис. 7). Данные клина с весом и глубина вдавливания записываются. И так 
несколько раз. Получается зависимость «вес–глубина». Затем этот клин заменяется следую-
щим, с другим углом в вершине. 

Экспериментальное давление грунта на поверхность клина определяется по формуле 

 tan2 


D

P
p


, 

где D ‒ глубина вдавливания по нормали к поверхности;  

  cosxD /

; 
/x ‒ глубина вдавливания по поверхности клина, определяется экспериментально; 

P ‒ приложенный вес для вдавливания индентора; 

                                                           
1 ГОСТ 25100-2020. Грунты. Классификация: введ. 1 января 2021 г.  

URL: https://files.stroyinf.ru/Data2/1/4293719/4293719820.pdf (дата обращения: 01.11.2022). 
2 ГОСТ 21719-80. Грунты. Методы полевых испытаний на срез в скважинах и в массиве: введ. 23 мая 1980 г. 

URL: https://files.stroyinf.ru/Data/454/45408.pdf (дата обращения: 01.11.2022).  
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β ‒ угол в вершине индентора, град. Применяются клинья с углами β = 10,2; 25,1; 44,4; 

59,04; 63,4°. 
 

 

Рис. 6. Клинья перед вдавливанием с нанесенными метками  

 

Рис. 7. Пример статического вдавливания клина 

Теоретическое давление грунта на поверхность клина рассчитывается по формуле (1).  

Зависимости экспериментального давления от глубины вдавливания для пяти углов 

обозначены на рис. 8 пунктирными линиями. Рядом сплошными линиями построены зависи-

мости теоретического давления от глубины по формуле (1). Каждая пара соответствует фик-

сированному углу в вершине клина. Теоретические линии пересекают экспериментальные. 

Пересечение линий происходит в результате того, что давление грунта в эксперименте возрас-

тает сильнее, чем в теории при увеличении глубины вдавливания. 

Можно аппроксимировать эксперимент линейной зависимостью [2], но тогда будем 

учитывать закрытие пор в грунте и изменение его параметров, а такой цели нет. Цель – опре-

делить фиксированные усредненные параметры. 

Выбор параметров грунта осуществлялся следующим образом. Принимается ряд зна-

чений угла внутреннего трения в диапазоне от 30 до 60° с шагом 5°. Для каждого угла выби-

рается такое сцепление, чтобы верхние и нижние сплошные линии совпадали с пунктирными. 

Для принятых значений также рассматривается совпадение средних линий. Если все пунктир-

ные линии совпадают со сплошными, то выбор завершается.   
Проанализировав формулу (1), можно показать, что для каждого фиксированного угла 

в вершине клина и фиксированного давления можно найти только одну пару значений сцепле-
ния и угла внутреннего трения, которая удовлетворяет всем значениям давлений и углам в вер-
шине клина. Для примера представлены графики зависимости сцепления от угла внутреннего 
трения для трех различных углов в вершине клина и фиксированных давлений (рис. 9). Видно, 
что они пересекаются в одной точке, для которой ρ = 37,5° и сцепление с = 2550 МПа.  
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В конечном итоге параметры грунта для сплошных линий выбраны следующие: угол 

внутреннего трения 𝜌 = 37,5°; сцепление 𝑐 = 2550 МПа. Плотность грунта принята как стан-

дартная ‒ 2 ∙ 104 Н/м3. Для выбранных параметров грунта совпадают все графики. Для других 
пар совпадают только верхние и нижние, а средние смещаются или выше, или ниже данных 
эксперимента. 

 

 

Рис. 8. Зависимости экспериментального и теоретического давления  
от глубины вдавливания для пяти углов  

 

Рис. 9. Графики зависимости сцепления от угла внутреннего трения  
для трех различных углов в вершине клина и фиксированных давлений 
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Заключение 

Применение предложенной формулы (1) позволяет существенно упростить модели об-

щего уровня, в частности модель взаимодействия судна с грунтом. В этом случае давление 

представляет функцию, что позволяет исключить численный расчет и проанализировать ос-

новные закономерности изменения пассивного давления грунта в зависимости от формы кор-

пуса и характеристик судна. 

Для фиксированного угла давление складывается из постоянной части и возрастающей 

добавки, учитывающей плотность грунта. Характер возрастания добавки линейный. Давление 

возрастает в несколько раз на длине до 8 м. Это означает, что на практике, когда грунта каса-

ется не маленький штамп, а реальный корпус, необходим учет плотности среды. При меньших 

длинах можно ограничиться первым слагаемым. 

Формула позволяет определить параметры грунта способом статического вдавливания 

индентора. Способ обладает положительными и отрицательными особенностями. Точность 

снижается из-за погрешности замеров глубины вдавливания и изменения свойств грунта в про-

цессе внедрения клина и изменения свойств грунта в результате его уплотнения. 

Из экспериментальных графиков следует, что давление возрастает при увеличении глу-

бины вдавливания для одного и того же угла в вершине клина. Теоретически подсчитанное 

давление тоже возрастает при увеличении глубины вдавливания по формуле (1), что объясня-

ется учетом плотности грунта. Но в эксперименте давление растет значительно быстрее. По-

этому теоретические линии почти горизонтальны по отношению к пунктирным (см. рис. 8). 

Вероятно, при вдавливании клина происходит закрытие пор и уплотнение грунта. В ре-

зультате уплотнения изменяются и пластические свойства. Для одного и того же угла в вер-

шине индентора экспериментальное давление сильно возрастает при увеличении глубины 

вдавливания. 

К положительным особенностям относится то обстоятельство, что средние теоретиче-

ские линии (см. рис. 5) чувствительно реагируют на изменение угла внутреннего трения. При 

изменении угла от 50 до 60° теоретические данные смещаются и не попадают на данные экс-

периментов при фиксации верхних и нижних линий в пределах изменения пунктирных. От-

клонение от результата, полученного таким способом, находится в пределах ±5° по углу внут-

реннего трения и ±200 МПа по сцеплению. 
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