РЕКУРСИВНЫЕ РЕШЕТКИ И САМОСОГЛАСОВАННЫЕ 
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В настоящей работе мы построим класс самосогласованных уравнений, которые могут служить для приближенного решения модели Изинга на различных кристаллических решетках. Частным (и простейшим) примером уравнений этого класса является известное приближение Бете [1], в связи с чем, наш класс самосогласованных уравнений можно рассматривать как обобщение приближения Бете. Как известно [1] приближение Бете можно интерпретировать как замену реальной кристаллической решетки так называемой решеткой Бете, являющейся внутренней частью дерева Кейли [1]. Подобно этому, решения некоторых из предлагаемых нами самосогласованных уравнений могут быть интерпретированы как точные решения задачи Изинга на особым образом построенных рекурсивных решетках, что и будет показано ниже. 

Итак, рассмотрим некоторую простую кристаллическую решетку с координационным числом 
[image: image1.wmf]q


, в узлах которой находятся изинговские спины , а обменное взаимодействие не равно нулю только для соседних спинов. (Наш метод можно обобщить на случай, когда решетка не является простой, но это обобщение выходит за рамки данной работы.) Средний магнитный момент (намагниченность) узла этой решетки будем искать в виде
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где 
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 (
 - обменный интеграл, 
 - постоянная Больцмана, 
 - температура), 
; 
 - внешнее поле.  в этом выражении имеет смысл «эффективного обменного поля», создаваемого соседними спинами.

Рассмотрим теперь на решетке кластер из двух соседних атомов (димер). Полагая, что оба атома димера находятся в эффективном обменном поле 
[image: image20.wmf]2

h

, найдем среднюю намагниченность атома димера
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Если теперь принять 
[image: image23.wmf]1
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 (на том основании, что у каждого атома димера 
 внешних соседей), то равенство  будет представлять собой самосогласованное уравнение, решение которого и есть приближение Бете [2]. 


Выделим теперь на решетке замкнутую цепочку из 
[image: image29.wmf]N


 узлов минимальной возможной длины (зависящей от вида решетки). Полагая, что каждый атом цепочки находится в эффективном поле , найдем намагниченность атома этого циклического кластера [3]:
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[image: image34.wmf]K
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Полагая теперь 
[image: image35.wmf]1
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 можно составить самосогласованное уравнение
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Покажем теперь, что полученное уравнение при четных значениях 
[image: image39.wmf]q


 дает точное решение задачи Изинга для рекурсивной решетки, построенной следующим образом. Возьмем 
 узлов и связей, образующих замкнутый 
 - угольник. От каждой вершины этого 
 – угольника достроим 
 таких же не пересекающихся между собой 
 – угольников. Повторяя это построение для каждой вершины новых 
 – угольников, получим рекуррентную решетку, являющуюся бесконечным кактусом (кактусом Хусими) [4]. Координационное число такой решетки .
Поместим в узлы этой решетки изинговские спины 
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 и будем полагать, что соседние спины взаимодействуют между собой с энергией 
, а кроме того вся система находится во внешнем поле 
. Найдем намагниченность - среднее значение каждого такого спина. Это можно сделать следующим способом. Рассмотрим отдельный узел решетки, содержащий спин 
. Этот узел является общей вершиной 
 
 – угольников, образующих 
 не пересекающихся ветвей с корневой точкой 
. Обозначив 
 совокупность спинов (кроме 
 )  -ой ветки, представим статистическую сумму системы в виде:
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где 
[image: image78.wmf])
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 – множитель, зависящий только от 
 и совокупности спинов 
. Обозначим 
 (в силу симметрии эта величина одинакова для всех ветвей, то есть не зависит от ). Тогда статистическая сумма
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а средняя намагниченность спина 
[image: image89.wmf]s
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где 
[image: image92.wmf])
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. Если обозначить 
, то выражение для намагниченности 
 принимает вид .

Рассмотрим теперь один из 
[image: image99.wmf]N


 – угольников рекуррентной решетки. Каждая вершина этого 
 – угольника является корневой точкой  не пересекающихся ветвей, таких же, как и рассмотренные выше. Поэтому статистическую сумму можно представить как
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где 
[image: image106.wmf]x
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. Вычислив эту статистическую сумму, найдем среднее значение :
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Приравнивая теперь 
[image: image111.wmf]1
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 и 
 и учитывая, что 
, получим уравнение, в точности совпадающее с приведенным выше самосогласованным уравнением (1). То есть, точно так же, как приближение Бете можно интерпретировать как замену кристаллической решетки деревом Кейли с тем же координационным числом, приближение основанное на уравнении (1) для четных 
 можно понимать как замену исходной решетки на описанную выше рекуррентную решетку с соответствующим значением .

Эти два примера (решетка Бете и рекурсивная решетка из 
[image: image121.wmf]N


 – угольников) подсказывают следующее обобщение. Рассмотрим рекурсивную решетку, построенную из одинаковых кластеров. Например, можно взять кубический кластер – узлы, являющиеся вершинами куба со связями вдоль ребер этого куба или замкнутый 
 – угольник с одним или несколькими внутренними узлами, связанными со всеми 
 вершинами. Рекурсивная решетка строится из этих кластеров так же, как и решетка из 
 – угольников, т.е. присоединением к каждой внешней вершине кластера 
 таких же кластеров и т.д. Тогда каждый внешний узел любого кластера в бесконечной рекурсивной решетке можно с одной стороны рассматривать как корневую точку для 
 одинаковых ветвей, а с другой стороны, рассматривая этот узел в составе кластера, считать его корневой точкой для 
 таких же ветвей. Поэтому, если поместить в узлы этой рекурсивной решетки изинговские спины, среднюю намагниченность внешнего узла можно вычислить как  где 
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, 
, 
 - множители статистической суммы, связанные со спинами одной из 
 ветвей. А с другой стороны, вычисляя намагниченность 
 этого узла как узла принадлежащего кластеру ее можно выразить как функцию 
. Следовательно, решив относительно 
 уравнение 
, получим точное решение задачи Изинга на рекурсивной решетке. Однако на уравнение 
 можно смотреть так же, как на уравнение (1), то есть как на самосогласованное уравнение, в котором 
 и 
 являются эффективными обменными полями. Эти поля связаны соотношением 
, где 
 - число связей внешнего атома кластера с другими атомами этого кластера, 
 координационное число. Самосогласованное уравнение 
 можно рассматривать для любого 
, но если условие  не выполнено, решение этого уравнения уже нельзя интерпретировать как точное решение для модели Изинга на рекурсивной решетке. 
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