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Асимптотическое поведение восприимчивости  
и намагниченности разбавленного изинговского магнетика  

Известно, что свойства разбавленных и неупорядоченных магнетиков отличаются от 

свойств чистых магнетиков. Однако точных решений для моделей магнитных сис-

тем с разбавлением до сих пор не получено. Поэтому имеет смысл построение при-

ближенных решений для разбавленных магнетиков. Некоторые из этих решений 

можно построить с помощью усреднения по полям взаимодействия.  

Применение функции распределения по полям взаимодействия к изучению свойств 

системы многих взаимодействующих частиц используется давно. В предыдущих 

работах авторов метод усреднения по обменным полям был применен к анализу 

магнитных свойств чистых и разбавленных магнетиков.  

В настоящей работе сформулированы и доказаны соотношения, на которых может 

быть основан метод усреднения по обменным полям применительно к кластерам 

из нескольких спинов. Применение полученных соотношений к модели Изинга с 

разбавлением по связям позволило построить для этой модели (в качестве примера) 

два варианта приближенных методов. Полученная в этих приближениях намагни-

ченность при нулевой температуре сравнивается с вероятностью того, что узел раз-

бавленной по связям решетки Бете принадлежит бесконечному кластеру. В этих же 

приближениях найдена и магнитная восприимчивость разбавленного изинговского 

магнетика. В обоих приближениях в области отсутствия спонтанной намагниченно-

сти для восприимчивости в нулевом внешнем поле получается один и тот же ре-

зультат. В области спонтанной намагниченности восприимчивость в различных 

приближениях получается различной, однако ее асимптотическое поведение оди-

наково в обоих приближениях.  

Ключевые слова и словосочетания: фазовые переходы; модель Изинга; разбав-

ленный магнетик. 
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Asymptotic behavior of the susceptibility and magnetization  
of a diluted Ising magnet 

It is known that the properties of dilute and disordered magnets differ from the proper-

ties of pure magnets. However, exact solutions for models of magnetic systems with dilu-

tion have not yet been obtained. Therefore, it makes sense to construct approximate so-

lutions for dilute magnets. Some of these solutions can be constructed by averaging over 

the interaction fields. 

The application of the distribution function over interaction fields to the study of the 

properties of a system of many interacting particles has been used for a long time. In 

previous works of the authors, the method of averaging over exchange fields was applied 

to the analysis of the magnetic properties of pure and diluted magnets. 

In this paper, we formulate and prove the relations on which the method of averaging 

over exchange fields can be based on clusters of several spins. Application of the ob-

tained relations to the Ising model with bond dilution allowed us to construct two vari-

ants of approximate methods for this model (as an example). The magnetization ob-

tained in these approximations at zero temperature is compared with the probability 

that the site of a Bethe lattice diluted in bonds belongs to an infinite cluster. 

In the same approximations, the magnetic susceptibility of a diluted Ising magnet was 

also found. In both approximations, in the region of the absence of spontaneous mag-

netization for susceptibility in a zero external field, the same result is obtained. In the re-

gion of spontaneous magnetization, the susceptibility in different approximations is dif-

ferent, but its asymptotic behavior is the same in both approximations. 

Keywords: phase transitions, Ising model, diluted magnet. 

 

Построим решетку Бете следующим способом [1]. Рассмотрим центральный 
узел 0, соединим его с q новыми узлами, которые будем называть «первой обо-
лочкой». Последующие оболочки определим рекуррентной процедурой: оболоч-
ка r + 1 строится присоединением q – 1 новых узлов к каждому из узлов оболоч-
ки r. Проделав эту процедуру N раз, получим так называемое дерево Кейли, 
внутренняя часть которого при N → ∞ и является решеткой Бете.  

Рассмотрим модель Изинга на решетке Бете. Пусть в каждом узле решетки 
Бете находится изинговский спин 1±=σi , где i – номер узла. Будем считать, что 
спины iσ  и jσ , находящиеся в соседних узлах, взаимодействуют с энергией 

jiJ σσ−  где J – обменный интеграл. Кроме того, предположим, что система нахо-

дится во внешнем поле Hв, так что ее гамильтониан есть 

∑ ∑σ−σσ−= iвji HJE .  (1) 
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Модель Изинга с гамильтонианом (1) имеет на решетке Бете известное ре-
шение (то есть выражение для термодинамического среднего iσ ) [1], которое 
можно рассматривать и как точное решение на решетке Бете, и как приближен-
ное решение на произвольной решетке с координационным числом q (прибли-
жение Бете) [1].  

Предположим теперь, что некоторая часть обменных интегралов в (1) искусст-
венно исключена, то есть для каждой пары соседних спинов iσ  и jσ  слагаемое 

jiJ σσ−  с вероятностью b присутствует в гамильтониане и с вероятностью 1 – b  от-

сутствует. Тогда гамильтониан системы можно представить в виде: 

∑ ∑σ−σσξ−= iвjiij HJbЕ )( , (2) 

где ijξ  – независимые случайные величины, каждая из которых принимает зна-

чение 1 с вероятностью b и значение 0 с вероятностью 1 – b . Модель Изинга с 
гамильтонианом (2) называется обычно моделью с разбавлением по связям [2]. 
В отличие от модели Изинга без разбавления (1) для модели с разбавлением по 
связям не найдено точного решения для какой-либо решетки, в том числе и для 
решетки Бете. (Впрочем, за одним исключением – можно построить точное ре-
шение для одномерной цепочки изинговских спинов с немагнитным разбавлени-
ем [3], которую можно рассматривать как решетку Бете с q = 2.) Однако можно 
построить приближенные решения для модели Изинга с разбавлением, в том 
числе и для решетки Бете с произвольным значением q. Эти приближенные ре-
шения можно построить основываясь на следующем, довольно простом рассуж-
дении, применимом, в принципе, к модели Изинга на любой решетке. Рассмот-
рим некоторый узел решетки с координационным числом q, содержащий спин 

0σ . Обозначим r множество из q спинов jσ , соседних к 0σ , и обозначим S мно-

жество всех остальных спинов решетки. Равновесное среднее значение спина 0σ  
вычисляется следующим образом: 

Z
kT

bE
∑ 
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T – абсолютная температура, 
k – постоянная Больцмана. 
Воспользуемся тем обстоятельством, что в гамильтониане (2) можно выде-

лить слагаемое, содержащее 0σ : 

),(),()( srErEbE soo +σ= . 

Тогда (3) можно переписать в следующем виде: 
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есть вероятность того, что спины множества r имеют определенные значения, 
получим: 
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Другими словами, равновесное среднее значение любого спина 0σ  в решет-
ке может быть вычислено так. Зафиксируем значения соседних к нему спинов 
(составляющих множество r). При этих фиксированных значениях, рассматри-
ваемых как постоянные, вычислим условное среднее значение 0σ , равное 

∑

∑
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00 . Это условное среднее следует теперь усреднить по всем воз-

можным конфигурациям соседних спинов, что, разумеется, эквивалентно усред-
нению по термодинамическому ансамблю. Такое представление для oσ  спра-

ведливо, конечно же, не только для модели Изинга чистого или разбавленного 
магнетиков, но и для любой решеточной модели, в гамильтониане которой мож-
но выделить множество «граничных» спинов r, отделяющих «внутренний» спин 

0σ  от «внешних» спинов s. Для модели Изинга с разбавлением по связям 

∑ +σξσ−=σ )(),( 0000 вjij HJrE  и  

)(rWhKth
r j

вjojo ∑ ∑ 







+σξ=σ .  (4) 

Здесь 
kT

J
K = , 

kT

H
h в

в
=  . В выражении (4) можно перейти к суммированию по 

значениям переменной ∑ σξ= jijh 0 , которую мы в дальнейшем будем называть 

полем взаимодействия. Введя функцию распределения поля взаимодействия 

)()( rWhhW
r j

joi∑ ∑ 







σξ−δ= , 

где δ  – дельта-функция, запишем (4) в виде: 
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∫ +=δ dhhWhKhth
вo )()( . (5) 

Для магнетика с разбавлением W(h), а следовательно и oσ  , оказываются 

зависящими от макроскопически большого числа случайных переменных ijξ . 

Поэтому для вычисления наблюдаемой величины – макроскопической намагни-
ченности M – следует усреднить (5) по всем возможным конфигурациям слу-
чайных переменных ijξ . (Для достаточно большой решетки, в соответствии с 

идеей самоусреднения [4], это эквивалентно усреднению по всем узлам решетки 
при определенных значениях переменных ijξ .) Поскольку th(Kh + hв) не зависит 

от переменных ijξ , усреднение в (5) приведет к замене W(h) «средней» функцией 

распределения )(hW : 

∫ += dhhWhKhthЬ
в

)()( . (6) 

Рассмотрим теперь два соседних спина решетки 1σ  и 2σ . Рассуждая так же, 
как и для одного спина, получим для среднего значения спина такого димера: 

∫ −ξ−+++
++=σ+σ

))(()2exp()2)((

),()2)((

2 211221

21212121

hhKchKhhhKch

dhdhhhWhhhKsh

в

в  

Здесь h1 и h2 – поля взаимодействия, определяемые аналогично полю h для 
одного спина. Проводя теперь усреднение по значениям переменных ijξ ,  

получим: 

∫ ++++−= 2121121 ),())()((
2

)1(
dhdhhhWhKhthhKhth

b
M

вв   (7) 

Здесь ),( 211 hhW  и ),( 212 hhW  – усредненные функции распределения полей 
взаимодействия для димера с разорванной и не разорванной связью соответст-
венно. 

Используя кластеры, состоящие из произвольного числа спинов, можно по-
лучить для них выражения для M, аналогичные (6) и (7). Кроме того, для класте-
ров, содержащих более одного спина, можно получить выражения для средних 
значений функций нескольких спинов, таких, например, как спиновые ковариа-
ции. 

Вычисление намагниченности в модели Изинга с разбавлением непосредст-
венно по формулам (6) или (7) возможно, только если известны соответствую-
щие функции распределения полей взаимодействия. Как видно из этих формул, 
нахождение функций распределения фактически эквивалентно точному реше-
нию задачи. Однако формулы (6) и (7) (или формулы, которые можно аналогич-
ным способом получить для кластеров с большим числом атомов) можно ис-
пользовать для построения приближенных методов нахождения намагниченно-
сти в модели Изинга с разбавлением. Для этого нужно принять те или иные при-
ближения для функций распределения )(hW , ),( 211 hhW  и ),( 212 hhW , входящих  
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в формулы (6) и (7). В настоящей работе мы рассмотрим два варианта таких при-
ближений.  

Самым простым (и грубым) приближением представляется замена усредне-
ния по полям в (6) и (7) подстановкой средних значений этих полей. Иными сло-
вами, функции распределения в (6) и (7) возьмем в следующем виде:  

)()( ahhhW −δ=  и )()(),(),( 2211212211 aa hhhhhhWhhW −δ−δ== . 

В отношении средних полей ha, h1a и h2a примем следующие предположения. 
Будем считать h1a = h2a, а величины полей будем считать пропорциональными 

количеству внешних соседних узлов: 
q

q
h

h
a

a
1

1
−= . Обозначив x коэффициент 

этой пропорциональности, из (6) получим: 

)(
вх

hKqxthM += ,  (8) 

где x определяется из уравнения, полученного приравниванием правых частей 
(6) и (7) с подставленными в них приближенными выражениями для функций 
распределения: 

.
)2)1(2(

2)1(2(
))1(()1()(

2K
вх

вх

вхвх ehxqKch

hxqKsh
bhxqKthbhKqxth −++−

+−++−−=+  (9) 

Оказывается, что приближение (9) для чистого магнетика (b = 1 является 
точным решением для модели Изинга на решетке Бете, а при b < 1  его можно 
рассматривать как «псевдохаотическое» приближение для модели Изинга с не-
магнитным разбавлением на решетке Бете [5]. (Псевдохаотическое приближение 
получается из решения задачи с подвижными немагнитными примесями при на-
ложении дополнительного условия равенства нулю корреляции в расположении 
примесей в соседних узлах решетки [Там же].) 

Другое приближение для функций распределения, входящих в (6) и (7), со-
стоит в следующем [6]. У каждого i-го узла разбавленной по связям решетки 
есть k связанных с этим узлом соседей. Это случайное число, принимающее зна-
чения от 0 до q и при случайном и некоррелированном расположении разорван-
ных связей в решетке распределенное по биноминальному закону. Следователь-
но, функцию )(hW , входящую в (6), всегда можно представить в виде: 

∑
=

−−=
q

k

kkqkk
q bhWbbChW

0

)( ),()1()( , 

где ),()( bhW k  – условная функция распределения по полям взаимодействия при 
условии, что у узла есть ровно k связанных с ним соседних узлов. 

Аналогично, функции ),,( 212,1 bhhW , входящие в выражение (7), можно пред-

ставить в виде: 

∑∑
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−− −=
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1

0
21
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q

p
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Построим теперь следующее приближение. Заменим усреднение по услов-
ным функциям распределения W(k)  и ),(

2,1
lpW  подстановкой в соответствующие 

выражения условных средних. Иными словами, возьмем условные функции рас-
пределения в виде: 

)()( (),( k
a

k hhbhW −δ=  и  

)(
22

)(
1121

,
221

),(
1 ()(),,(),,( l

a
p

a
lplp hhhhbhhWbhhW −δ−δ== . 

Будем считать, что средние значения полей )(k
ah , )(

1
p

ah  и )(
2
l
ah  пропорциональ-

ны значениям k, ρ  и l соответственно с одним и тем же коэффициентом пропор-
циональности, который обозначим y. Тогда из (6) и (7) получим: 

∑
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− +−=
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k
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q hKkthbbCM
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где y определяется из уравнения 
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hylpKsh
bbCCb . (11) 

Приближение (10), (11) в дальнейшем будем называть «биноминальным». Рас-
смотрим основные свойства биноминального приближения (10), (11). Во первых 
заметим, что для чистого магнетика (b = 1) приближение (10), (11) совпадает с (8), 
(9) и является, таким образом, точным решением для модели Изинга на решетке 
Бете. Есть еще одно сходство между приближениями (10), (11) и (8), (9), а именно: 
если для приближения (8), (9) найти критическое значение параметра K = Kc, при 
котором исчезает ненулевой корень (9) для 0=

вх
h , получим [7]: 

c

c
c bb

bb
K

−
+= ln

2

1
, 

1

1

−
=

q
bc .  (12) 

Используя (11), нетрудно показать, что в биноминальном приближении для 
критического значения параметра Kc и перколяционного порога bc получается 
точно такой же результат (12). Однако в общем случае приближения (8), (9) и 
(10), (11) не совпадают.  

К сожалению, не удается построить точное решение для модели Изинга с 
разбавлением даже для решетки Бете с q > 2. Но для решетки Бете с разбавлени-
ем можно сравнительно просто найти вероятность )(bPo  того, что случайно взя-
тый узел решетки принадлежит бесконечному кластеру [2]: 

q
o ZbP −= 1)( , (13) 

где Z – корень уравнения ∑
−

=
=

2

0

1q

i

i

b
Z   
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Известно, что средняя спонтанная намагниченность в модели Изинга с раз-
бавлением при T → 0 (K → ∞) должна быть равна )(bPo  [2]. Поскольку прибли-
жения (8), (9) и (10), (11) при b = 1  есть точные решения для модели Изинга на 
решетке Бете, то при b < 1 на них можно смотреть как на приближенные реше-
ния для модели Изинга с разбавлением для этой решетки. Поэтому имеет смысл 
сравнить вероятность )(bPo  со спонтанной намагниченностью в этих приближе-

ниях при K → ∞.  
Численный расчет показывает, что разница вероятности )(bPo и намагничен-

ности, вычисленной при T → 0 для биноминального приближения ( )(0 bM bin ), 

меньше, чем для псевдохаотического ( )(0 bM hρ ). Однако есть качественное разли-

чие в поведении намагниченностей )(0 bM hρ  и )(0 bM bin , с одной стороны, и веро-

ятности )(bPo  – с другой, вблизи порога протекания 
1

1

−
=

q
bc . Из (13) легко по-

лучить, что при cbb →  вероятность )(bPo  пропорциональна разнице b – bc и при-
ближенно равна: 

)))(2((

)1(2
)(

c
o bbq

qq
bP

−−
−≈ . (14) 

Построим теперь асимптотические выражения для )(0 bM hρ  и )(0 bM bin  при 

cbb → . Из (8), (9) получим при K → ∞ 

)~()(0 xqthbM h =ρ  

)~)1(2()~)1(()1()~( xqbthxqthbxqth −+−−=  

где Kxx
K
lim~

∞→
= .  

Разлагая в этих выражениях гиперболический тангенс при малых значения 
аргумента, получим: 

c
qh bb

qq

q
bM −

−−
−≈ρ

)34)(2(
)1(3

)(0 . (15) 

Аналогично 

c
qbin bb

qq

qq
bM −

−−
−≈

97)(2(
)(3

)(0 . (16) 

Иначе говоря, при )(0 bMbb h
с

ρ→  и )(0 bM bin  пропорциональны квадратному 
корню величины b – bc, а P0(b) пропорциональна первой степени этой величины.  

Дифференцируя (8) и (9) по hвх, найдем магнитную восприимчивость при 
М = 0, т.е. при hвх = 0 и K < Kc(b): 

bthKb

bthK
b

c
c −

+=χ 1
,  
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где 
1

1

−
=

q
bc  .  (17) 

Нетрудно показать, что и в биноминальном приближении (10), (11) для вос-
приимчивости в нулевом внешнем поле в парамагнитной области )(bKK c<  по-
лучается такой же результат (17). Поведение восприимчивости (17) вблизи гра-
ницы парамагнитной области определяется асимптотическим выражением: 

1)(
2

1 −−≈χ ТТА
с , 

222 ))((

)1(

b

b
athbb

bbb
A

c
c

cc

−

+=  ,  (18) 

где KТ 1= , 
)(

1

bK
Т

c
с

= . 

В области существования спонтанной намагниченности K > Kc(b) T < Tc  
восприимчивости в псевдохаотическом и биноминальном приближениях уже не 
совпадают, однако при T → Tc для них получается одинаковое асимптотическое 
выражение:  

1)(
2

1 −−≈χ ТТА
с . (19) 

Есть основания полагать, что выражение (17), определяющее восприимчи-
вость разбавленного изинговского магнетика на решетке Бете в парамагнитной 
области, является точным выражением для этой модели [3]. Можно предполо-
жить, что и асимптотическое выражение (19) (включая численный коэффициент 
при 1)( −−ТТ

с
 также является точным результатом для этой модели.  
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