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Введение 

 Исследование поведения систем многих взаимодействующих частиц, таких, например, 

как магнетики является одной из центральных проблем физики твердого тела и статистической 

механики. Эта проблема стала особенно актуальной в последнее время в связи с открытием все 

большего числа новых магнитных систем, таких как спиновые стекла, спиновый лед или маг-

нитные материалы с управляемыми свойствами. Весьма эффективным инструментом анализа 

таких систем являются решеточные модели, например, модель Изинга, модель Поттса или мо-

дель Гейзенберга. Эти и другие решеточные модели могут во многих случаях и сами по себе 

служить достаточно точным описанием реальных систем, а кроме того, принцип универсально-

сти позволяет распространить результаты, полученные для простых решеточных моделей и на 

более сложные системы. Решеточные модели могут быть сформулированы не только для «чис-

тых» магнетиков, с трансляционной симметрией гамильтониана, но и для систем с немагнит-

ным или иным разбавлением или для магнетиков со случайными магнитными полями [8, 21]. 

Такие неупорядоченные и неоднородные магнитные системы являются в некотором смысле бо-

лее интересным объектом исследования, чем «чистые» магнетики, поскольку неупорядоченные 

системы характеризуются бȯльшим числом магнитных состояний и более сложной реакцией на 

изменение внешних параметров [10, 21].  

 К сожалению, эффективность решеточных моделей для анализа магнетиков и других 

систем взаимодействующих частиц ограничена, как правило, невозможностью получить точное 

решение в подавляющем большинстве случаев. Известное решение Онсагера [6] для двумерной 

модели Изинга на квадратной решетке в отсутствии внешнего поля является одним из редких 

исключений из этого правила. В случае магнетиков с примесями или других неупорядоченных 

систем точных решений практически никогда не удается получить. Более того, в этом случае 

затруднительно указать даже общие свойства фазовых переходов и критических явлений. 

 В предлагаемой работе представлено несколько новых подходов к нахождению прибли-

женных решений как для чистых, так и разбавленных решеточных моделей. Это, во-первых, 

дальнейшее развитие метода усреднения по локальным полям взаимодействия [1, 14] в различ-

ных направлениях. Во-вторых, использование кластеров различного размера и конфигурации 

как для усреднения по локальным полям, так и для построения ренормгруппового преобразова-

ния фиксированного масштаба. И в-третьих, метод псевдохаотического распределения приме-

сей для анализа разбавленных магнетиков. Все эти методы как в общей постановке, так и при-

менительно к конкретным задачам рассмотрены в настоящей работе. 
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Цель диссертационной работы - разработка эффективных методов учета влияния подвижных 

и вмороженных примесей на макроскопические характеристики разбавленных магнетиков. 

Кроме того, целью работы является исследование с помощью этих методов магнитных фазовых 

переходов и магнитных состояний в моделях разбавленных магнетиков. Для достижения этой 

цели в работе были поставлены и решены следующие задачи.  

1. Развитие метода усреднения по обменным полям путем применения его к кластерам магнит-

ных атомов и построения ренормгруппового преобразования на этой основе. Применение этого 

метода к магнетикам Изинга, Поттса и Гейзенберга с изотропным и анизотропным взаимодей-

ствием. 

2. Распространение метода усреднения по обменным полям в обобщенной, «кластерной» форме 

на разбавленные по узлам и связям решеточные магнетики. Применение метода к разбавленно-

му по узлам или связям изинговскому решеточному магнетику, нахождение порогов протека-

ния и концентрационной зависимости температуры Кюри. 

3. Применение обобщенного метода усреднения по обменным полям к задаче о нахождении 

корреляционных функций чистого и разбавленного изинговского магнетика. 

4. Применение метода усреднения по полям к анализу магнитных состояний магнетика с под-

вижными немагнитными примесями, находящимися в термодинамическом равновесии с маг-

нитной подсистемой.  

5. Формулировка условий, при которых подвижные немагнитные примеси распределены близко 

к хаотическому распределению вмороженных примесей («псевдохаотическое» распределение).  

Научная новизна работы состоит в следующем: 

1. Впервые сформулирован и обоснован метод усреднения по локальным обменным полям (или 

в более общей форме – метод усреднения по конфигурациям соседних спинов). Предложено 

использование кластеров как для обобщения метода усреднения по локальным полям, так и для 

построения ренормгруппового преобразования фиксированного масштаба. Все эти методы 

обобщены на случай разбавленных магнетиков.  

2. Впервые получено точное решение для одномерной модели Изинга с неподвижными, хао-

тично расположенными немагнитными примесями. Решена одномерная модель Изинга с под-

вижными немагнитными примесями. Для этой модели найдены корреляционные функции. По-

казано, что с помощью подбора параметров межатомного взаимодействия, систему с подвиж-

ными примесями, находящимися в термодинамическом равновесии, можно приблизить к сис-

теме с вмороженными примесями (псевдохаотическое приближение).  

3. Предложена интерпретация приближения Бете, основанная на сопоставлении спиновых кла-

стеров различного размера на дереве Кейли. На основе этой интерпретации развит метод по-

строения приближения Бете для разбавленного по узлам или связям изинговского магнетика. 
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4. Найдены корреляционные функции и решение задачи о разбавленном изинговском магнетике 

на решетке Бете в псевдохаотическом приближении. 

5. Получено решение для модели Поттса на решетке Бете с немагнитными примесями в псевдо-

хаотическом приближении. Найдена температура фазового перехода, намагниченность и вели-

чина скачка спонтанной намагниченности при температуре фазового перехода. Исследовано 

влияние немагнитного разбавления на всю линию фазовых переходов первого рода в модели 

Поттса на решетке Бете во внешнем поле. 

6. Построен класс приближенных решений задачи Изинга с немагнитным разбавлением, яв-

ляющийся обобщением приближения Бете. Показано, что некоторые из приближений этого 

класса можно интерпретировать как точные решения для модели Изинга на рекурсивных ре-

шетках. 

Теоретическая и практическая значимость работы. Результаты, полученные в работе, име-

ют фундаментальную теоретическую значимость. Метод усреднения по локальным обменным 

полям, в том виде, в котором он развит в диссертационной работе, может быть использован для 

анализа поведения широкого класса систем многих частиц с конечным радиусом взаимодейст-

вия. Важное теоретическое значение имеет развитый в работе способ связи вмороженного и 

расплавленного беспорядка в разбавленных магнетиках (псевдохаотическое распределение). 

Как показано в работе, эта связь может быть построена с помощью подбора параметров меж-

атомного взаимодействия – своих при каждом значении температуры. Теоретическое значение 

имеет также и впервые полученное в работе точное решение для одномерной модели Изинга с 

вмороженными примесями.  

Основные научные положения и результаты, выносимые на защиту 

1. Теоретическое обоснование и обобщение метода усреднения по локальным полям 

взаимодействия. Доказательство того, что в системе взаимодействующих частиц любое термо-

динамическое среднее некоторой величины всегда может быть вычислено в два этапа. На пер-

вом этапе величина вычисляется по кластеру частиц, при фиксированном внешнем окружении. 

На втором – производится усреднение по конфигурациям этого окружения.  

 Построенная на основе такого представления термодинамических средних общая схема 

получения самосогласованных уравнений, включающая в себя как известные способы (метод 

среднего поля, приближение Бете, метод усреднения по обменным полям), так новые.  

2. Точное решение для одномерной модели Изинга с неподвижными, хаотично располо-

женными немагнитными примесями. Найденные для этой модели зависимости намагниченно-

сти и парной корреляции от температуры, внешнего поля и концентрации примесей. 
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3. Точное решение модели Изинга с подвижными немагнитными примесями на решетке 

Бете. Зависимость критических концентраций примесей от параметров межатомного взаимо-

действия. 

4. Метод псевдохаотического приближения. Предположение о полной некоррелирован-

ности псевдохаотического распределение в области нулевой намагниченности для любой ре-

шетки. Обоснование этого предположения расчетом корреляционных функций для модели 

Изинга с немагнитным разбавлением на решетке Бете. Полученное для этой модели выражение 

для магнитной восприимчивости.  

5. Решение для модели Поттса на решетке Бете с немагнитными примесями в псевдохао-

тическом приближении. Полученные в этом приближении температура фазового перехода, на-

магниченность и величина скачка спонтанной намагниченности при температуре фазового пе-

рехода. Влияние немагнитного разбавления на всю линию фазовых переходов первого рода в 

модели Поттса на решетке Бете во внешнем поле. 

6. Построенный класс приближенных решений задачи Изинга, являющийся обобщением 

приближения Бете. Доказательство того, что некоторые из приближений этого класса можно 

интерпретировать как точные решения для модели Изинга на рекурсивных решетках. Расшире-

ние этого класса на модель Изинга разбавленного по узлам и связям магнетика. 

Достоверность научных результатов подтверждается независимыми численными расчетами; 

близостью результатов, полученных в различных приближениях, их сравнением с точными ре-

шениями; качественной сходимостью экспериментальных и теоретических данных; непротиво-

речивостью используемых моделей и основных положений статистической физики.  

Апробация работы. Основные результаты работы были представлены на всероссийских науч-

ных конференциях: 56, 57, 58, 59, 60 и 62 Всероссийской научной конференции. Владивосток 

Публикации По теме диссертации опубликовано 1 монографий, 23 статьи в ведущих россий-

ских и зарубежных журналах, входящих в БД Scopus, Web of Science и Перечень ВАК и 32 ра-

боты в сборниках трудов и тезисов научных конференций. 

Структура и объем диссертации Диссертация состоит из введения, 6 глав и заключения, в ко-

торых приведены основные результаты и выводы, а также списка цитируемой литературы. Об-

щий объем диссертации составляет 182 страницы и включает 43 рисунка, 9 таблиц и 94 библио-

графических ссылок. 
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Глава 1. Модели магнетиков и методы их анализа 

1.1. Дискретная модель с парным взаимодействием на регулярной решетке 

Причиной фазовых переходов в магнетиках главным образом является, как известно [8, 

18, 91], обменное взаимодействие между электронами незаполненных оболочек атомов магне-

тика. Это взаимодействие приводит к тому, что энергия соседних электронов минимальна то-

гда, когда их спины параллельны (ферромагнетизм) или антипараллельны (антиферромагне-

тизм) [91]. Конечно, кроме этого существует и диполь-дипольное взаимодействие, и множество 

различных сложных эффектов, связанных с кристаллической или молекулярной структурой 

веществ и приводящих к появлению анизотропии, различным видам магнитной упорядоченно-

сти и другим особенностям [91]. Магнитные свойства системы сильно зависят от ее размерно-

сти, от наличия в кристаллической структуре немагнитных примесей [18] или других факторов, 

нарушающих ее трансляционную симметрию. Задача теории магнитных состояний и магнит-

ных фазовых переходов в веществе в самой общей постановке заключается в том, чтобы каче-

ственно или даже количественно объяснить особенности этих явлений на основе микроскопи-

ческих моделей магнетика. И хотя многое в этом направлении уже сделано, задача эта еще да-

лека от окончательного решения. В особенности это касается критического поведения неупоря-

доченных магнетиков, магнетиков с примесями или систем со случайными полями [19-21].  

В статистической физике для теоретического описания фазовых переходов и критиче-

ских явлений, как правило, используются модели, в которых геометрия решетки и параметры, 

характеризующие взаимодействие магнитных моментов считаются заданными [6,19]. Кроме 

того, часто взаимодействие частиц в этих моделях является парным, то есть гамильтониан 

взаимодействия частиц представляется в виде суммы слагаемых, каждое из которых связано 

только с одной парой частиц. И хотя существуют системы, для которых такое приближение яв-

но не оправдано, во многих случаях модели с парным взаимодействием и с заданной геометри-

ей расположения взаимодействующих атомов вполне способны отразить существенные свойст-

ва реальных магнетиков. В настоящей работе мы будем иметь дело в основном с моделями с 

парным взаимодействием, хотя большинство излагаемых здесь методов могут быть легко 

обобщены на модели с многочастичным взаимодействием. 

К моделям с парным взаимодействием относится, например, квантовая модель Гейзен-

берга [91], гамильтониан которой (иногда называемый гамильтонианом Гейзенберга – Дирака – 

ван Флека) имеет вид 

                                                                               (1.1) 
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Здесь     – оператор спина, локализованного в    – м узле некоторой регулярной решетки,    – 

внешнее магнитное поле,   – фактор Ланде,    – магнетон Бора. Первая сумма в выражении 

(1.1) - это сумма по всем (упорядоченным) парам узлов, вторая – по всем узлам. Константы     

называются обменными интегралами, они, обычно, быстро убывают с расстоянием и часто 

принимаются отличными от нуля только для ближайших соседей. Использование такого кван-

товомеханического гамильтониана сильно осложняется тем, что спиновые переменные, отно-

сящиеся к разным атомам, нельзя считать независимыми. Поэтому гамильтониан (1.1) упроща-

ют следующим образом. Операторы спина     в (1.1) заменяют обычными классическими еди-

ничными векторами    , а прямое произведение операторов в (1.1) скалярным произведением 

этих векторов          . В результате получим классическую модель Гейзенберга, использую-

щуюся для описания изотропных магнетиков – гамильтониан этой модели имеет осевую сим-

метрию, если внешнее поле не равно нулю, а в отсутствии внешнего поля не меняется при по-

вороте всех спинов на один угол в любом направлении. Для учета кристаллической анизотро-

пии, вместо скалярного произведения используется анизотропная комбинация компонент век-

торов     и    :    
   

     
 
  

 
    

   
 , что приводит к гамильтониану 

           
   

     
 
  

 
    

   
                                                 (1.2) 

который называется XYZ моделью. При     и       получим модель магнетика с силь-

ной осевой анизотропией, а при       и     – модель магнетика с сильной планарной 

анизотропией (XY – модель). Существуют ситуации (например, в многослойных системах), для 

более точного описания которых, в гамильтониан (1.2) следует добавить слагаемые, пропор-

циональные квадрату скалярного произведения           (биквадратный обмен) или даже его бо-

лее высоким степеням [21]. 

 В классической модели Гейзенберга и в ее анизотропных и иных обобщениях, значения 

компонент векторов    , входящие в (1.2) являются произвольными вещественными числами, 

ограниченными лишь условием        . Если отказаться от непрерывности этих компонент и 

допустить, что они могут принимать лишь дискретное множество значений (что имеет смысл 

как с принципиальной (универсальность), так и с технической (упрощение расчетов), точки 

зрения) получим множество дискретных моделей, полный обзор которых выходит за рамки на-

стоящей работы. Эти модели можно тем или иным способом классифицировать, например, 

опираясь на группы симметрии гамильтониана – множества преобразований спиновых пере-

менных, не меняющих значение энергии системы [18]. Однако нашей целью является разработ-

ка методов анализа, обладающих максимальной универсальностью в пределах класса дискрет-

ных моделей с парным взаимодействием. Поэтому все дискретные варианты модели (1.2) или ее 
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модификаций с более общим видом парного взаимодействия мы будем рассматривать как част-

ные случаи дискретной модели с произвольным парным взаимодействием. Сформулируем эту 

модель следующим образом. Пусть в каждом узле некоторой регулярной решетки с координа-

ционным числом   находятся «спины»    (  - номер узла), каждый из которых может принимать 

  различных дискретных значений           , скалярных или векторных. Гамильтониан мо-

дели с парным взаимодействием можно представить в таком виде 

                                                                          (1.3) 

Здесь          – симметричная функция парного взаимодействия. Функция          

описывает взаимодействие спина с внешним полем (или полями)   . Первая сумма в выраже-

нии (1.3) - это сумма по всем упорядоченным парам взаимодействующих спинов, вторая – по 

всем узлам. Гамильтониан (1.3) является функцией     – множества всех возможных наборов 

значений спиновых переменных   ; - это множество образует ансамбль состояний системы. 

К дискретным моделям с парным взаимодействием относится, во-первых, известная мо-

дель Изинга [6]. Действительно, если    ,     ,      ,               и          

        из (1) получим гамильтониан модели Изинга [6]. Если же                     , 

                    где           
          

         

 , из (1.3) получим гамильтониан модели Пот-

тса с   состояниями [6]. Для изотропных моделей с взаимодействием только между ближайши-

ми соседями       для ближайших соседей и равно нулю во всех остальных случаях. 

 Согласно общим принципам статистической механики [24, 25] равновесное значение     

любой наблюдаемой величины       , зависящей от состояния системы, может быть вычисле-

но как среднее по ансамблю 

                    , 

где функция        (вероятности различных состояний) равна 

       
 

 
      

      

  
  

Здесь          
      

  
     – статистическая сумма,   – температура,   – постоянная Больц-

мана. Энтропия   и энергия   системы определяются выражениями 

                         ,                         

Отсюда, используя определение свободной энергии       , получим         . Иными 

словами, для нахождения равновесных средних величин в системе с гамильтонианом (1.3) не-

обходимо вычислить статистическую сумму 

        
 

  
               

 

  
                                                  (1.4) 
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Допустим теперь, что в некоторых узлах решетки вместо спинов могут быть немагнит-

ные атомы («примеси»). Можно рассматривать два типа примесей – «вмороженные» неподвиж-

ные примеси случайно и без корреляции разбросанные по узлам решетки и «подвижные» при-

меси – способные перемещаться по узлам и находящиеся в термодинамическом равновесии с 

матрицей [8, 19-21]. Модель с вмороженными примесями можно сформулировать так [8]. Для 

каждого узла решетки с номером   введем случайную переменную   , которая может быть равна 

0 и 1, а ее среднее значение         определяет вероятность заполнения   -го узла. Гамильто-

ниан (1.3) заменяется на 

                                                                           (1.5) 

Такая модель называется моделью с разбавлением по узлам. Можно также сформулировать мо-

дель замороженных связей. В ней считается, что определенная доля      всех парных взаи-

модействий искусственно исключена.  

Рассмотрим теперь задачу с подвижными примесями. Предположим, что взаимодействие 

между атомами примеси и между примесью и магнитным атомом тоже является парным и бу-

дем учитывать это взаимодействие только для ближайших соседей. Обозначим через     энер-

гию взаимодействия двух соседних атомов примеси,     - энергию взаимодействия атома при-

меси и магнитного атома и     - энергию взаимодействия двух магнитных атомов. Пусть пере-

менные    принимают значения           , если в узле находится магнитный атом и значе-

ние   (не равное ни одному из   ), если в узле находится примесь. Определим             и 

          . Тогда большая статистическая сумма имеет вид 

        
 

  
                

 

  
                         ,                     (1.6) 

где                                            ,   
 

  
 (  - химический потенциал). Та-

ким образом, модель с подвижными немагнитными примесями с   состояниями спина можно 

рассматривать просто как модель без примесей, но с парным взаимодействием с     состоя-

ниями. Например, поскольку модель Поттса с двумя состояниями эквивалентна модели Изинга 

[6], модель Изинга с подвижными примесями эквивалентна модели Потса с тремя состояниями. 

 Несколько сложнее обстоит дело с вмороженными примесями. Вычисление статистиче-

ской суммы с гамильтонианом (1.5) должно, по идее, производиться при заданных значениях 

переменных   , поскольку в случае вмороженных примесей указание значений этих перемен-

ных должно рассматриваться как способ задать геометрию системы. Однако в таком случае ста-

тистическая сумма и средние значения наблюдаемых величин оказываются функциями макро-

скопически большого числа параметров   , что, конечно же, не имеет смысла. Для преодоления 

этой трудности используется идея самоусреднения [21], согласно которой в термодинамиче-

ском пределе систему с гамильтонианом (1.5) можно представить в виде совокупности слабо 
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взаимодействующих макроскопических подсистем, а свободную энергию всей системы, соот-

ветственно, как сумму свободных энергий этих подсистем. (Такое представление возможно по-

тому, что функция парного взаимодействия         , как правило, быстро убывает с увеличени-

ем расстояния между спинами    и   .) Если теперь полагать, что в каждой из таких подсистем 

реализуется свой случайный набор значений «параметров заполнения»   , то по закону больших 

чисел свободную энергию системы можно представить как среднее значение по всем возмож-

ным конфигурациям    : 

                                    ,                                  (1.7) 

где        - статистическая сумма, вычисленная при заданном значении параметров   ,        – 

вероятность этого набора. Для вычисления среднего в (1.7) используется так называемый метод 

реплик [21], который удобно представить в следующей интерпретации [21], позволяющей в из-

вестном смысле убрать принципиальное различие между вмороженными и подвижными при-

месями. Обозначим 

                                                                     (1.8) 

свободную энергию системы, вычисленную для заданного набора значений параметров   . 

Предположим теперь, что примеси могут все же перемещаться по узлам решетки, то есть зна-

чения параметров    могут изменяться. Если считать, что расположение примесей находится в 

полном термодинамическом равновесии со спиновыми переменными, то получим модель рас-

плавленного беспорядка (1.6). Однако можно представить себе ситуацию, когда время установ-

ления равновесного состояния в расположении примесей значительно превышает время уста-

новления равновесия в системе спиновых переменных и система спинов не находится в тепло-

вом равновесии с системой примесей. Иными словами, будем считать, что температура    сис-

темы примесей не совпадает с температурой   спиновой системы. В этом случае свободную 

энергию (1.8) можно рассматривать в качестве гамильтониана системы примесей. (К которому, 

конечно же, следует добавить        - слагаемое, связанное с энергией взаимодействия магнит-

ных атомов и атомов примеси, наподобие, как в модели (1.6)). Тогда полная статистическая 

сумма системы равна 

               
 

   
   

                

или 

                       
      

 
  

    

   , 

а полная свободная энергия 

                                                                          (1.9) 
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При      получим модель подвижных примесей, находящихся в термодинамическом равно-

весии с системой спинов (1.6). Модель с вмороженными случайно распределенными примесями 

можно понимать как предел      при конечном значении  . Покажем это, воспользовавшись 

предельным соотношением, выполняющимся для любых положительных    и которое легко до-

казать по правилу Лопиталя:  

      
         

 
  

 
         ,   где           

Используя это соотношение в (1.9), получим 

                                               , 

что с точностью до аддитивной константы                 , имеющей смысл средней энергии 

конфигурации примесей, совпадает с (1.7). 

1.2. Решение для решетки Бете 

 Вычисление статистической суммы (1.4) является крайне сложной задачей, допускаю-

щей точное решение только в сравнительно небольшом количестве частных случаев. Известно, 

например, точное решение для модели Изинга на квадратной решетке в отсутствии внешнего 

поля [6].  

 

Рис.1.1. Узлы и связи в решетке Бете при    . 

Существуют, однако, модельные кристаллические решетки (являющиеся в известном 

смысле «паталогическими»), для которых сумма (1.4) или средние значения, найденные по этой 

статистической сумме, могут быть вычислены точно. Например, эта задача имеет точное реше-

ние для так называемой решетки Бете. Решетка Бете строится следующим образом [6]. Цен-

тральный узел (узел 0 на рис. 1) соединяется с   другими узлами, каждый из которых, в свою 

очередь, с     новыми. Проделав эту процедуру   раз, получим так называемое дерево Кэй-
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ли. Решеткой Бете называется внутренняя (далекая от граничных точек) часть этого графа при 

    Рассмотрим вычисление статистической суммы (1.4) на решетке Бете методом, описан-

ным в [6]. Статистическую сумму (1.4) представим в виде        , где 

                    
     

 
 

  
   

 

        

Вероятность    того, что центральный спин    принимает значение    

   
             

 
. 

Преобразуем      с учетом того, что точка 0 (рис. 1.1) является корневой точкой   независи-

мых подграфов: 

          
        

  
         

    

 

   

 

     обозначает все спины на   - ом подграфе, кроме   , а 

                         
     

           
 

  
   

 

        

Пусть                  . Тогда 

        
        

  
         

 

  

 

и 

   
 

 
              

        

  
         

  

Обозначим      
      

      
. Тогда 

   
     

        

  
     

 

      
        

  
  

   
 

 

    для         

и                                                                                                                                                        (1.10)  

   
     

        

  
 

      
        

  
  

   
 

 

. 

Для величин      можно составить рекуррентные соотношения, основываясь на следующих со-

ображениях [6]. Если разрезать верхний подграф на рис. 1.1 в точке 1, примыкающей к точке 0, 

то он распадется на «ствол» (0,1) и     идентичных ветвей, каждая из которых является под-

графом, аналогичным исходному, но содержащим     оболочек. Поэтому 

                         
        

  
            

       
   , 

где      обозначает все спины (кроме   ) на   – ой ветви подграфа. Следовательно 
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. 

Отсюда получим рекуррентные соотношения для      

     
               

        

  
                    

        

  
        

      
   

               
        

  
                    

        

  
   

     
      

   

                   (1.11) 

Используя рекуррентные уравнения (1.11) (с начальным условием       ) и соотношения 

(1.10) можно вычислить вероятности    для корневой точки дерева Кейли с   оболочками. Ре-

шение для решетки Бете получим переходя к пределу    . Для нахождения этого предела в 

рекуррентных соотношениях (1.11) положим                и будем рассматривать получен-

ные равенства как уравнения относительно   . Подставив решения этих уравнений в (1.10), 

найдем вероятности    для решетки Бете. 

 Это решение можно рассматривать как приближенное решение для произвольной ре-

шетки с координационным числом   – в этом и заключается приближение Бете. В дальнейшем 

будет показано, что приближение Бете допускает интерпретацию и в терминах усреднения по 

полям взаимодействия, и в терминах ренормгруппового преобразования конечного масштаба. 

1.3. Усреднение по полям взаимодействия 

 К проблеме нахождения равновесных средних значений в системе с гамильтонианом 

(1.3) или в моделях с немагнитным разбавлением (1.5) и (1.6) можно подойти несколько с иной 

точки зрения, не предполагающей непосредственного вычисления статистической суммы. Этот 

подход, который в дальнейшем будет называться методом усреднения по полям взаимодейст-

вия, основан на использовании функции распределения по полям взаимодействия [1, 14]. 

Применение функции распределения по полям взаимодействия к изучению свойств сис-

темы многих взаимодействующих частиц началось с работы Чандрасекхара [92]. В этой работе 

рассматривалось движение системы галактик, связанных гравитационным взаимодействием. 

Позднее этот метод был использован для оценки влияния магнитостатического взаимодействия 

мелких ферримагнитных частиц, находящихся в немагнитной матрице [93]. Приведем теперь 

обоснование метода усреднения по полям взаимодействия применительно к вычислению тер-

модинамических средних в системе взаимодействующих частиц. Будем считать, что частицы 

находятся в узлах периодической решетки; обобщение на случай разбавленных магнетиков или 

других систем без трансляционной симметрии обсудим ниже. 

Итак, рассмотрим систему из   взаимодействующих частиц, каждая из которых характе-

ризуется некоторым параметром  , который в дальнейшем будем называть спином. Обозначим 

  множество всех этих спинов, а гамильтониан системы     . Конкретный вид гамильтониана 
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значения не имеет, но мы будем полагать, что для каждого спина    в гамильтониане есть ко-

нечное число слагаемых, содержащих   . Причем это число остается конечным и в термодина-

мическом пределе    . Два спина    и    будем называть взаимодействующими, если в га-

мильтониане есть слагаемое не аддитивно зависящее от    и   . 

Рассмотрим в системе группу, содержащую   спинов. Такую группу мы будем в даль-

нейшем называть кластером. Множество входящих в кластер спинов будем обозначать  . Обо-

значим   множество не входящих в кластер спинов, каждый из которых взаимодействует хотя 

бы с одним спином кластера и обозначим   множество всех остальных спинов. Очевидно,   яв-

ляется объединением непересекающихся множеств  ,   и  . 

Выделим теперь в гамильтониане слагаемые, связанные с взаимодействием спинов при-

надлежащих   и  : 

                    . 

Гамильтониан         содержит только слагаемые, зависящие от спинов кластера   и 

слагаемые, описывающие взаимодействие спинов кластера со спинами из множества  . Гамиль-

тониан         – содержит все остальные слагаемые, входящие в     . Тогда статистическую 

сумму системы можно записать в виде 

               ,                                                   (1.12) 

где 

             
 

  
         и              

 

  
        . 

 Каждое слагаемое в (1.12) имеет смысл (ненормированной) вероятности того, что систе-

ма спинов   будет находиться в некотором состоянии. Нормированная вероятность 

                  

есть функция распределения для наборов состояний спинов, взаимодействующих с кластером.  

Пусть      некоторая функция спинов, принадлежащих  , а      некоторая функция 

кластерных спинов  . Тогда среднее по ансамблю значение произведения    можно предста-

вить в виде 

     
 

 
                 

 

  
               . 

Разделив и умножив каждое слагаемое в этой сумме на «кластерную» статсумму      , запи-

шем полученное выражение в виде: 

                   ,                                                    (1.13) 

где 

     
 

     
           

 

  
        .                                           (1.14) 
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Формулу (1.13) можно интерпретировать следующим образом. Выражение (1.14) можно 

понимать как «кластерное среднее» функции     , вычисленное при условии, что конфигура-

ция взаимодействующих с кластером спинов задана и неизменна. Выражение (1.13) в этом слу-

чае можно понимать как усреднение произведения          по функции распределения     . 

На использовании формул (1.13) – (1.14) и основан метод усреднения по полям взаимодействия.  

Рассмотрим кластер из одного спина    в системе с гамильтонианом (1.3). Тогда «кла-

стерный» гамильтониан                               . Взяв    
        
       

 , найдем 

по (1.14)       - условную вероятность того, что спин    имеет значение    при условии, что 

значения соседних спинов зафиксированы 

      
                   

                    
   

, 

а из (1.13) получим 

        
                       

                    
   

                                                      (1.15) 

     - условное среднее значение функции  , при условии, что      . 

 

При        найдем по этой формуле среднюю по ансамблю вероятность определенного зна-

чения спина   : 

    
                   

                    
   

                                                      (1.16) 

Учитывая, что каждый из спинов      может принимать только одно из   значений, 

при отсутствии анизотропии усреднение в (1.16) можно представить, как усреднение по «чис-

лам заполнения»    – количеству соседей, находящихся в состоянии   .  

    
               

 
                   

                
 
                   

   

                                   (1.17) 

Выражения (1.16) или (1.17) можно использовать для построения приближенных способов на-

хождения величин    путем того или иного выбора приближенного вида функции  . Если в 

(1.17) взять 

                    
 
   , 

то есть заменить числа    их средними значениями, пренебрегая дисперсией этих величин, по-

лучим приближение среднего поля 

   
                

 
                   

                 
 
                   

   

                                       (1.18) 

 

Для модели Изинга или одноосной модели Гейзенберга               ,              . 

Поэтому 
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 ,                                                        (1.19) 

где      
 
      - средняя намагниченность,       ,        . Умножив каждое из ра-

венств (1.19) на    и складывая, получим 

  
                  

 
    

                
 
   

. 

Для модели Изинга    ,     ,       и последнее выражение переходит в  

            

Для модели Поттса c   состояниями                   ,           
 
       , 

                  . Считая вероятности всех состояний кроме первого равными    из 

(1.19) получим 

   
            

                          
  ,        

          

                          
. 

Другой способ выбора функции распределения в (1.16) или (1.17) приводит к методу среднего 

спина [1]. Этот способ заключается в следующем. Будем полагать, что каждый из соседних 

данному узлу спинов принимает значения    с вероятностями    независимо от других спинов. 

Иными словами, в этом приближении учитывается дисперсия величин   , но пренебрегается 

корреляцией между этими величинами, то есть, возьмем   в виде 

                     

   
    

            
  

           
 
                  (1.20) 

          

  
  

          
. 

Приближение, в котором построена функция (1.20) будем называть «приближение среднего 

спина». Подставляя теперь такое полиномиальное распределение в (1.17), получим систему 

уравнений для определения величин   . 

 Во многих моделях может оказаться так, что «одночастичный» гамильтониан         , 

входящий в (1.14), оказывается зависящим от одной или нескольких функций величин   , на-

пример, от суммы этих величин или от суммы их квадратов. В модели Изинга или Гейзенберга 

на решетке с координационным числом   

                  
                                                   (1.21) 

в модели Поттса с тремя состояниями гамильтониан          можно представить как функцию 

   
 
    и    

  
   . Такие функции можно назвать «полями взаимодействия», а усреднение в 

(1.15) становится, фактически, усреднением по функции распределения этих полей. Действи-

тельно, пусть, например, гамильтониан          зависит только от      
 
   . Тогда (1.16) 

примет вид 
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Функция 

             

  

   

        

    

 

и есть функция распределения по полям взаимодействия  .  

 Рассмотренное выше решение модели с парным взаимодействием на решетке Бете тоже 

можно трактовать как вариант усреднения по полям взаимодействия. Вначале опишем такую 

интерпретацию приближения Бете для изотропной модели Изинга на простой решетке с взаи-

модействием между ближайшими соседями, а затем обобщим на случай произвольной модели с 

гамильтонианом типа (1.3). В модели Изинга есть только два возможных значения каждого 

спина, вероятности которых могут быть выражены через среднюю намагниченность системы: 

            . Одночастичный кластерный гамильтониан (1.21) зависит только от суммы 

спинов, соседних к   , что позволяет перейти к усреднению по различным значениям этой сум-

мы, то есть, к усреднению по полю взаимодействия      
 
   . Учитывая все это, из (1.13) и 

(1.14) при      и     получим 

                                                                     (1.22) 

а при     

                                                                    (1.23) 

здесь   – среднее значение произведения «центрального» спина    и любого из его соседей. 

Согласно приближению «среднего спина», функция распределения полей      строится в 

предположении, что все спины, образующие поле  , независимы и принимают значения    с 

вероятностями             , то есть величина   имеет биномиальное распределение 

           . Подстановка этого распределения в (1.22) приводит к самосогласованному урав-

нению относительно  , а подстановка в (1.23) – к уравнению для определения  . Иными сло-

вами, в приближении среднего спина средняя намагниченность соседних атомов задается сразу, 

а намагниченность центрального спина «подстраивается под окружение», в соответствии с 

(1.22). 

 Рассмотрим теперь другой способ приближенного построения функции     , логика 

которого в известном смысле противоположна логике построения приближения среднего спи-

на. А именно, будем считать «заранее заданной» намагниченность центрального спина, а функ-

цию распределения представим в виде  
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                                                                  (1.24) 

где       и       условные функции распределения для значений    равных +1 и -1 соответ-

ственно. Допустим теперь, что функции       и       можно аппроксимировать биноминаль-

ными распределениями с некоторыми неизвестными параметрами     и    , имеющими смысл 

условных вероятностей того, что спин, являющийся соседом положительно (отрицательно) 

ориентированного спина, сам направлен положительно (отрицательно). Эти неизвестные пара-

метры определяются из условий согласования с заданной средней намагниченностью  . Сред-

нее значение поля взаимодействия равно   , поэтому              , а кроме того   

           . Используя эти условия, выразим функцию распределения через   и  , а сами эти 

параметры найдем из уравнений (1.22) и (1.23). Оказывается, что полученное таким путем зна-

чение   совпадает с полученным в приближении Бете, то есть приближение Бете – это усред-

нение по полям взаимодействия с приближенной функцией распределения (1.24). 

В общем случае, когда каждый спин может принимать   различных значений, а одночас-

тичный гамильтониан не обязательно является функцией одного «поля взаимодействия», при-

ближение Бете в терминах усреднения по полям взаимодействия может быть выражено так. 

Функцию распределения значений соседних к центральному узлу спинов представим, исполь-

зуя «числа заполнения» в виде аналогичном (1.23)                , где    полиномиаль-

ные распределения (1.19), в которых вместо    используются неизвестные величины    , пони-

маемые как вероятности того, что ближайший сосед спина, находящегося в состоянии   , на-

ходится в состоянии   . Для величин     можно записать   условий нормировки        , 

кроме того, выполняются   условий           , из которых только     являются независи-

мыми, поскольку сумма всех этих условий приводит к тождественному равенству. Таким обра-

зом,      вероятностей     и    должны удовлетворять    независимым условиям. Остальные 

     условий для этих величин можно составить с помощью (1.15). Если в (1.15) положить 

    получим     независимых уравнений. Еще     уравнений получим из (1.15) полагая 

     , где    - ближайшие соседи центрального спина   . Левая часть равенства (1.15) при-

мет при этом вид          . Взяв теперь      
  получим в левой части (1.15)          

 . 

Всего таким путем можно получить, согласно теореме Вандермонда [40], ровно   независимых 

групп по     уравнений в каждой, что в совокупности с    условиями нормировки дает 

     уравнений для      неизвестных. Решение этой системы и является решением для ре-

шетки Бете (1.10). 

 На первый взгляд может показаться, что приближение среднего спина (1.20) уступает в 

точности приближению Бете (1.24), поскольку в приближении среднего спина полностью от-

брасывается корреляция между спинами, соседними с центральным, а в приближении Бете учи-
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тывается, хотя и только «через центральный спин». И действительно, приближение Бете дает 

критические значения температурного параметра  , которые ближе к известным точным значе-

ниям, чем те, что получаются в приближении среднего спина [2]. Однако при переходе к раз-

бавленным магнетикам или другим системам без трансляционной симметрии приближение 

среднего спина часто оказывается более гибким и универсальным методом, чем приближение 

Бете, что делает его удачным компромиссом между точностью приближения и математической 

простотой модели. 

 Таким образом, методика усреднения по полям взаимодействия или, в более широком 

смысле, по конфигурациям спинов, взаимодействующих с данным спином, позволяет в рамках 

единого подхода рассмотреть и сопоставить известные приближенные методы. Кроме того, на 

ее основе можно развить совокупность различных приближенных методов, применимых к ис-

следованию как чистых, так и разбавленных магнетиков [1-4, 7, 26, 36-38]. Однако существует 

еще одно направление, в котором можно обобщить метод усреднения по обменным полям. Это 

обобщение заключается в замене одного спина    системой связанных спинов (кластером). Та-

кое обобщение открывает две возможности. С одной стороны, можно построить уравнения, на-

подобие (1.15) или (1.16) но не для одиночного спина, а для кластера спинов и развить на осно-

ве этих уравнений приближенные методы. С другой стороны, можно построить некий вариант 

ренормгруппового преобразования фиксированного масштаба [16], сопоставляя различные кла-

стеры между собой. 

1.4. Кластеры взаимодействующих спинов 

Рассмотрим на решетке кластер, состоящий из   спинов. Совокупность входящих в кла-

стер спинов будем обозначать  . Как и в предыдущем разделе, обозначим   совокупность не 

входящих в кластер спинов, каждый из которых взаимодействует хотя бы с одним спином кла-

стера и обозначим   множество всех остальных спинов решетки. В предыдущем разделе пока-

зано, что если      некоторая функция спинов, принадлежащих  , а      некоторая функция 

кластерных спинов  , то среднее по ансамблю значение произведения    можно представить в 

виде (1.13), (1.14). 

Рассмотрим теперь кластер из двух соседних спинов    и   . Обозначим      спины, не-

посредственно взаимодействующие со спином   , но не взаимодействующие со спином   ; ана-

логично     , а множество спинов, взаимодействующих с обоими кластерными спинами обо-

значим      . Иными словами, если для некоторого спина   в гамильтониане (1.3) есть слагае-

мое        , но не слагаемого        , то этот спин принадлежит множеству     , если нет 

первого слагаемого, но есть второе – множеству     , а если присутствуют оба этих слагаемых – 
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множеству      . Очевидно, множество   есть объединение непересекающихся множеств     , 

     и      .  

Полагая, что вероятности    того, что кластерный спин находится в состоянии   , оди-

наковы для обоих спинов кластера, из (1.22), (1.23) получим для гамильтониана (1.3) 

    
 

 

                                            

                         
   

 ,                             (1.25) 

где 

                                    

         
   

 

 

         
   

  

 

 

          
    

         
    

  

 

 

где   
   

,   
   

 и   
    

 спины, принадлежащие     ,      и       соответственно. 

Функция    есть функция распределения для вероятностей различных конфигураций 

соседних спинов   
   

,   
   

 и   
    

. Для этой функции распределения можно принимать те же 

приближения, что и для кластера из одного спина и получать соответствующие приближенные 

методы расчета термодинамических средних. Оказывается [2], что полученные таким путем 

приближения, например, приближение среднего поля для кластера из двух атомов или прибли-

жение, основанное на использовании полиномиальной функции распределения, оказываются 

точнее, чем соответствующие приближения для кластера из одного спина. 

 Конечно, использование кластеров для построения приближенных способов нахождения 

термодинамических средних ограничено возрастающей сложностью «кластерного» гамильто-

ниана         при увеличении числа кластерных спинов  . Однако даже при сравнительно не-

большом числе   можно гораздо точнее учесть топологию решетки, чем при использовании 

«односпинового» кластера (1.15) и (1.16). Например, можно рассмотреть кластер в виде замкну-

той цепочки спинов (циклический кластер) или кластер, образованный спинами, находящимися 

в вершинах многогранника (в вершинах куба, например на кубической решетке). Даже если ог-

раничиться только кластером из двух спинов, можно при определенном приближении для 

функции    получить метод расчета, различающий решетки с одним и тем же координацион-

ным числом   - например, кубическую и плоскую треугольную [2]. Кроме того, использование 

кластеров позволяет вычислять спиновые корреляции между атомами кластера, что при опре-

деленных допущениях позволяет делать выводы о корреляционной функции и о поведении 

корреляционной длины в системе [9]. 
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 Использование кластеров различных размеров открывает еще одну дополнительную 

возможность для построения приближенных решений. Эта возможность заключается в сле-

дующем. Рассмотрим два кластера содержащие   и    спинов. Предположим, что эти кластеры 

отличаются между собой либо количеством спинов, либо топологической структурой. Для каж-

дого из этих кластеров можно с помощью (1.13) вычислить некоторую вероятность, относя-

щуюся к одному или нескольким спинам. Например, вероятности    того, что кластерный спин 

находится в состоянии    или вероятности, относящиеся к паре соседних спинов. Приравнивая 

теперь соответствующие выражения для обоих кластеров между собой, получим выражение, на 

основе которого можно строить различные приближения.  

Проиллюстрируем этот подход на примере модели Изинга с взаимодействием между 

ближайшими соседями. Взяв на решетке кластер из одного спина   , из (1.16) получим 

                  ,                                                     (1.26) 

где                 – средняя намагниченность на спин, а усреднение производится по 

функции распределения «поля взаимодействия»       – сумме всех спинов, соседних к   . 

Возьмем теперь кластер из двух соседних атомов. Множество   состоит теперь из двух спинов 

   и   , а «кластерный гамильтониан» 

                                      , 

где «поля взаимодействия»    и    являются суммами значений внешних спинов, взаимодейст-

вующих с кластерными спинами    и    соответственно. Вычисляя для этого кластера намагни-

ченность с помощью (1.25), получим 

   
                

                               
                                           (1.27) 

усреднение здесь проводится по совместной функции распределения полей взаимодействия 

         . 

 Приравнивая теперь правые части (1.26) и (1.27), получим 

                  
                

                               
                         (1.28) 

Согласно изложенному выше знание «истинных» функций распределения       и 

          эквивалентно точному решению задачи, для этих функций равенство (1.28) выполня-

ется тождественно, а намагниченность   найдется из любого равенства (1.26) или (1.27). До-

пустим теперь, что берется некоторое приближение для функций распределения       и 

         , в котором обе эти функции выражены через один неизвестный параметр. Тогда под-

ставляя эти приближенные выражения в (1.28) получим уравнение относительно этого пара-

метра. Например, рассмотрим для функций       и           приближение «среднего поля» 

             , 
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                                  , 

где   – некоторый неизвестный параметр, то есть, заменим поля  ,    и    их средними значе-

ниями, которые будем считать пропорциональными числу спинов, взаимодействующих с   ,    

и    соответственно. Тогда из (1.28) получим 

           
                

                                                             (1.29) 

Решив теперь это уравнение относительно   и подставив это решение в левую (или правую) 

часть (1.29), получим намагниченность как функцию  ,    и координационного числа решетки 

 . Если же для функций распределения принять более детальное приближение, например, на 

основе полиномиального распределения (1.20) (приближение среднего спина), то получим при-

ближение, в рамках которого можно точнее учитывать геометрию решетки, поскольку в этом 

случае функция           будет зависеть уже не только от координационного числа, но и от 

наличия спинов, соседних к обоим спинам кластера [2].  

 Нетрудно показать (глава 3 и глава 4), что приближение (1.29) есть не что иное, как ре-

шение модели Изинга на решетке Бете. Оказывается, что и для модели более общего вида, чем 

модель Изинга, решение на решетке Бете может быть интерпретировано как решение, получен-

ное сопоставлением кластеров из одного и двух спинов в «среднеполевом» приближении для 

функций распределения по полям взаимодействия. Допустим, что входящее в (1.15) выражение 

                может быть представлено в виде 

 
           

  
      

    
  

   
   
         

    
                                   (1.30) 

Обозначив         
  

    из (1.15) получим 

  
     

   
                    

    
     

   

                    
    

     
   

 ,                                       (1.31) 

где   
     есть условное среднее значение   

  при фиксированных     . Согласно (1.15) усреднение 

этого выражения по функции распределения величин      даст среднее значение   
  по ансамб-

лю.  

 Аналогичную процедуру можно построить и для кластера из двух атомов, используя вы-

ражение (1.25). Обозначив  

          
    

        и               
    

   , 

где     совокупность спинов, находящихся во внешних, не входящих в кластер, узлов, соседних 

к первому атому кластера,     аналогичная совокупность спинов для второго атома. Теперь, ис-

пользуя (1.25), можно найти условные средние 
 

 
   

    
  

              
 при фиксированных       и      .  
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 Поступим теперь следующим образом. Вместо того, чтобы использовать те или иные 

выражения для величин     ,       и      , выражающие их через средние по ансамблю, соста-

вим систему равенств 

  
     

 

 
   

    
  

              
                                                              (1.32) 

Эти равенства будем рассматривать как систему из     уравнений относительно        не-

известных     ,       и      . Еще        условий для этих неизвестных можно в принципе 

ввести различными способами. Наиболее простой из этих способов заключается в следующем. 

Во-первых, будем считать, что для всех                    , что сократит число неизвестных 

до       . Кроме того, допустим, что для всех   выполняются соотношения 
    

    
 

 

   
. Если 

все    в выражении (1.30) не равны нулю, то система (1.32) в совокупности с указанными выше 

дополнительными условиями позволяет вычислить все величины     . Средними по ансамблю 

   
   будем теперь считать значения, вычисляемые по (1.31) при подстановке в это выражение 

полученных решений. Если же некоторые    в выражении (1.30) равны нулю, можно прибег-

нуть к следующему приему. Найдем    
   описанным выше способом, полагая, что все    не 

равны нулю, а затем перейдем в полученных выражениях к пределу      для тех   , для кото-

рых соответствующие    не входили в выражение (1.30). Полученное этим способом решение 

для    
   и есть точное решение для решетки Бете (1.10).  

1.5. Усреднение по полям взаимодействия для разбавленных магнетиков 

 Главное отличие систем с вмороженными примесями от чистых магнетиков заключается 

в нарушении трансляционной симметрии решетки – термодинамические средние, такие, напри-

мер, как вероятности различных состояний    в общем случае не равны для различных спинов 

системы. Здесь, конечно, можно прибегнуть к усреднению по различным конфигурациям при-

месей, либо согласно идее самоусреднения [21] - по различным спинам в одной и той же кон-

фигурации. Однако эта процедура вовсе не является тривиальной. Дело в том, что критические 

явления и фазовые переходы возникают в системе при термодинамическом пределе, – когда ко-

личество связанных между собой спинов стремится к бесконечности. В системе без примесей 

все спины связаны между собой, но при добавлении немагнитных примесей в системе даже в 

термодинамическом пределе возникают области изолированных спинов – группы конечного 

числа спинов, связанных только друг с другом. Понятно, что с уменьшением концентрации 

магнитных атомов   таких групп становится все больше, а при значениях  , меньших некоторо-

го предельного значения   , которое называется порогом протекания, вся система спинов рас-

падается на не связанные конечные группы [8]. Если же     , некоторая доля спинов      
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образует так называемый бесконечный кластер – количество входящих в него спинов бесконеч-

но в термодинамическом пределе. Фазовые переходы и спонтанная намагниченность в системе 

образуется именно за счет спинов этого бесконечного кластера.  

Учитывая, что и порог протекания    и функция      определяются только геометрией 

самой решетки и не зависят ни от числа возможных состояний спина  , ни от конкретного вида 

гамильтониана взаимодействия (1.3), возникает мысль рассматривать «перколяционную часть» 

задачи как заданную. Иными словами, полагать, что    и      являются такими же заранее оп-

ределенными параметрами, как, например, координационное число решетки  . В качестве при-

мера такого подхода можно рассмотреть такую модификацию метода среднего поля для магне-

тиков с вмороженными примесями. Согласно приближению среднего поля для модели Изинга с 

взаимодействием только между ближайшими соседями средняя намагниченность спина при от-

сутствии внешнего поля определяется из самосогласованного уравнения         , где   - 

среднее поле взаимодействия. Для чистого магнетика     . Для магнетика с вмороженными 

примесями          - среднее по ансамблю значение произведения спина    на число его бли-

жайших соседей   , которое является случайной величиной, принимающей целочисленные зна-

чения от 0 до   и в среднем равной   . В самом простом и грубом приближении, не учитываю-

щем перколяционных свойств решетки, можно считать 

                      

Если теперь приближенно учесть то обстоятельство, что в отсутствии внешнего поля ненулевой 

средней намагниченностью могут обладать только спины, входящие в бесконечный кластер, то 

среднее поле взаимодействия можно оценить так:          , то есть, оценивая среднее 

      , мы учитываем только спины бесконечного кластера. Тогда уравнение для нахождения 

спонтанной намагниченности в приближении среднего поля  

              . 

Это уравнение имеет ненулевое решение только при значениях   и  , удовлетворяющих усло-

вию  

          

Граница этой области определяет зависимость температуры Кюри от концентрации магнитных 

атомов 

                                                                        (1.33) 

где            - температура Кюри чистого магнетика. Как показано в [8], равенство (1.33) 

действительно выполняется в хорошем приближении для модели Изинга с немагнитными при-

месями. 



27 

 

 

 Описанный выше подход имеет, впрочем, некоторые недостатки. Во-первых, функция 

    , как правило, не известна – ее нахождение является в общем случае отдельной сложной 

задачей. Во-вторых нет очевидных или универсальных способов использования заданной «пер-

коляционной геометрии» для решения «магнитной» части задачи. 

 Можно, однако, использовать и другой подход к исследованию магнетиков с вморожен-

ными примесями. Этот подход заключается в следующем. Не используя никакой априорной 

информации о перколяционных свойствах решетки, найти решение (точное или приближенное) 

«магнитной» задачи с заданной концентрацией магнитных атомов. А уже на основе этого реше-

ния получить и описание перколяционных свойств [48]. Например, функцию      можно найти 

как предельное значение намагниченности при     или из соотношения (1.33) по концентра-

ционной зависимости температуры Кюри.  

 Обобщим метод усреднения по обменным полям на случай магнетика с вмороженными 

примесями. Для модели с вмороженным разбавлением по узлам (или связям), например с га-

мильтонианом (1.5), основное выражение метода усреднения по полям взаимодействия    

             все еще остается в силе. Но теперь вероятности    в общем случае различны для 

различных магнитных атомов. Согласно идее самоусреднения, для получения вероятностей    , 

связанных с макроскопическими наблюдаемыми величинами, вероятности    нужно усреднить 

по всем магнитным атомам решетки. То есть 

                  ,                                                    (1.34) 

где       – функция распределения, усредненная по всем узлам решетки, занятыми магнитны-

ми атомами. Область определения функции       состоит теперь не только из всех возможных 

конфигураций   содержащих ровно   спинов, но и из конфигураций, содержащих меньшее чис-

ло спинов (от нуля, до  ), поскольку некоторые соседние к магнитному атому узлы могут быть 

заняты атомами примеси.  

Теперь, на основе (1.34) можно строить приближенные методы нахождения    , используя 

те или иные приближения для      . Однако, основная проблема с использованием этого выра-

жения для построения приближенных методов решения заключается в упомянутой выше кор-

реляции между значениями переменных      и числом магнитных соседей узла   . Оказыва-

ется впрочем, что даже пренебрегая этой корреляцией можно получить качественно верную за-

висимость спонтанной намагниченности и температуры Кюри от концентрации магнитных 

атомов. Рассмотрим, например, модель Изинга с вмороженным беспорядком и взаимодействи-

ем только между ближайшими соседями. Тогда из (1.34) получим 

                                                                      (1.35) 
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Функцию распределения по полям взаимодействия построим в биноминальном приближении 

следующим образом 

        
                 

   ,                                     (1.36) 

где 

         
     

     
               

                              (1.37) 

   и    – усредненные по конфигурациям вероятности положительного и отрицательного зна-

чений изинговского спина. Если принять             , то, подставляя (1.36), (1.37) в (1.35), 

получим уравнение, определяющее зависимость намагниченности   от температуры, внешнего 

поля и концентрации магнитных атомов  .  

 Рассмотрим теперь на решетке кластер, состоящий из   узлов. Как и в случае чистого 

магнетика, обозначим   совокупность входящих в кластер спинов. Но теперь нужно учесть воз-

можность того, что некоторые узлы кластера могут быть заняты немагнитными примесями. 

Обозначим       совокупность «кластерных» переменных   , определяющих заполнение узлов 

кластера магнитными атомами или атомами примеси и усредним (1.25) по всем возможным ва-

риантам распределения примесей в узлах решетки, не входящих в кластер. Получим  

                                                                            (1.38) 

По вероятностям             можно теперь вычислить, например, среднюю намагниченность 

атома кластера, среднюю спиновую корреляцию или другие, характеризующие кластер сред-

ние. Эти величины будут, конечно, зависеть от       и поэтому, для того, чтобы перейти к на-

блюдаемым величинам, их нужно еще усреднить и по      . Используя (1.38), можно прибли-

женно вычислять соответствующие средние, построив функцию       в том или ином прибли-

жении. И, конечно же, как и в случае чистого магнетика, можно использовать «ренормгруппо-

вой» подход – приравнивание средних, вычисленных по кластерам различного размера или 

конфигурации. 

В настоящей работе предлагается еще один, несколько иной подход к анализу свойств 

разбавленных магнетиков (глава 4). Вместо того, чтобы с самого начала полагать, что примеси 

распределены в решетке случайно, рассмотрим магнетик, в котором магнитные атомы и атомы 

примеси могут перемещаться и находятся в термодинамическом равновесии. Энергия такой 

системы определяется не только ориентацией магнитных моментов, но и расположением ато-

мов примеси по узлам решетки. Иными словами, гамильтониан той или иной модели магнетика 

с подвижными примесями будет состоять из слагаемых, связанных с обменным взаимодействи-

ем магнитных атомов и слагаемых, связанных с межатомным взаимодействием в кристалличе-

ской решетке, причем равновесное распределение атомов примеси зависит от параметров, ха-

рактеризующих эти взаимодействия. Тогда для каждого значения температуры, внешнего маг-
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нитного поля и концентрации (доли) магнитных атомов в системе можно подобрать значения 

параметров межатомного взаимодействия с таким расчетом, чтобы равновесное распределение 

атомов примеси было бы как можно ближе к случайному. Для такой модели можно определить 

несколько типов корреляционных функций, характеризующих взаимосвязь магнитных момен-

тов и взаимосвязь расположения атомов примеси. В качестве условия близости распределения 

атомов примеси по узлам решетки к случайному можно использовать равенство нулю корреля-

ции в расположении атомов примеси для двух ближайших узлов. 
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Глава 2. Одномерная цепочка изинговских спинов 

 В данной главе работы будет рассмотрена одномерная цепочка изинговских спинов как 

чистая, так и с немагнитным разбавлением. Как известно [6], одномерная цепочка является в 

некотором смысле «патологическим» видом кристаллической решетки – в ней не может быть 

фазового перехода и спонтанной намагниченности при ненулевой температуре, а при немаг-

нитном разбавлении бесконечный кластер магнитных атомов разрушается при любой ненуле-

вой концентрации примесей. Иными словами, рассматривая одномерную цепочку с немагнит-

ными примесями, мы всегда находимся в области концентраций ниже порога протекания и 

температур выше температуры Кюри. Однако такая область существует у модели Изинга на 

любой решетке; можно полагать, что концентрационная зависимость температуры Кюри       

стягивается в одномерном случае к единственной точке    ,     . И, как показано в [6] для 

чистого магнетика, приближение к точке     можно рассматривать как приближение к точке 

фазового перехода со стороны высоких температур. Естественно предположить, что для раз-

бавленной одномерной цепочки приближение к точке    ,     можно рассматривать как 

приближение к линии       со стороны высоких температур и малых концентраций. 

Несмотря на то, что одномерную цепочку можно рассматривать как частный случай ре-

шетки Бете с координационным числом   равным двум, есть причины, по которым ее имеет 

смысл рассмотреть отдельно. Главная причина заключается в том, что для одномерной цепочки 

существует способ получения точного решения с помощью трансфер-матрицы конечных раз-

меров [6]. Этот метод позволяет помимо намагниченности найти корреляционную функцию на 

любом расстоянии, а значит, точно вычислить корреляционную длину. Следовательно, приме-

няя к одномерной цепочке различные приближенные методы, которые можно применять и для 

   , получим больше параметров, по которым можно сравнить точное и приближенные ре-

шения и точнее оценить степень эффективности каждого приближения. А кроме того, одномер-

ные структуры с обменным взаимодействием могут быть реализованы экспериментально [89], а 

значит, их теоретическое рассмотрение имеет и самостоятельный практический интерес.  

В разделе 2.2 рассмотрено применение методов среднего поля и усреднения по обмен-

ным полям к кластерам из одного и двух атомов в линейной цепочке изинговских спинов. По-

лучены значения намагниченности и корреляционных функций в различных приближениях. 

В разделе 2.3 решена одномерная модель Изинга с подвижными немагнитными приме-

сями. Для этой модели найдены корреляционные функции. Показано, что с помощью подбора 

параметров межатомного взаимодействия, систему с подвижными примесями, находящимися в 

термодинамическом равновесии, можно приблизить к системе с вмороженными примесями. 
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В разделе 2.4 рассмотрена одномерная модель Изинга с неподвижными случайно рас-

пределенными немагнитными примесями. Модель Изинга с немагнитным разбавлением приме-

няется для теоретического описания многих объектов и явлений в физике конденсированных 

сред и ядерной физики. Влияние немагнитного разбавления на критическое поведение магнети-

ков, в том числе и тех, которые описываются моделью Изинга, представляет значительный на-

учный интерес. Для модели Изинга с немагнитным разбавлением не удается построить точное 

решение для какой-либо кристаллической решетки. Свойства этой модели исследуются либо 

численно, либо в том или ином приближении. В разделе 2.4 получено точное решение для од-

номерной модели Изинга с неподвижными, хаотично расположенными немагнитными приме-

сями. Это точное решение основано на составлении рекуррентных уравнений, через решения 

которых выражаются намагниченность и корреляция соседних спинов. Показано, что в пределе, 

когда разбавленный магнетик переходит в чистый, полученное решение переходит в известное 

точное решение для одномерной модели Изинга.  

Полученное точное решение сравнивается с несколькими приближенными решениями. 

Были рассмотрены следующие приближенные методы: метод среднего поля, метод усреднения 

по обменным полям как с учетом, так и без учета корреляций и псевдохаотическое приближе-

ние. Наиболее грубым, как и следовало ожидать, оказывается метод среднего поля. Решения, 

полученные по методу усреднения по обменным полям, особенно с учетом корреляции, гораздо 

лучше согласуются с точным решением. Но наиболее близким к точному решению оказывается 

решение, полученное в псевдохаотическом приближении. Причем это приближение превосхо-

дит остальные приближения по точности во всем диапазоне концентраций магнитных атомов. 

2.1. Намагниченность и спиновые корреляции в цепочке изинговских спинов 

без немагнитного разбавления 

Существует класс приближенных методов нахождения намагниченности и температуры 

Кюри магнетиков - методов, основанных на использовании самосогласованных уравнений. К 

ним относятся известные методы среднего поля, приближение Бете, а так же метод усреднения 

по обменным полям, рассмотренный в работах [1-4]. Все самосогласованные методы можно 

классифицировать следующим образом. Выделяя в решетке кластер из   атомов и рассматривая 

эти атомы как находящиеся в полях     , где    – «обменные» поля, запишем равенство (яв-

ляющееся обобщением равенства, полученного в [5]): 

                      .                                                    (2.1) 

Для     и     «кластерные» функции    имеют следующий вид: 

                     ,                                                    (2.2) 
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 .                                    (2.3) 

 Усреднение в (2.1) проводится по функции распределения полей   , которую можно за-

менить тем или иным приближением. Суть самосогласованных приближений заключается в 

следующей процедуре. Приближенное выражение для функции распределения полей    строит-

ся с помощью параметра  , через который выражается и намагниченность  . Возможны два 

способа реализации этой процедуры – «однокластерный» и «ренонормгрупповой» (глава 1). В 

однокластерном способе рассматривается один кластер из   атомов и используются равенства 

                           и       

а в ренормгрупповом рассматриваются два кластера из   и    атомов соответственно,   и   на-

ходятся из уравнений 

                         

и  

                                                 

Рассмотрим приближенную плотность вероятности 

  
 
                                                                    (2.4) 

   – число внешних соседей   -того узла кластера. Однокластерный способ получения самосо-

гласованных уравнений с использованием этой функции приводит к известному методу средне-

го поля [6], ренормгрупповой (для кластеров с     и     ) – к приближению Бете [6].  

 Построим приближенную плотность вероятности   
             следующим образом. 

Будем считать спиновые переменные, соответствующие узлам, соседним к узлам кластера, не-

зависимыми случайными величинами, принимающими значения +1 с вероятностью         и 

значение -1 с вероятностью        . Тогда каждая из величин    будет иметь биноминальное 

распределение, а совместное распределение   
             зависит от геометрии решетки [2, 

3]. Однокластерный способ с использованием такой функции рассмотрен в [1], а ренормгруп-

повой – в [2, 3]. Описанные выше способы нахождения намагниченности могут быть обобщены 

на случай магнетиков, разбавленных немагнитными примесями [1]. Однако в упомянутых выше 

работах не рассматривались корреляционные функции, хотя из общих соображений можно 

предположить, что существует внутренняя связь между приближениями и корреляционными 

функциями. В данной работе мы рассмотрим корреляционные функции для максимально про-

стой модели – одномерной цепочки изинговских спинов и проанализируем поведение этих 

функций в различных самосогласованных приближениях. 

 Одномерная модель Изинга определяется следующим образом [6]. Рассмотрим цепочку 

  узлов, пронумерованных индексом   (       ). Пусть в каждом узле этой цепочки нахо-
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дится изинговский «спин», принимающий значения 1 и -1. Положим, что взаимодействуют 

только спины, находящиеся в соседних узлах. Тогда энергия системы имеет вид: 

           
 
                                                        (2.5) 

Здесь   - константа обменного взаимодействия,     пропорциональна внешнему магнитному 

полю. Кроме того, полагаем, что        , то есть на цепочку наложено периодическое гра-

ничное условие. Используя формулу (2.1) получим выражение для статистической суммы: 

                
 
                                                    (2.6) 

      ,         ,   - постоянная Больцмана,   - температура системы. Как известно [6], 

намагниченность   в одномерной модели Изинга (равная среднему значению спина) в термо-

динамическом пределе (   ) равна: 

        
   

          
.                                                     (2.7) 

Этот результат можно получить, представив статистическую сумму (6) в виде следа   -ой сте-

пени трансфер-матрицы и выразив сумму через собственные значения этой матрицы [6]. Кроме 

того можно найти аналитическое выражение для корреляционной функции   -го и  -го спинов: 

                           
              

              
 

     

.                        (2.8) 

 Рассмотрим теперь некоторые самосогласованные приближения для одномерной модели 

Изинга. Рассматривая кластеры из одного и двух атомов и применяя однокластерный способ с 

использованием функции распределения (2.4) получим приближения среднего поля, которые в 

дальнейшем будем обозначать 1а (для кластера из одного атома) и 1b (для кластера из двух 

атомов). Уравнения для намагниченности   в этих приближениях таковы 

              и     
          

                .                                  (2.9) 

Поведение намагниченности, получаемой из этих уравнений, сильно отличается от точного ре-

шения (2.7), в частности из (2.9) следует наличие ненулевой намагниченности при конечных 

температурах в отсутствии внешнего поля. И, как будет показано ниже, вычисление корреляци-

онных функций в этих приближениях не приводит ни к каким разумным оценкам. 

 Применив ренормгрупповой способ к кластерам из одного и двух атомов и использовав 

функцию распределения (2.4), получим: 

            
          

                .                                          (2.10) 

 Этот метод (который мы в дальнейшем будем обозначать 1с) приводит к точному реше-

нию (7), что не удивительно, поскольку одномерную цепочку Изинга можно рассматривать как 

частный случай решетки Бете. Убедиться в этом можно следующим образом. Обозначим 

          . Тогда  
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                   или                        . 

Отсюда 

               ,                 и 

  
        

         
   

          
       . 

 Применение биноминального распределения   
        и однокластерного способа для 

кластера из одного атома (метод 2a) приводит к уравнению: 

   
                                                                (2.11) 

где 

                              , 

                           , 

                              . 

для кластера из двух атомов (метод 2b) – к уравнению: 

   
          ,                                                       (2.12) 

где 

    
         

               
          

                 
      

              , 

    
         

               
          

                    , 

    
         

               
          

                 
      

              , 

а согласно ренормгрупповому способу с использованием биноминального распределения (ме-

тод 2с), намагниченность находится из уравнений: 

     
            ,                                                  (2.13) 

         
                    . 

 Корреляционные функции для всех приближений найдем следующим образом. Исполь-

зуя (2.7) и (2.8), можно построить функции распределения по обменным полям для кластеров из 

одного и двух атомов: 

                                            ,                         (2.14) 

где 

     
      

 
 

   

 
,          

    

 
 

   

 
,           

      

 
 

   

 
 

                                                                   (2.15) 

                                          

Величины   вычисляются так же, как и  , только вместо     нужно взять    . Непосредствен-

ной проверкой можно убедиться, что усреднение (2.2) и (2.3) по функциям распределения 
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       и           равно точному значению намагниченности (2.3). Выражая из этих равенств 

    и    , получим: 

         
             

и                                                                                                                                                         (2.16) 

         
             

Эти же выражения мы будем использовать для нахождения приближенных значений корреля-

ционных функций, подставляя вместо   соответствующее приближенное значение намагни-

ченности  . Несколько сложнее построить выражение для нахождения приближенных значе-

ний корреляции между соседними спинами    . Это выражение можно построить следующим 

образом. Рассмотрим кластер состоящий из двух соседних атомов и вычислим среднее значение 

произведения их спинов по ансамблю с гамильтонианом (2.5): 

              
                              

                              
. 

Теперь можно найти корреляционную функцию     по формуле 

                      ,                                                 (2.17) 

где усреднение в первом слагаемом правой части проводится по функции распределения (2.15). 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что это выражение совпадает с (2.8). Это же 

выражение мы будем использовать для нахождения приближенного значения    , заменяя   на 

  и проводя усреднение по соответствующей приближенной функции распределения. 

На рисунке 2.1 показаны зависимости намагниченности от параметра   при фиксиро-

ванном значении      . Кривые 1 и 2 построены по методам 1a и 1b соответственно, кривые 3 

и 4 – по методам 2a и 2b. 

Кривая 6 – точное решение, а кривая 5 – ренормгрупповой метод с усреднением по би-

номинальной функции распределения – 2с. На рисунке 2.2 приведены графики зависимостей от 

  при том же   значении корреляционной функции     вычисленной по (2.17) в различных 

приближениях. Кривые 1 и 2 – по методам 2a и 2b, кривая 3 – по методу 2с, а кривая 4 – точное 

решение 2.8. 
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                                                Рис. 2.1                                                                          Рис.2.2 

 

 

                                                    Рис. 2.3                                                                          Рис.2.4 

 

 На рисунке 2.3 представлены корреляционные функции     найденные по методу 2b 

(кривая 2), 2с (кривая 3) и точное решение – кривая 4. Кривая 1 показывает корреляционную 

функцию    , вычисленную по методу 2а. Эта функция, как и следовало ожидать из характера 

этого приближения, тождественно равна нулю. Наконец, рис 2.4 иллюстрирует зависимости от 

  функций    , вычисленных по второй из формул (2.16). Кривая 3 на этом рисунке построена 

по методу 2с, нулевая зависимость 2 – по методу 2b, а кривая 4 – точное решение.  

В целом, анализ поведения корреляционных функций, вычисленных в различных при-

ближениях, позволяет сделать следующие выводы: 

1. Метод среднего поля (понимаемый как усреднение выражений типа (2.2) или (2.3) по 

  - образному распределению (2.4)) не дает никаких разумных оценок для корреляционных 

функций спинов, находящихся друг от друга дальше, чем размер рассматриваемого кластера. 
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2. Однокластерные методы, основанный на усреднении по биноминальной функции рас-

пределения (2a и 2b), дают более точное значение намагниченности, чем методы среднего поля, 

основанные на кластерах тех же размеров (1a и 1b). Кроме того, эти методы позволяют полу-

чить разумную оценку для корреляционной функции спинов, находящихся на расстоянии, на 

единицу большем, чем размер кластера (кривая 1 на рис. 2.2 и кривая 2 на рис. 2.3).  

3. Наиболее точное приближение, как для намагниченности, так и для соответствующих 

корреляционных функций, дает ренормгрупповой метод 2с. И хотя метод 1с является в данном 

случае (для линейной цепочки спинов) точным решением, проведенные нами исследования по-

казывают, что метод 2с дает более точные результаты для решеток с более сложной геометрией. 

2.2. Одномерная модель Изинга с подвижными примесями 

 Частным случаем решетки Бете [6, 7] является одномерная цепочка подвижных магнит-

ных и немагнитных атомов, для которой можно построить точное решение с помощью транс-

фер-матрицы [6]. Это решение обладает тем преимуществом, что оно позволяет сравнительно 

легко рассчитать корреляционную функцию.  

 Запишем статистическую сумму одномерной цепочки, состоящей из   узлов, в следую-

щем виде: 

                   
      

     
     

                                      (2.18) 

где        и используется циклическое граничное условие        . Вычислив тем или 

иным способом (2.18) можно найти химический потенциал и спонтанную намагниченность из 

следующих соотношений: 

   
 

 

     

   
   и     

 

 

     

  
.                                                (2.19) 

Для вычисления    воспользуемся следующим способом [6]. Рассмотрим трансфер-матрицу   

   
                   

                         

                         

                                            (2.20) 

Если   ,    и    - собственные числа матрицы (2.20), то статистическая сумма (1) равна    

  
    

    
 . Пусть    есть максимальное из собственных чисел матрицы  . Тогда в термоди-

намическом пределе (   ) формулы (2.19) перейдут в  

   
     

   
   и     

     

  
.                                                     (2.21) 

 Собственные числа (2.20) находятся из характеристического уравнения: 

             ,                                                  (2.22) 

где 
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Дифференцируя (2.21) по   и по    и используя (2.22), можно записать выражения для нахож-

дения   и   через    и производные коэффициентов  ,   и  : 

    
  

  

   
 

  

   

   
        

,         
  

   

  
   

  

  
 

  

  

    
           

                                      (2.23) 

 Решая (2.22) численно или по формулам Кардано и находя   , можно, используя (2.23), 

найти зависимость намагниченности   от   и   .  

Определим для модели Изинга с подвижными примесями корреляционные функции. Ко-

вариацию величин   
  и   

  (средние значения которых равны концентрации магнитных атомов 

 ), рассматриваемую как функция от расстояния между этими узлами, будем называть «пози-

ционной» корреляционной функцией: 

   
     

   
     . 

Эта функция показывает коррелированность в расположении магнитных атомов (или атомов 

примеси); впрочем, даже если все    
 

 равны нулю, это еще не означает, что примеси распреде-

лены в решетке полностью хаотично. Ковариацию самих величин    и     

   
               

будем называть «магнитно-позиционной» корреляционной функцией, поскольку она характери-

зует связь между расположением и магнитными моментами атомов одновременно. Для того 

чтобы описать корреляцию только между величинами магнитных моментов, определим «маг-

нитную» корреляционную функцию: 

   
            

   
          

             
        . 

Значения этой функции есть разницы условных средних от произведений      и произведений 

условных средних    и    при условии, что обе эти величины не равны нулю. 

 Рассмотрим вычисление этих корреляционных функций для линейной цепочки. Для од-

номерной цепочки, состоящей из   узлов 

   
   

    

 
 

  
                         

                                                          (2.24) 

             
                    , 

где  

                          
     

      
      

                    

элемент трансфер-матрицы. 
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Введем матрицу    
   
   
   

  и запишем (2.24) в следующем виде: 

   
   

   
 

  
                                                                  (2.25) 

Для вычисления следа в (2.25) рассмотрим ортогональную матрицу  , приводящую симмет-

ричную трансфер-матрицу   к диагональному виду:  

       

    
    
    

 . 

Тогда (2.25) запишется в виде: 

   
   

    
 

  
   

  
     

   
    

    
   

    

  
   

  

   
   

 

    
   

    

  
     

  

   
     

 

    
     

  

где         . Учитывая, что      
    

    
  и переходя к пределу     получим 

 

   
   

   
 

  
      

  
     

   
    

    
   

    

  
   

  

   
   

 

    
   

    
   
   
   

 .           (2.26) 

Выражая (2.26) через элементы матрицы   , получим: 

   
   

       
           

  

  
 

   

          
  

  
 

   

                                 (2.27) 

Вычисляя аналогичным образом    
  , можно показать, что оно равно     . Поэтому позиционная 

корреляционная функция является суммой двух убывающих геометрических прогрессий: 

   
     

   
          

   
     

   
                                         (2.28) 

где            ,            ,         ,         . Для расчета магнитно-позиционной кор-

реляционной функции нужно использовать вместо матрицы   матрицу     
   
   
    

 , что 

приводит для    
  

 к уравнению, аналогичному (2.28): 

   
       

   
     

   
.                                                      (2.29) 

 Оказывается, что при      (в этом случае намагниченность   так же обращается в 

ноль – в одномерной цепочке нет возникновения спонтанной намагниченности при ненулевой 

температуре) один из коэффициентов    или    в формуле (2.28) обращается в ноль (какой 

именно – зависит от нумерации корней    и    характеристического уравнения), то есть пози-

ционная корреляционная функция в этом случае имеет вид убывающей геометрической про-

грессии. Что касается магнитно-позиционной корреляционной функции (2.29) то она также ста-
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новится при      геометрической прогрессией, но если в (2.28) знаменатель прогрессии   , то 

в (12) -    и наоборот. Если же     , то все четыре коэффициента   ,   ,    и    в выражени-

ях (2.28) и (2.29) не равны нулю.  

 

Рис. 2.5. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей в одномерной це-

почке при    ,     ,    . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – 

значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

 

Рис. 2.6. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей в одномерной це-

почке при    ,       ,    . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – 

значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

 На рис. 2.5 и 2.6 показаны графики позиционной    
 

 (1), магнитно-позиционной    
  

 (2) 

и магнитной    
  (3) корреляционных функций в зависимости от концентрации магнитных ато-

мов  ; на рис. 2.5 – при     , а на рис. 2.6 – при       .  



41 

 

 

Позиционная корреляционная функция    
 

 зависит, в частности, от значения величины   

- эффективного потенциала кулоновского взаимодействия.  

 

Рис. 2.7. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей в одномерной це-

почке при    ,     ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – 

значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

     , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

  

Рис. 2.8. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей в одномерной це-

почке при    ,       ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – 

значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

     , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

Подберем теперь величину   с таким расчетом, чтобы при заданных значениях внешнего поля 

  , температурного параметра   и концентрации магнитных атомов   корреляционная функция 

   
 

 равнялась бы нулю. Согласно изложенному выше, при      такой выбор   приводит к 

обращению в ноль всех значений позиционной корреляционной функции    
 
, то есть распреде-



42 

 

 

ление примесей в этом случае является не коррелированным на любых расстояниях. Строго го-

воря, это не означает (хотя и не исключает этого), что распределение примесей полностью слу-

чайно, поскольку для полностью случайного распределения необходимо равенство нулю не 

только парных ковариаций, но и тройных, четверных и т.д. Однако равенство нулю парной кор-

реляционной функции позволяет рассматривать распределение примесей как «приближенно 

случайное». Если же     , то обращение в ноль только    
 

 уже не приводит к обращению в 

ноль всех значений    
 
, но все же можно считать, что расположение примесей более хаотично, 

чем при    
   . В дальнейшем будем называть распределение примесей с    

    «псевдохао-

тичным».  

 

 

Рис. 2.9. Концентрационная зависимость корреляционных функций для соседей, следующих за ближай-

шими в одномерной цепочке при    ,       ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных ато-

мов  , по вертикальной – значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 - 

   
    . 

 

 На рисунках 2.7 и 2.8 показаны графики позиционной    
 

 (1), магнитно-позиционной 

   
  

 (2) и магнитной    
  (3) корреляционных функций в зависимости от концентрации магнит-

ных атомов  , причем для каждого значения   величина       подбирается так, чтобы 

   
   . На рис. 2.7     , а на рис. 2.8       . На рисунке 2.9 показаны графики функций 

   
 

,    
  

 и    
  (кривые 1, 2 и 3 соответственно) при        и для такого  , при котором 

   
   . Видно, что хотя    

 
 отлично от нуля, но ее величина значительно меньше других кор-

реляционных функций. 
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2.3. Точное и приближенные решения для одномерной модели Изинга раз-

бавленного магнетика 

Известно [8], что критическое поведение разбавленных или аморфных магнетиков может 

сильно отличаться от критического поведения магнетиков, имеющих трансляционную симмет-

рию решетки. Однако, даже для простых моделей магнетика с разбавлением, например, для мо-

дели Изинга с немагнитными примесями, не удается построить точного решения для плоских 

или объемных решеток. В этом разделе мы рассмотрим полученное нами точное решение для 

одномерной модели Изинга с немагнитным разбавлением. 

Рассмотрим одномерный изинговский магнетик (цепочку), в котором некоторые магнит-

ные атомы заменены на неподвижные немагнитные примеси, так что вероятность обнаружить в 

любом узле цепочки магнитный атом равна  , а вероятность обнаружить там примесь    . 

При таком разбавлении цепочка разбивается на отрезки магнитных атомов разной длины, раз-

деленные немагнитными примесями. Среднее значение изинговского спина, в расчете на один 

магнитный атом (намагниченность) может быть вычислена так: 

       
 
   , 

где    - средняя намагниченность атома отрезка длиной  , а    - вероятность того, что произ-

вольно взятый магнитный атом принадлежит такому отрезку. Очевидно, что            

 )2, а намагниченность    вычислим следующим образом. Пусть    – статистическая сумма 

для отрезка из   изинговских спинов            

                
   
         

     
 
                  , 

где 

                    
   
           

     
 
    . 

Здесь        (  - обменный интеграл,   – температура,   - постоянная Больцмана), 

         (    - внешнее поле). Эти безразмерные параметры имеют простой смысл:   пока-

зывает отношение энергии обменного взаимодействия к тепловой энергии, а   - отношение 

энергии взаимодействия спина с внешним полем к тепловой. 

Тогда  

   
 

 

 

  
     

 

 

                 

             
. 

Для величин        и их производных по            можно составить рекуррентные соотно-

шения: 
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                  ,            ,                

Вводя обозначения  

                ,                    и  

                  , 

получим 

   
 

 

     

    
, 

     
       

            ,       
         

          ,   

     
         

        
          

       ,     ,          

Покажем, что при     значение    стремится к известному значению [6]. При     после-

довательность    имеет конечный предел  , определяемый из уравнения 

  
      

           , 

                          , 

корни которого 

                      где                  . 

Рекуррентные уравнения для      и      после подстановки вместо    и      предельного зна-

чения    можно записать в матричном виде 

 
 
 
 

   
   

 
 
 

 
  

 
  

 , 

где 

         

                   где      
 

        
 

Поэтому  

 
 
 
 

 
      

 
 
 

 
        

     
 

   
 . 

Собственные числа матрицы   есть 1 и   
        

            

Пусть   - матрица, приводящая   к диагональному виду: 

    
  
  

    , 

тогда 
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Учитывая теперь, что      , получим в пределе     

      
 

 
 
 
 
 

 
   

  
  

     
 

   
 , 

значит, 

   
   

     

 
              

       
   

А предельное значение намагниченности 

  
             

       
  

    
, 

где     - элементы матрицы  ,    
  - матрицы    . Вычислив эти элементы, получим 

     ,        ,     
   

  

     
,      

  
 

     
, 

то есть 

   
     

     
 

     

             
. 

Это выражение совпадает с полученной в [6] намагниченностью бесконечной изинговской це-

почки. 

 Выражение для намагниченности   можно представить в виде степенного ряда по кон-

центрации магнитных атомов  : 

                              
                 

 , 

из которого можно найти производные 
   

    при    . В частности  

   

  
 
   

            
      

                  . 

Аналогично вычисляется среднее значение произведения спинов соседних магнитных атомов. 

        
 
   , 

где    - среднее значение произведения спинов, принадлежащих отрезку длиной  , а     - веро-

ятность того, что пара соседних магнитных атомов принадлежит такому отрезку.        

            , а    найдем так  

   
 

   

 

  
     

 

   

                 

             
. 

Вводя обозначения                    и                   , получим 

   
 

   

     

    
 

     
         

        
 

        

        
,       

         

        
     

       

        
     

   
        

       
    ,           ,     

        

       
     

Если     , то все     , а все       , поэтому     и      . 
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Можно также представить   в виде ряда по степеням  : 

                             

 

   

                

Полученное точное решение можно использовать для оценки точности различных при-

ближенных решений для модели Изинга разбавленного магнетика [1,9]. Построение большего 

числа приближенных методов можно описать в рамках следующего общего подхода. Рассмот-

рим изинговский магнетик с разбавлением по связям на решетке с координационным числом  . 

Пусть         сумма по соседям, связанным со спином    неразорванными связями, а 

   
      сумма по всем   соседям   , в том числе и по тем, связи с которыми разорваны. Оче-

видно, что для чистого, не разбавленного магнетика        
  для любого атома. Пусть         

функция распределения по полям    , а           
   совместная функция распределения полей 

    и    
 . (                   

      
 ) Тогда  

                                                                           (2.30) 

и 

       
                      

   ,                                              (2.31) 

где   – средняя намагниченность,         по всем парам соседних спинов,          (    

– внешнее поле,   – температура,   – постоянная Больцмана). Если теперь использовать ту или 

иную оценку для функций         и           
  , можно построить различные приближенные 

методы для определения намагниченности в модели Изинга разбавленного магнетика. Напри-

мер, полагая                   ,           
               

     , где   - вероятность 

того, что связь между соседними узлами окажется не разорванной, получим из (1) и (2) метод 

среднего поля:             . Более точное приближение получим используя для         

биноминальное распределение: 

           
              

  
   

 
 

 

 
   

 
 

   
 
                  

   . 

При использовании такого распределения, из (2.30) следует метод усреднения по локальным 

полям или метод среднего спина, рассмотренный в работе [1]. Если в методе среднего спина 

учесть корреляцию  , получим 

                          
   , 

                                         
   , 

где 
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и 

            
  

   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

 
   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

  

   
   

   
,        

   

   
 

Уравнение для намагниченности по методу среднего спина получается из (2.30) если положить 

    ; уравнение (2.31) в этом случае нужно отбросить. 

 Другой подход к построению приближенных методов заключается в использовании мо-

дели Изинга не с вмороженными, а с подвижными немагнитными примесями, находящимися в 

термодинамическом равновесии. В этом случае в гамильтониан войдет дополнительный пара-

метр, связанный с энергией взаимодействия магнитных атомов и атомов примеси. Для подвиж-

ных примесей можно рассчитать корреляцию (ковариацию) в расположении примесей для со-

седних узлов решетки. Подбирая теперь параметр взаимодействия так, чтобы эта корреляция 

обращалась в ноль, получим распределение примесей, которое мы назвали «псевдохаотиче-

ским» [7, 9, 10]. Применительно к решетке Бете, этот метод приводит к следующему результату 

[9]: 

    
    

   
, 

где   - корень уравнения 

  
    

   
             

      

            . 

 На рисунке 2.10 показаны зависимости намагниченности в расчете на один магнитный 

атом как функция концентрации магнитных атомов   при значениях       и       . Кри-

вые 1 и 2 – точное решение и решение, полученное в псевдохаотическом приближении. (Эти 

две кривые в точности не совпадают, но различие между ними не видно в масштабе рис. 2.10.) 

Кривая 3 – намагниченность, полученная методом «среднего спина» без учета корреляции, а 

кривая 4 – с учетом корреляции  . На рисунке 2.10 не приведена зависимость      соответст-

вующая приближению среднего поля, так как эта зависимость очень сильно отличается от точ-

ного решения (и других приближений) в области больших значений  . Однако, при малых   ме-

тод среднего поля дает, как ни странно, более близкое к точному значение  , чем варианты ме-

тода среднего спина. При   близких к нулю, все приближения совпадают с точным решением, 

что впрочем, и следовало ожидать, т. к. система в этом случае приближается к парамагнитной. 

При    , т. е. при отсутствии немагнитного разбавления, метод среднего спина с учетом кор-

реляции и псевдохаотическое приближение дают точное решение. (Такое совпадение будет 

иметь место не только для одномерной цепочки, но и для решетки Бете с произвольным коор-

динационным числом  .) 
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Рис. 2.10 

 

Рис. 2.11 

 Разница между псевдохаотическим приближением и точным решением показана на 

рис.2.11. На этом рисунке приведены графики разницы  пх         при       и   

            и     (кривые 1 – 4 соответственно). Расчет показывает, что эта разница не превос-

ходит по абсолютной величине            . 
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Глава 3. Модель Изинга чистого и разбавленного магнетика 

Модель Изинга чистого и разбавленного магнетика является одним из теоретических ин-

струментов для исследования систем с коллективным взаимодействием как с трансляционной 

симметрией бесконечного кристалла, так и без нее. Но в этой модели не удается получить прак-

тически никаких точных решений. Однако с помощью приближенных методов, основанных на 

использовании среднего поля или на усреднении по полям обменного взаимодействия, можно 

поручить некоторые результаты и для этой модели.  

В параграфе 3.2 рассмотрено применение метода усреднения по полям обменного взаи-

модействия к кластерам из двух магнитных атомов в модели Изинга без немагнитных примесей 

на простых решетках и построен вариант ренормгруппового преобразования фиксированного 

масштаба. Рассмотрено применение этих методов к изинговскому магнетику на квадратной ре-

шетке с анизотропным взаимодействием. 

Критические явления в моделях Изинга и Гейзенберга для разбавленного магнетика, а 

так же в моделях ферромагнетиков со случайными связями исследуются на протяжении не-

скольких последних десятилетий [8, 18-23]. Внимание исследователей было в основном сосре-

доточено на проблеме универсальности и вообще на поведении разбавленных магнетиков вбли-

зи критической точки [20, 22, 23]. В настоящей главе мы предлагаем простые методы расчета 

намагниченности и температуры Кюри разбавленного магнетика, применимые в широком диа-

пазоне концентраций немагнитных примесей. 

В параграфе 3.3 рассмотрено обобщение метода усреднения по обменным полям на слу-

чай двухатомных кластеров и применение этого метода к анализу модели Изинга разбавленного 

магнетика. Кроме того, в этом параграфе вычислены температуры Кюри и перколяционные по-

роги для простых решеток с координационными числами 3, 4 и 6 с помощью усреднения по по-

лям взаимодействия для кластеров различной величины. Рассмотрение кластеров различного 

размера также используется для построения ренормгруппового преобразования и вычисления 

перколяционных порогов в этом случае. Построены концентрационные зависимости темпера-

туры Кюри и спонтанной намагниченности при нулевой температуре. Показано, что примене-

ние метода усреднения по обменным полям в его ренормгрупповой форме приводит к более 

точным результатам во всех рассмотренных случаях и позволяет различать разбавление по уз-

лам и по связям. 

В параграфе 3.4 рассмотрен метод эффективного поля, применимый как к чистым, так и 

к разбавленным магнетикам и представляющий собой вариант ренормгруппового преобразова-

ния фиксированного масштаба. Показано, что для чистых магнетиков метод эквивалентен из-
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вестному приближению Бете. С помощью этого метода рассчитаны намагниченность и корре-

ляционные функции как для чистых, так и для разбавленных по связям изинговских магнети-

ков. 

В параграфе 3.5 предложена интерпретация приближения Бете, основанная на сопостав-

лении спиновых кластеров различного размера на дереве Кейли. На основе этой интерпретации 

развит метод построения приближения Бете для разбавленного по узлам или связям изингов-

ского магнетика. Этот метод является обобщением известного метода Бете [6] на разбавленные 

магнетики. Метод дает точное значение перколяционного порога для решетки Бете. Для раз-

личных вариантов метода построена спонтанная намагниченность как при нулевой, так и при 

конечной температуре как функция концентрации магнитных атомов.  

3.1. Изинговский магнетик на квадратной решетке с анизотропным взаимо-

действием 

 В работах [1, 14] предложен метод усреднения по полям взаимодействия, с помощью ко-

торого можно находить критические точки и макроскопические параметры в различных систе-

мах взаимодействующих частиц. В [1, 14] исследовано критическое поведение разбавленных 

магнетиков как с вмороженными немагнитными примесями, так и с примесями, находящимися 

в термодинамическом равновесии с матрицей. В работе [15] методом усреднения по полям 

взаимодействия исследованы аморфные магнетики и спиновые стекла. Здесь будет рассмотрено 

дальнейшее развитие метода усреднения по обменным полям путем применения его к класте-

рам магнитных атомов и построения ренормгруппового преобразования на этой основе. Воз-

можность такого развития метода будет показана на примере изинговского магнетика с изо-

тропным и анизотропным взаимодействием.  

Для теоретического исследования магнитных фазовых переходов часто используется 

модель Изинга [6]. Эта модель может быть использована для исследования как решеточных, так 

и аморфных [8] магнетиков. Гамильтониан обобщенной модели Изинга имеет вид: 

                  .                                                         (3.1) 

Здесь    - изинговские переменные, принимающие значения +1 и -1. (В моделях магнетиков эти 

переменные связаны с проекцией магнитного момента на выделенную ось.)     – константы, оп-

ределяющие величину обменного взаимодействия,     пропорциональна внешнему магнитному 

полю. В решеточных моделях     обычно принимается равной   для ближайших соседей и рав-

ной 0 для всех остальных пар атомов.  

Точное решение модели Изинга (вычисление статсуммы и нахождение явного выраже-

ния для параметра порядка      - средней намагниченности на один атом) возможно лишь в не-
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которых частных случаях. Существует решение одномерной модели Изинга [6], а так же из-

вестное решение Онзагера для модели Изинга на квадратной решетке в отсутствии внешнего 

поля [6]. Полученное Онзагером выражение для средней намагниченности        имеет сле-

дующий вид [6]: 

                  ,                                                         (3.2) 

где     ,       ,   - постоянная Больцмана. 

 В работе [5] получено выражение: 

            ,                                                                 (3.3) 

где  

              ,                                                              (3.4) 

сумма обменного и внешнего полей, а     - усреднение по ансамблю –  

    
          

         
, 

      ,   - постоянная Больцмана.  

 Формулу (3.3) можно рассматривать как основу для приближенных способов нахожде-

ния      для системы с гамильтонианом (3.1). Например, если правую часть (3.3) заменить на 

                
 

          

и считать            , получим известное приближение среднего поля. Если       для 

ближайших соседей и нулю для всех остальных пар атомов, 

               ,                                                        (3.5) 

где     , а   - число ближайших соседей каждого узла (координационное число). Как извест-

но, ненулевое решение (3.5) при       существует если         . 

 Усреднение в правой части (3.3) является, в сущности, усреднением по функции распре-

деления полей (3.4) состоящих из поля обменного взаимодействия            и внешнего по-

ля    . В работе [1] предложен метод нахождения  , основанный на приближенном вычисле-

нии функции распределения полей обменного взаимодействия    . Величины   , входящие в 

выражение для    , рассматриваются как независимые случайные переменные, принимающие 

значения +1 и -1 с вероятностями         и         соответственно. Применив эту проце-

дуру для решеточной модели с координационным числом  , и       для ближайших соседей и 

нулю для всех остальных пар атомов, получим, при отсутствии внешнего поля, следующее 

уравнение для намагниченности   

   
                  

       
     

                 ,                       (3.6) 

где    
   

 
 . Уравнение для критического значения    получается из (3.6) и имеет вид: 
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                                                              (3.7) 

Решения этого уравнения для координационных чисел 3, 4 и 6 приведены в таблице 3.1. 

 

q Точные 

значения 

   для 

плоских 

решеток 

   для 

решетки 

Бете 

Метод среднего поля Метод усреднения 

по обменным полям 

Ренорм-

групповое 

преобра-

зо-вание                 

3 0,658 0,549 0,333 0,369 0,475 0,503 0,630 

4 0,370 

(тет.) 

0,441 (кв.) 

0,347 0,250 0,263 0,324 0,331 0,358 

6 0,214 

(куб.) 

0,275 (тр.) 

0,203 0,167 0,171 0,197 0,198 

0,201 

0,206 

0,243 

Таблица 3.1 Точные и приближенные значения критических точек изинговских магнетиков. 

 

 Рассмотрим квадратную решетку (   ). У такой решетки есть два различных направ-

ления «горизонтальное» и «вертикальное». Будем считать, что константа обменного взаимодей-

ствия для двух соседних горизонтальных атомов равна          , а для двух соседних вер-

тикальных           и       для всех остальных пар атомов. Параметр   определяет сте-

пень анизотропии – при     анизотропия отсутствует, а при      квадратная решетка рас-

падается на не связанные между собой горизонтальные или вертикальные линейные цепочки 

атомов. Точное значение критической точки как функции   для этой модели находится из урав-

нения [4]:  

                          .                                               (3.8) 

Среднее значение обменного поля                            не зависит от пара-

метра анизотропии  , а значит в приближении среднего поля          . Если же использо-

вать процедуру усреднения по обменным полям, то для       получим следующее уравнение: 

                                                                       (3.9) 
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Рис. 3.1 Температура Кюри как функция параметра анизотропии. 1 – точное решение, 2 – ренормгруппа усредне-

ния по полям взаимодействия, 3 – ренормгруппа среднего поля, 4 – кластер из двух пар атомов (усреднение по по-

лям), 5 – единичный атом, усреднение по полям, 6 – среднее поле, кластер из двух пар атомов, 7 – среднее поле, 

единичный атом 

 

Функция              , определяемая из (3.9), приведена на рис. 3.1 (кривая 5). Кривая 1 на 

этом рисунке соответствует точному решению (3.8). 

 Соотношение (3.3) можно обобщить следующим образом. Рассмотрим кластер, состоя-

щий из   атомов. Гамильтониан системы атомов, входящих в кластер, получается из (3.1) и вы-

глядит так: 

                      
          .                                     (3.10) 

Суммирование в первом слагаемом этого выражения производится по парам входящих в 

кластер атомов, являющихся ближайшими соседями. Второе слагаемое в (3.10) описывает 

взаимодействие атомов кластера с их ближайшими соседями, не входящими в кластер, а третье 

– с внешним полем. Поля обменного взаимодействия    
  вычисляются для каждого атома кла-

стера суммированием изинговских переменных, соответствующих внешним атомам, соседним 

к данному.  

 Усредним величину 
   

 
 по ансамблю с гамильтонианом (3.10), рассматривая    

  как по-

стоянные: 

   
  

   
 

          

          
                                                         (3.11) 
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Усредняя теперь это выражение по всей решетке и предполагая, что            , получим  

   
  

   
 

          

          
  .                                                       (3.12) 

Усреднение в правой части (3.12) проводится по совместной функции распределения полей об-

менного взаимодействия    
 ; формулу (3.3) можно рассматривать как частный случай (3.12) 

когда кластер состоит из одного атома.  

 Аналогично формуле (3.3), соотношение (3.12) можно использовать для построения при-

ближенных методов вычисления намагниченности   - заменяя поля    
  их средними значе-

ниями, как в методе среднего поля или производя усреднение в (3.12) по приближенной функ-

ции распределения полей обменного взаимодействия.  

 Рассмотрим кластер, состоящий из двух соседних атомов на решетке с координацион-

ным числом  . В отсутствии внешнего поля и в случае, когда рассматривается изотропная мо-

дель с взаимодействием только между ближайшими соседями, гамильтониан (3.10) для этого 

кластера имеет вид: 

                     .                                              (3.13) 

Вычисляя средний спин по кластеру (3.11), получим: 

   
          

                         
.                                              (3.14) 

По методу среднего поля    и    в этом выражении нужно заменить их средними значениями, 

равными        и приравнять    намагниченности  :  

  
          

                   
.                                                  (3.15) 

Отсюда получаем уравнение для критической точки: 

                                                                   (3.16) 

Решения (3.16) при       и   указаны в таблице 3.1.  

Еще один вариант самосогласованного уравнения можно построить следующим образом. При-

равняем между собой правые части (3.5) и (3.15): 

             
                  

                                                           (3.17) 
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Рис. 3.2 Спонтанная намагниченность как функция температуры в различных приближениях 

 

Уравнение (3.17) рассматривается как уравнение относительно параметра  . Ненулевое (при 

     ) решение этого уравнения относительно  , существует при     , где 

   
 

 
  

 

   
.                                                              (3.18) 

Среднюю намагниченность   одного атома можно приравнять   - решению (3.17). Или считать 

               - в этом случае приходим к известному приближению Бете [6]. Как из-

вестно [6], приближение среднего поля (3.5) и приближение Бете можно рассматривать как 

точные решения модели Изинга на специальным образом подобранных («бесконечномерных») 

решетках. На рис. 3.2 показаны графики        при       для     построенные по (3.5), 

(3.15), (3.17) (кривые 1 – 4 соответственно) в сравнении с точным решением (2) (кривая 5). 

 Для вычисления   и    методом усреднения по обменным полям, левую часть (3.14) 

нужно приравнять  , а правую усреднить по функции распределения полей обменного взаимо-

действия          , вычисленную в предположении, что спины всех соседних к кластеру ато-

мов статистически независимы. Здесь возможны два случая. В одном случае может оказаться, 

что среди внешних атомов, соседних к первому атому кластера, нет ближайших соседей его 

второго атома. Так будет для шестиугольной решетки (   ), для квадратной или тетраэдриче-

ской (   ) и для кубической (   ). В другом случае может оказаться, что некоторые атомы, 

соседние к одному узлу кластера одновременно являются соседними и к его второму узлу – так, 

например, будет для плоской треугольной решетки (   ). В первом случае поля    и    явля-

ются (в рамках метода усреднения по обменным полям) статистически независимыми, 
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                       и  

           
    

    
   

 
 

 

 
   

 
 

     

           .                        (3.19) 

Во втором случае          
      , где      - обменное поле, созданное атомами, соседними 

одновременно к обоим атомам кластера. Поля   
 ,   

  и      статистически независимы и имеют 

биноминальные распределения, аналогичные (3.19).  

 Проделав описанную выше процедуру для решеток с координационными числами 3, 4 и 

6, получим критические точки, приведенные в таблице 3.1. Для     в таблице указано два 

значения – первое для независимых полей    и    (кубическая решетка или решетка Бете), вто-

рое для случая, когда у атомов кластера есть два общих соседа (треугольная решетка).  

 С помощью усреднения по обменным полям можно также построить самосогласованное 

уравнение аналогичное уравнению (3.17). Для этого правую часть (3.3), усредненную по соот-

ветствующей функции распределения, нужно приравнять правой части (3.14). (При этом, так же 

как и при применении метода среднего поля, есть две возможности – намагниченность можно 

считать равной либо решению полученного уравнения, либо значению правой части (3.3) в этом 

решении.) На рисунке 3.3 приведены графики        при       для     по методу усред-

нения по обменным полям в сравнении с точным решением (2) (кривая 5). Кривая 1 построена 

по уравнению (3.3) (         ), кривая 2 – построена по уравнению, получаемому усредне-

нием правой части (3.14) и приравниванием результата   (         ). Кривые 3 и 4 построе-

ны по уравнению                , кривая 3 -          , а кривая 4 -    . 

 

 

Рис.3.3 
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 Снова рассмотрим плоскую квадратную решетку с анизотропным обменным взаимодей-

ствием. Возьмем два кластера, состоящих из двух соседних атомов каждый. Атомы первого 

кластера расположены горизонтально, а второго – вертикально. Предполагая, что кластеры на-

ходятся достаточно далеко друг от друга, так что можно считать обменные поля, действующие 

на атомы одного кластера не зависимыми от полей, действующих на атомы другого и используя 

метод среднего поля, получим выражение для      : 

       

                
 

       

                
                                         (3.20) 

Вычисление температуры Кюри               по этой формуле дает кривую 6 на рис. 

3.1. Применение к такому парному кластеру процедуры усреднения по полям обменного взаи-

модействия дает кривую 4 на рис. 3.1. 

Рассмотрение кластеров различного размера также может быть использовано для по-

строения ренормгруппового преобразования, аналогично [16, 17]. Средние значения спинов      

(3.11) (параметры порядка) являются функциями        - средней намагниченности атомов, 

окружающих кластер. Рассматривая два кластера, содержащих   и    атомов и предполагая 

скейлинговые свойства параметров      и   одинаковыми, получим, что в критической точке 

при отсутствии внешнего поля должно выполняться равенство 

      

  
 
   

        

   
 
    

 .                                                  (3.21) 

 Рассмотрим кластеры из одного и двух атомов на решетке с координационным числом  . 

Вычисляя      и      по методу среднего поля и подставляя в (3.21), получим 

    
        

            
  

откуда 

   
 

 
  

 

   
                                                             (3.22) 

Что совпадает с критической точкой для решетки Бете [6].  

 Если      и      вычислить методом усреднения по обменным полям, из (3.21) получим: 

             ,                                                           (3.23) 

где        
 

  
   

        
              и 
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в случае, когда первые координационные сферы атомов кластера не перекрываются (за исклю-

чением, разумеется, самих атомов кластера). Если же есть   таких атомов, которые являются 

соседями к обоим атомам кластера, то 

       
 

     
     

 

 

   

  
 
  

       

 

   

 

   

     
                  

                                     
 

где        ,        ,        ,         . Решения (3.23) приведены в табл. 3.1. 

 Как известно [6], критические показатели модели среднего поля (так называемые «клас-

сические» критические показатели) весьма значительно отличаются как от критических показа-

телей точного решения Онзагера (3.2), так и от экспериментально полученных значений [18]. 

Легко убедиться, что все рассмотренные выше самосогласованные модели так же приводят к 

классическим критическим показателям, не отличаясь в этом смысле от модели среднего поля. 

Однако рассмотрение кластеров различного размера может быть использовано и для построе-

ния ренормгруппового преобразования фиксированного масштаба, аналогично [16, 17]. С по-

мощью этого преобразования можно найти критический показатель корреляционной длины   

следующим образом. 

Формально уравнение (3.21) совпадает с условием существования ненулевого решения в 

самосогласованной модели, получаемой приравниванием правых частей (3.12) для кластеров, 

содержащих   и    атомов. Однако, с точки зрения ренормгруппового преобразования, смысл 

(3.21) заключается в стационарности критической точки при масштабных преобразованиях. 

Критический показатель корреляционной длины   рассчитывается при линеаризации (3.21) 

вблизи критической точки и использования соотношения [16] 

    

  
 
    

  
 

  
 

 

  
 ,                                                        (3.24) 

где   - размерность пространства. Из (3.21) получим 

    

  
 
    

    
 

   
  

    

 ,         
     

  
 
   

 .                                   (3.25) 

Применяя описанную процедуру к кластерам из одного и двух атомов и вычисляя      по мето-

ду среднего поля, получим 

  
        ,     

          
   

      
  

 

   
  

 

 
  

     
   

      
  

 

   
 

   
 .                                                     (3.26) 

При использовании метода усреднения по обменным полям для вычисления     , получим сле-

дующий результат: 
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            ,  

      
 

     
      

    
       

 
             

                   

                                   

   
   .  

Критическая точка находится, согласно (3.21), из условия               и совпадает, разуме-

ется, с приведенной в таблице 3.1. Критические показатели   приведены в таблице 3.2. 

 

q Точные значения     

для модели Изинга Метод среднего поля 

Метод усреднения по обмен-

ным полям 

                

3 - 0,700 - 1,361 - 

4 1 (квадратная) 0,600 0,900 1,152 1,728 

6 1,587 (кубическая) 0,437 0,651 0,375 1,209 

Таблица 3.2 

 

Таким образом, сопоставив самосогласованные уравнения, полученные с помощью приближе-

ния среднего поля и с помощью усреднения по обменным полям, мы приходим к следующим 

выводам.  

1. Применение метода усреднения по обменным полям к кластеру из двух магнитных 

атомов приводит к более точным значениям критической температуры, чем использование это-

го метода для одного атома. (табл. 3.1 и рис.3.1 – кривые 4 и 5). Значения критической темпера-

туры, вычисленное по самосогласованным уравнениям, наиболее близко к точному значению 

при построении уравнения путем сопоставления кластеров различного размера: приближение 

Бете точнее приближений среднего поля и (3.15), аналогично – для метода усреднения по об-

менным полям. 

 2. Метод усреднения по обменным полям дает более точные значения критической тем-

пературы, чем метод среднего поля, примененный к кластерам с тем же числом атомов (табл. 

3.1 и рис.3.1 – кривые 7 и 5 и кривые 6 и 4). 

 3. Использование метода усреднения по обменным полям для кластера из двух атомов 

позволяет точнее учесть геометрию решетки – для решеток с одинаковым координационным 

числом (треугольной и кубической) получаются разные результаты (табл. 3.1). 

 4. Ренормгрупповое преобразование фиксированного масштаба, построенное с помощью 

метода усреднения по обменным полям, дает для критической точки наиболее точные значения 

по сравнению с остальными рассмотренными методами (табл. 3.1, кривая 2 на рис. 3.1). 
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 5. Для квадратной решетки с сильно анизотропным обменным взаимодействием, из всех 

рассмотренных нами методов, наиболее близкие к точным результаты дает ренормгрупповое 

преобразование, построенное с помощью метода среднего поля (кривая 3 на рис. 3.1). 

3.2. Модель Изинга разбавленного ферромагнетика в приближении самосо-

гласованного поля 

Для исследования фазовых переходов в нерегулярных спиновых системах часто исполь-

зуется модель Изинга для разбавленного магнетика. Эта модель характеризуется гамильтониа-

ном [8] 

                                 .                                       (3.27) 

Здесь    - обычные изинговские переменные, определяющие ориентацию магнитного 

момента атома и принимающие значения +1 и -1;   - обменный интеграл,   пропорциональна 

внешнему магнитному полю. Случайная переменная    может быть равна 0 и 1, ее среднее зна-

чение         определяет вероятность заполнения   -го узла изинговским «спином»; суммиро-

вание в первой сумме проводится по всем упорядоченным парам соседних узлов, во второй 

сумме – по всем узлам решетки. Будем считать, что магнитные и немагнитные атомы размеще-

ны по узлам решетки случайно, без корреляции и не перемещаются под воздействием тепловых 

колебаний («вмороженные» примеси). Кроме того, рассмотрим модель замороженных связей. В 

ней считается, что определенная доля      всех обменных интегралов искусственно исклю-

чена. 

 Известно [5], что для чистого (    ) изинговского магнетика в нулевом внешнем поле 

справедливо следующее равенство: 

            ,                                                          (3.28) 

где        (суммирование производится по соседним к данному узлу спинам) – «обменное» 

поле,       ,  - температура системы,   - постоянная Больцмана. Усреднение в правой части 

этого равенства является, в сущности, усреднением по функции распределения        величи-

ны обменного поля   .  

 Соотношение (3.28) можно обобщить следующим образом. Рассмотрим кластер, состоя-

щий из   атомов. Гамильтониан этого кластера выглядит так: 

                
   .                                              (3.29) 

Суммирование в первом слагаемом этого выражения производится по парам входящих в кла-

стер атомов, являющихся ближайшими соседями. Второе слагаемое в (3.29) описывает взаимо-

действие атомов кластера с их ближайшими соседями, не входящими в кластер. Поля обменно-
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го взаимодействия    
  вычисляются для каждого атома кластера суммированием изинговских 

переменных, соответствующих внешним атомам, соседним к данному.  

 Усредним величину 
   

 
 по ансамблю с гамильтонианом (3.29), рассматривая    

  как по-

стоянные, а затем усредним полученное выражение по совместной функции распределения по-

лей обменного взаимодействия            . Приравнивая результат этого усреднения к    , 

получим: 

     
  

   
 

          

          
  ;                                                     (3.30) 

формулу (3.28) можно рассматривать как частный случай (3.30) когда кластер состоит из одно-

го атома.  

 Формулы (3.30) можно использовать как основу приближенных методов нахождения 

спонтанной намагниченности и точки фазового перехода модели Изинга – заменяя неизвестную 

функцию распределения             тем или иным приближенным выражением, в которое 

средняя намагниченность       входит как неизвестный параметр. Например, взяв в (3.28) 

               , где   - координационное число решетки, получим известное приближе-

ние среднего поля [6]. Если же использовать для        биноминальное распределение, полу-

чим приближение, описанное в [1]. Эту же методику можно использовать и для исследования 

разбавленного магнетика. В работе [1] рассмотрен разбавленный изинговский магнетик, в при-

ближении, основанном на (3.28). Здесь исследуется разбавленный магнетик в приближении, ос-

нованном на (3.30) используя кластеры из одного и двух атомов. Использование кластеров раз-

ных размеров позволяет так же построить ренормгрупповое преобразование фиксированного 

масштаба [16]. Эта возможность так же исследуется в этом разделе. 

 Рассмотрим кластеры из одного и двух узлов в модели Изинга с разбавлением по связям. 

Результат усреднения в (3.30) по приближенным функциям распределения обменных полей бу-

дем обозначать     . Тогда 

           
  

 
    и                                                       (3.31) 

        
          

                         
 
  

          

        
          

                     
 
  

 
        

или 

        
          

                         
 
  

 
              

 

 
             

  
 
        ,    (3.32) 
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где     . Наличие двух слагаемых в правой части (3.32) обусловлено тем, что среди множе-

ства кластеров из двух соседних атомов на решетке, доля кластеров с разорванной обменной 

связью составляет     . 

 В модели с разбавлением по узлам, для кластера из одного атома получим: 

               
  

 
    ,                                              (3.33) 

а для кластера из двух узлов –  

         
  

          

                         
 
  

 
                

 

 
             

  
 
       .  (3.34) 

В этих выражениях      и      - средняя намагниченность магнитного атома; намагниченность 

на узел получается умножением на   .  

В приближении среднего поля, обменные поля    и    в выражениях (3.31) – (3.34) заме-

няются их средними значениями, что соответствует использованию в этих выражениях -

функций в качестве функций распределения обменных полей:  

  
                                                            (3.35) 

  
           

         
                                  .      (3.36) 

Задачи разбавления по узлам и связям приводят в этом приближении к одинаковым выражени-

ям, поэтому здесь    и    обозначены просто  . При использовании выражений (3.31) (или 

(3.33)) получим обобщение приближения среднего поля на случай разбавленного магнетика:  

         .                                                    (3.37) 

Это уравнение имеет ненулевое решение при          , что, как известно [8] не соответ-

ствует истинному поведению спонтанной намагниченности разбавленного магнетика, которая 

должна обращаться в ноль при концентрации, меньшей порога протекания   .  

 Использование кластера из двух атомов (соотношения (3.32) или (3.34)) не приводит к 

существенно иным результатам. Уравнение для намагниченности в этом случае  

                   
           

                                          (3.38) 

имеет ненулевое решение при любых значениях  . 

 Приравнивая правые части (3.37) и (3.38) получим уравнение: 

                        
           

                 .                     (3.39) 

Среднюю намагниченность   одного магнитного атома можно приравнять   - решению (13). 

Или считать          - в этом случае для чистого магнетика (   ) приходим к известному 

приближению Бете [6]. Для разбавленного магнетика ненулевое решение (3.39) существует при 

условии     , где  

      
 

 
  

    

    
 , 
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           - перколяционный порог решетки Бете.  

 

Рис. 3.4 Температура Кюри как функция концентрации при    . 1 – приближение Бете, 2 –усреднение по полям, 

кубическая решетка, 3 –треугольная решетка, разбавление по узлам, 4 – треугольная решетка, разбавление по свя-

зям 

 

График функции         
      при     приведен на рис.3.4 (кривая 1). Полученный резуль-

тат можно рассматривать как приближенное решение для разбавленного магнетика на решетке 

с координационным числом  , как и само решение Бете может рассматриваться как прибли-

женное решение для чистого магнетика на любой решетке с известным координационным чис-

лом. Зависимость намагниченности при нулевой температуре (   ) от концентрации      

является, как известно [8], вероятностью того, что некоторый магнитный атом принадлежит 

бесконечному кластеру     . Согласно (3.39) эта функция находится из решения уравнения 

 
                                

          
 .                                  (3.40) 

График этой при     функции показан на рис. 3.5 (кривая 1). 

Для решетки Бете перколяционная кривая       может быть вычислена точно [8]. Для построе-

ния этой кривой можно использовать метод производящей функции, как в [8], но тот же резуль-

тат может быть получен и из простых комбинаторных соображений. 
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Рис.3.5 Спонтанная намагниченность при нулевой температуре как функция концентрации для    . 1 – прибли-

жение Бете, 2 –усреднение по полям, кубическая решетка, 3 –треугольная решетка, разбавление по узлам, 4 – тре-

угольная решетка, разбавление по связям 

 

Обозначим   вероятность того, что выбранный случайно узел решетки Бете разбавленного маг-

нетика не принадлежит бесконечному кластеру магнитных атомов. Очевидно, что   связано с 

      простым соотношением: 

          .                                                         (3.41) 

Введем вероятность   того, что узел решетки, у которого по крайней мере один соседний узел 

заполнен магнитным атомом, не принадлежит бесконечному кластеру. Тогда 

           .                                                    (3.42) 

Первое слагаемое в этом выражении – вероятность того, что данный узел не занят магнитным 

атомом, а второе – вероятность того, что в узле находится магнитный атом, но все соседние уз-

лы не принадлежат бесконечному кластеру. Рассматривая теперь один из узлов, соседних к 

данному, можно записать следующее соотношение для вероятности  : 

             .                                                (3.43) 

Уравнение (3.43) имеет тривиальное решение    . Исключив этот корень, получим 

      
       .                                                     (3.44) 

Из уравнений (3.41) и (3.42) получим выражение       через  : 

          .                                                    (3.45) 

Уравнения (3.43) - (3.45) и дают решение задачи о нахождении перколяционной кривой       

для решетки Бете. Графики функций       для     и     приведены на рис.3.6 (кривые 2 и 

4 соответственно). Функция       обладает следующими свойствами. Она не равна нулю толь-

ко в интервале       , где            и монотонно возрастает до 1 с ростом  . При 
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     функция       имеет конечную производную, которую можно определить из (3.44) и 

(3.45). Дифференцируя эти уравнения по   и исключив производную от  , получим (с учетом 

того, что при         ) 

  
      

       

   
.                                                      (3.46) 

На рисунке 3.6 показаны также графики функции      для     (кривая 1) и для     (кр. 3). 

 Вернемся теперь к функции     , определяемой уравнениями (3.40). Как видно из ри-

сунка 3.6, эта функция близка к      ; с ростом   различие между ними уменьшается. Однако 

есть важное различие в поведении этих функций вблизи   . Покажем, что при     , произ-

водная функции      (в отличии от производной      ) бесконечна.  

 

Рис.3.6 

 

Обозначим в (3.40)       и разложим все гиперболические тангенсы в (3.40) до второ-

го ненулевого члена вблизи    . В результате получим, что вблизи      

               
   ,                                           (3.47) 

где       
        

           
  
. То есть,       

 

 
          

    . 

 В работе [1] предложен другой приближенный метод нахождения функций распределе-

ния и основанная на нем методика нахождения спонтанной намагниченности. Величины   , 

входящие в выражение для        рассматриваются как независимые случайные перемен-

ные, принимающие значения +1 и -1 с вероятностями         и         соответственно. 

Количество слагаемых в сумме для    является случайной величиной, распределенной по би-

номинальному закону от   до   с параметром  . Функция распределения   
     выглядит в 

этом случае следующим образом: 
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              .    (3.48) 

Подставляя это выражение в (3.31) получим уравнение для спонтанной намагниченности как 

функции концентрации и температуры. Такой метод получения уравнений для спонтанной на-

магниченности мы будем в дальнейшем называть методом усреднения по обменным полям.  

 

Тип решетки (коор-

динационное число) 
точно Бете 1 2 1-2 

Шестиугольная (3) 
0,700 

0,653 
0,500 0,557 0,571 0,629 

Квадратная (4) 
0,590 

0,500 
0,333 0,428 0,429 0,434 

Тетраедр. (4) 
0,430 

0,390 
0,333 0,428 0,429 0,434 

Кубическая (6) 
0,310 

0,250 
0,200 0,293 0,290 0,272 

Треугольная (6) 
0,500 

0,347 
0,200 0,293 

0,310 

0,295 

0,556 

0,315 

Таблица 3.3. Точные и приближенные значения перколяционных порогов простых решеток. 

 

Предельным переходом     можно найти перколяционную кривую в этом приближении 

      . Например, для     (шестиугольная решетка) получим: 

            
   

 
 

 

                                                  (3.49) 

Эта функция обращается в ноль при     , где    
  
 

    
       . 

 Как показано в [1], полученное из (3.31) с помощью (3.48) уравнение, в отличии от (3.37) 

и (3.38), имеет ненулевое решение только при     . Причем, приближенные значения   , по-

лученные из этого уравнения, в большинстве случаев оказываются точнее, чем найденные из 

(3.40) (таблица 3.3, столбец «1»). 

 Поскольку приближение Бете (3.39) является более точным, чем приближение среднего 

поля для кластеров из одного (3.37) и двух (3.38) атомов, а метод усреднения по обменным по-

лям дает более точные результаты даже для одноатомного кластера, можно надеяться, что ком-

бинация этих методов окажется достаточно хорошим приближением.  

 Построим функцию распределения   
         для кластера из двух соседних атомов. 

Здесь возможны два случая. В одном случае может оказаться, что среди внешних атомов, со-
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седних к первому атому кластера, нет ближайших соседей его второго атома. Так будет для 

шестиугольной решетки (   ), для квадратной или тетраэдрической (   ) и для кубической 

(   ). В дальнейшем мы будем называть эту ситуацию «отсутствием перекрытия координа-

ционных сфер». В другом случае может оказаться, что атомы, соседние к одному узлу кластера 

одновременно являются соседними и к его второму узлу – так, например, будет для плоской 

треугольной решетки (   ). В первом случае поля    и    являются (в рамках метода усред-

нения по обменным полям) статистически независимыми:   
           

         
       . Во 

втором случае          
      

   , где     
    - обменные поля, создаваемые атомами, соседними 

одновременно к обоим атомам кластера. Поля   
 ,   

  и     
    считаются в рамках метода усред-

нения статистически независимыми и имеющими биноминальные распределения, аналогичные 

(3.48).  

 Для разбавленных магнетиков в первом из указанных случаев совместная функция рас-

пределения полей строится по (3.48) и в этом приближении модель разбавленного по узлам 

магнетика не отличается от модели разбавленных связей. Во втором случае функции распреде-

ления полей при разбавлении по узлам и по связям различаются.  

 Рассмотрим приближение, получаемое из (3.32) и (3.34) подстановкой в эти выражения 

функции распределения   
           

         
       , то есть при отсутствии перекрытия 

координационных сфер. Из получаемого при этом выражения можно вычислить спонтанную 

намагниченность как функцию концентрации и температуры. Оказывается, что спонтанная на-

магниченность не равна нулю только при     . Значения   , найденные этим способом указа-

ны в таблице (колонка «2»).  

Для треугольной решетки функция распределения полей для разбавленного по узлам магнетика 

вычисляется следующим образом: 

  
           

    
    

    
    

                
   

               
        .                                  (3.50) 

В этом случае   
      

        . Для магнетика с треугольной решеткой, разбавленного по 

связям, ситуация несколько сложнее -   
    может быть не равно   

   . Совместную функцию 

распределения полей   
    и   

    зададим непосредственным расчетом вероятностей 

    
      

    : 

                  
   

 
 

 

,                                        

                                     , 

                        ,                       
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                                       ,             
   

 
 

 

. 

Остальные вероятности либо равны нулю, либо находятся из условия симметрии 

    
      

         
      

     и того обстоятельства, что при замене   на –  вероятность 

    
      

     переходит в      
       

    . В столбце «2» таблицы 3.3 для треугольной ре-

шетки приведены два значения критической концентрации:  верхнее – при разбавлении по уз-

лам, нижнее – по связям. 

 Построим теперь комбинацию приближения Бете и метода усреднения по обменным по-

лям. Для этого приравняем правые части (3.33) и (3.34), усреднение в которых производится по 

функциям распределения обменных полей, заданным выше. В столбце «1-2» таблицы 3.3 при-

ведены перколяционные пороги различных решеток, вычисленные этим способом. Для тре-

угольной решетки приведено два значения: верхнее – при разбавлении по узлам, нижнее – по 

связям. Для шестиугольной решетки (   ) такой «ренормгрупповой» вариант метода усред-

нения по обменным полям приводит к следующему выражению для перколяционной функции 

      : 

          
       

        
                                                     (3.51) 

Эта функция обращается в ноль при     , где          является корнем уравнения 

              . 

Таким образом, на основании полученных результатов, можно сделать следующие выводы: 

1. Все приближения, основанные на усреднении по полям взаимодействия, дают более 

точные результаты для концентрационной зависимости температуры Кюри и намагниченности, 

чем метод среднего поля, в том числе и в форме приближения Бете. 

2. Использование кластера из двух атомов в методе усреднения по обменным полям хотя 

и не приводит к существенному улучшению точности приближения (см. таблица) по сравнению 

с одноатомным кластером, позволяет все же, в некоторых случаях различать задачи протекания 

по узлам и по связям. 

3. Метод, основанный на сопоставлении кластеров из одного и двух узлов (что, в сущно-

сти, является ренормгрупповым преобразованием фиксированного масштаба), позволяет полу-

чить более точные результаты и при использовании приближения среднего поля (метод Бете), и 

при использовании усреднения по обменным полям. В этом последнем случае мы получаем для 

треугольной решетки наиболее близкие к точным значения перколяционных порогов и по уз-

лам, и по связям. 
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3.3. Корреляционные функции чистого и разбавленного изинговского магне-

тика в приближении эффективного поля 

Исследование фазовых переходов в разбавленных и неупорядоченных магнетиках является 

предметом теоретических и экспериментальных исследований уже на протяжении многих лет 

[19, 20, 22]. В работах [2, 3] предложена классификация самосогласованных методов расчета 

намагниченности и критических точек чистых и разбавленных магнетиков. Но в этих работах 

не рассматривался вопрос о вычислении корреляционных функций и их поведения вблизи кри-

тической точки. Однако, как будет показано в данном параграфе, некоторые из описанных в [3, 

3] методов могут быть использованы и для расчета спиновых корреляций.  

Рассмотрим модель Изинга с разбавлением по связям. Гамильтониан этой модели имеет 

вид: 

                  .                                                 (3.52) 

Здесь    - изинговские переменные, принимающие значения +1 и -1.     – константы, опреде-

ляющие величину обменного взаимодействия,     пропорциональна внешнему магнитному по-

лю. Величины     не равны нулю только для ближайших соседей в кристаллической решетке, а 

для этих соседей     равно   с вероятностью   и нулю с вероятностью    . Вероятность   яв-

ляется долей «магнитных» связей в решетке, при     магнетик является чистым. Здесь рас-

сматривается применение к этой модели некоторых из описанных в [3] самосогласованных ме-

тодов и расчет с их помощью корреляционных функций как для чистого, так и для разбавлен-

ного магнетика. 

Согласно [3], одним из способов приближенного решения задачи с гамильтонианом типа 

(3.52) является следующий. Рассмотрим кластер, состоящий из   атомов. Гамильтониан этого 

кластера выглядит так: 

                  
          .                                    (3.53) 

Суммирование в первом слагаемом этого выражения производится по парам входящих в кла-

стер атомов, являющихся ближайшими соседями. Второе слагаемое в (3.53) описывает взаимо-

действие атомов кластера с их ближайшими соседями, не входящими в кластер, а третье сла-

гаемое – с внешним полем. Поля обменного взаимодействия    
  вычисляются для каждого ато-

ма кластера суммированием изинговских переменных, соответствующих внешним атомам, со-

седним к данному.  

 Усредним величину 
   

 
 по ансамблю с гамильтонианом (3.53), рассматривая    

  как по-

стоянные, а затем усредним полученное выражение по совместной функции распределения по-
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лей обменного взаимодействия       
  . Построив аналогичное выражение для другого класте-

ра, содержащего      атомов и приравнивая эти два выражения, получим уравнение: 

     
  

   
 

          

          
   

  
   
  

           

           
  .                                   (3.54) 

Дальнейший расчет зависит от того, в каком приближении рассматривать функцию распреде-

ления полей обменного взаимодействия       
  . Простейшее приближение получим, если при-

нять все    
  постоянными величинами, равными    , где    - число «внешних» соседей -го ато-

ма,   – характеризующий намагниченность параметр, определяющийся из решения самосогла-

сованного уравнения (3.54). Для чистого (   ) магнетика, взяв     и      в этом прибли-

жении получим: 

            
               

                                                         (3.55) 

Здесь       - средняя намагниченность на узел,        (   – постоянная Больцмана), 

        ,   - координационное число решетки. Нетрудно показать, что приближение (3.54) 

есть не что иное, как известное приближение Бете [6]. Действительно, обозначив   

         , перепишем (3.55) в виде: 

  
        

        
 

                   

                         
 

или  

  
        

        ,            
              

                                                        (3.56) 

что совпадает с решением для модели Изинга на решетке Бете, приведенном в [6]. То есть, для 

вычисления намагниченности   приближение (3.55) можно рассматривать просто как вариант 

получения приближения Бете. Другими способами приближение Бете можно получить как ре-

шение задачи Изинга на решетке (дереве) Бете [6] или как соотношение, связывающее намагни-

ченность центрального атома и атома первой координационной сферы [24]. Но способ (3.55) 

позволяет, как будет показано ниже, рассчитать не только намагниченность, но и корреляцион-

ные функции как для чистого, так и для разбавленного изинговского магнетика. 

 Корреляцию соседних спинов в приближении (3.55) можно найти следующим образом. 

Рассмотрим кластер, состоящий из двух атомов. Усредняя произведение спиновых переменных 

атомов кластера по ансамблю с гамильтонианом (3.53) и приравнивая    
     

        , по-

лучим 

       
                    

                    
                                                    (3.57) 

Корреляция               вычисляется по (3.56), в котором параметр   является решением 

уравнения (3.54). Эту корреляцию можно также выразить через   и намагниченность  : 
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                                       (3.58) 

 

 

Рис. 3.7 Корреляция     как функция параметра        при различных значениях внешнего поля. 1 -      , 2 - 

       , 3 -         

 

Из этого выражения следует, что при     (то есть, при       и      
 

 
  

 

   
 ) величина 

        для любого    . При     ,     достигает максимального (при      ) значения, 

равного        . При      , максимум        сдвигается влево, а величина его уменьшает-

ся (рис. 3.7). 

 Рассмотрим теперь кластер, состоящий из трех атомов, гамильтониан которого имеет 

вид: 

                                                           (3.59) 

Центральный спин кластера    связан обменным взаимодействием с крайними спинами    и    

и находится в поле            ; каждый из крайних спинов – в поле            . Вы-

числим средние значения     ,  
     

 
 ,        и        по ансамблю с гамильтонианом (3.59). 

Получим: 

     
                       

                       
                                                 (3.60) 

 
     

 
  

             

                       
                                              (3.61) 

       
             

                       
                                              (3.62) 
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                                              (3.63) 

где 

              ,              ,           

Все функции: (3.60), (3.61),           и правая часть (3.54) равны между собой при некото-

ром ненулевом (при     ) значении параметра     . Это означает, что при использовании 

кластера из трех атомов в приближении эффективного поля мы получает такое же приближение 

(приближение Бете) что и при использовании кластеров из одного и двух атомов. 

Корреляционная функция соседних атомов     теперь может быть вычислена по (3.63) 

при     . Этот способ тоже приводит к выражению (3.58). Функция     может быть вычис-

лена по (3.61). Для линейной цепочки Изинга (   ) корреляционные функции     и    , вы-

численные указанным способом, совпадают с решением приведенным в [6]. Непосредственной 

проверкой можно убедиться в справедливости следующего соотношения: 

 
   

     
 

 
   

    , 

что позволяет предположить, что для произвольного  , функция     имеет тот же вид, что и для 

одномерной цепочки:  

                                                                    (3.64) 

где   
   

     
   

   
, а   - корреляционная длина. Из (3.63) и (3.57) получим зависимость   от   и 

намагниченности  : 

      
   

     
  

                                                      (3.65) 

В критической точке (     ,     ) корреляционная длина   не стремится к бесконечности, 

хотя и имеет максимальное значение, равное          .  

Определим корреляцию трех соседних спинов в соответствии с групповым представлением 

[25]:  

                                                             (3.66) 

Рассмотрим сначала одномерную цепочку спинов. Среднее значение произведения спинов, на-

ходящихся в трех последовательных узлах цепочки          можно вычислить следующим об-

разом [6] 

         
            

    , 

Где    
  
   

 , а           

         - трансфер-матрица. Проводя вычисления описанным в 

[6] способом, получим тройную корреляционную функцию  

                                                                      (3.67) 
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Рассматривая теперь кластер с     уже для произвольного  , получим аналогично (3.60)-

(3.63) 

         
                       

                       
                                             (3.68) 

Вычисляя с помощью этого выражения     , получим, что равенство (3.66) выполняется для 

произвольного  .  

Рассмотрим теперь модель Изинга с разбавлением по связям в случае, когда    . Рас-

суждая так же, как в случае неразбавленного магнетика, получим самосогласованное уравнение 

для определения намагниченности   [3]:  

            

                      
                

                      ,                          (3.69) 

             

Это уравнение переходит в (3.55) при     и имеет при     ненулевое решение при условии 

    , где  

      
 

 
  

    

    
 ,                                                           (3.70) 

           - перколяционный порог решетки Бете [8]. Заметим, что хотя уравнения (3.69) 

дают точное решение для модели Изинга на решетке Бете при     и точное значение перко-

ляционного порога    для этой решетки, их, все же, нельзя рассматривать как точное решение 

задачи Изинга для разбавленного магнетика на решетке Бете [3].  

Зависимость намагниченности при нулевой температуре (   ) и нулевом внешнем 

поле (   ) от концентрации является, как известно [8], вероятностью того, что некоторый 

магнитный атом принадлежит бесконечному кластеру     . Эта функция находится из решения 

уравнения 

 
                                

          
 . 

 Вычисляя среднее значение произведения спинов в кластере из друх атомов, получим: 

                             
                     

                                         (3.71) 

Вводя обозначение              в уравнениях (3.69) и (3.71), запишем выражения для 

намагниченности   и корреляционной функции               в следующем виде: 

               
           

                                                      (3.72) 

            
      

           . 

Из этих уравнений следует, что     может быть выражена как не зависящая от   функция  ,   

и   - аналогично (3.57).  
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Рис. 3.8 Корреляция     как функция концентрации магнитных связей   при различных   и    . 1 -      , 

     , 2 -      ,         , 3 -      ,      , 4 -      ,          

 

При отсутствии внешнего магнитного поля в области температур       

                    

При      зависимость     от   более сложная (рис. 3.8) 

Таким образом, в рамках приближения эффективного поля был исследован изинговский 

магнетик – как чистый, так и с разбавлением по связям. В результате этого исследования, при-

ходим к следующим основным выводам. 

1. Для чистого изинговского магнетика метод эффективного поля можно рассматривать 

как вариант получения приближения Бете. Преимущество этого варианта в том, что можно лег-

ко найти корреляционные функции и корреляционную длину (соотношения (3.57) и (3.64)). 

2. Корреляционная длина в рассматриваемом приближении остается конечной в точке 

фазового перехода, хотя имеет в этой точке максимальное значение. 

3. При отсутствии внешнего магнитного поля максимальное значение корреляции бли-

жайших спинов (и корреляционной длины) достигается при     . При       максимум по 

  смещается влево (в сторону меньших значений  ), а его величина уменьшается. 

4. Корреляция     в рассматриваемом приближении может быть выражена как не зави-

сящая от   функция   и   для чистого магнетика (3.57) или как функция  ,   и   - для разбав-

ленного (3.71). 

5. В нулевом внешнем поле и в области температур         зависимость корреляции 

    от концентрации магнитных связей   является линейной, а в более общем случае эта зави-

симость показана на рис. 3.8. 
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3.4. Способ построения приближения Бете в модели Изинга разбавленного 

магнетика 

Здесь будет построена «кластерная» интерпретация метода Бете для чистого (не разбав-

ленного) изинговского магнетика. Эта интерпретация основана на сопоставлении кластеров 

различного размера на решетке Бете, что можно трактовать как ренормгрупповое преобразова-

ние конечного масштаба, аналогично [3]. Затем будет показано, что это представление прибли-

жения Бете можно распространить на случай разбавленного по узлам или связям изинговского 

магнетика, причем возможны различные варианты такого распространения. В рассматриваемом 

приближении найден перколяционный порог (совпадающий с точным значением порога проте-

кания для решетки Бете) и построена зависимость температуры Кюри от концентрации магнит-

ных атомов. Для оценки точности нашего приближения средняя намагниченность при нулевой 

температуре как функция концентрации сравнивается с вероятностью того, что данный магнит-

ный атом принадлежит бесконечному кластеру магнитных атомов на решетке Бете.  

Построим решетку Бете следующим способом, который можно рассматривать как обоб-

щение способа, описанного в [6]. Рассмотрим граф из   узлов, соединенных цепочкой. Крайние 

узлы этой цепочки соединим еще с     новыми узлами (своими для каждого из крайних уз-

лов), а каждый внутренний узел – с     другими новыми узлами (опять-таки, своими для ка-

ждого из внутренних узлов). Назовем всю совокупность этих добавленных           узлов 

«первой оболочкой». Последующие оболочки определим рекуррентной процедурой: оболочка 

    строится присоединением     новых узлов к каждому из узлов оболочки  . Проделав 

эту процедуру   раз, получим так называемое дерево Кейли, внутренняя часть которого при 

    и является решеткой Бете. Рассмотрим теперь модель Изинга на решетке Бете. Пусть   , 

       - спины, расположенные в узлах первоначальной цепочки. Статистическая сумма 

системы         , где суммирование проводится по всем возможным конфигурациям   и 

                . (Суммирование в последнем выражении проводится по всем связям ре-

шетки.) Запишем      в виде: 

 

                 

   

   

                                      

   

   

   

   

   

   

 

где      - совокупность спинов   -й ветки, отходящей от  -го узла цепочки, а 
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Суммируя это выражение по всем      и введя обозначение                          
 (все сум-

мы одинаковы для всех ветвей), получим:           
         , где  

                        

   

   

   
         

          
        

Если             - некоторая функция спинов цепочки, то ее среднее значение, равное 

               
                  

         

       
         

 

можно представить в следующем виде. Обозначим                  и запишем        

       как                   
    

 
     . Тогда 

               
                   

         

        
         

                                    (3.73) 

где  

                         
   
            

 
    , 

                 ,              

(        ),    
 

  
  

 

  
. 

Таким образом, среднее значение                можно интерпретировать как среднее по кла-

стеру из   спинов   , связанных обменным взаимодействием и находящихся в постоянных по-

лях     . Для величин    (или   ) можно построить рекуррентное соотношение [6]  

   
          

   

          
   ,                                                         (3.74) 

Переходя к термодинамическому пределу    , получим из рекуррентного соотношения 

(3.74) самосогласованное уравнение для           . Решив это уравнение, можно вычис-

лить среднее значение любой функции            . Однако можно предложить другой способ 

определения величины           , основанный на представлении среднего                

как среднего по кластеру (3.72).Вычислим по формуле (3.73) среднюю намагниченность 

           
 
      . Рассмотрим теперь два кластера с различным количеством спинов   и   . 

Очевидно, что в термодинамическом пределе  

              .                                                      (3.75) 

 

Последнее равенство можно рассматривать как уравнение относительно  . (Кроме того, урав-

нение для   можно получить, приравнивая средние значения намагниченности различных час-

тей одного и того же кластера, но следует учесть, что при этом может получиться тождествен-

ное равенство.)  
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 Для магнетика без примесей, предложенная интерпретация метода Бете приводит, разу-

меется, к тем же результатам, что и традиционная [24]. Но, как будет показано ниже, эта интер-

претация позволяет построить различные приближенные методы анализа магнитных свойств 

разбавленного магнетика на решетке Бете. 

Разбавленный изинговский магнетик Запишем уравнение (3.75) применительно к класте-

рам с     и     : 

        
            

                 
 

Это уравнение имеет ненулевое решение при     , где    
 

 
  

 

   
 - критическая точ-

ка для модели Изинга на решетке Бете [6]. Предположим теперь, что каждый узел решетки Бете 

заполнен изинговским спином с вероятностью   и немагнитным атомом с вероятностью    . 

Для этой модели можно построить обобщение уравнения (3.74) следующим образом. Кластер 

из одного узла может быть заполнен немагнитным атомом, среднее значение намагниченности 

такого кластера очевидно равно нулю. Если же кластер заполнен магнитным атомом, обозна-

чим через    условное среднее значение его намагниченности, при условии, что у него есть   

магнитных соседей. Тогда средняя намагниченность на узел решетки             , где тре-

угольные скобки означают усреднение по функции распределения       величины  . Сделаем 

теперь следующее приближение: будем считать           . То есть 

                         

Рассуждая аналогично для кластера из двух узлов, получим 

         
 

 
                                  

    
             

                               
           

Здесь    и    количества магнитных соседей у первого и второго узлов кластера, а           - их 

функция распределения. Приравнивая теперь          и          получим уравнение относи-

тельно  , которое можно рассматривать как обобщение уравнения (3.75) для разбавленного 

магнетика.  

Найдем сначала критическую точку       разбавленного магнетика в рассматриваемом 

приближении. Приравнивая производные по   от          и          при    , получим 

 

         
 

 
                      

 

       
                 

Считая, что            , а                         , получим выражение для       

      
 

 
  

            

            
 

 

 
  

    

    
                                         (3.76) 
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При     получим известную [6] критическую точку модели Изинга на решетке Бете. 

Кроме того, видно, что         (то есть, температура Кюри        ) при      
 

   
, что 

является перколяционным порогом для решетки Бете [8].  

Найдем теперь       – среднюю намагниченность магнитного атома при    . Как из-

вестно [8] эта функция может быть интерпретирована как вероятность      того, что взятый 

наугад магнитный атом принадлежит бесконечному кластеру таких атомов. Для решетки Бете 

существует точное выражение для этой вероятности [8]: 

         ,                                                         (3.77) 

где   - корень уравнения       
       . Будем использовать степень близости       к      в 

качестве критерия точности рассматриваемых приближений.  

Уравнение для      , полученное сопоставлением кластеров из одного и двух атомов 

имеет, согласно сказанному выше, следующий вид: 

                   , 

где               и является решением уравнения 

              
 

 
                                                         

Дальнейший расчет зависит от выбора функций распределения       и         . Напри-

мер, можно просто заменить усреднения по этим функциям подстановкой в соответствующие 

выражения средних значений             и                                   . В этом случае 

приходим к выражениям 

                                                                     (3.78) 

                                       

Если же в качестве функций распределения       и          выбрать биноминальные 

распределения, получим: 

           
            

                                               (3.79) 
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Рис. 3.9 Зависимость спонтанной намагниченности от концентрации магнитных атомов   при различных темпера-

турах для    . Кривые 1 и 2 – спонтанная намагниченность при нулевой температуре в приближениях (6) и (7) 

соответственно. Пунктирная кривая – вероятность того, что магнитный атом принадлежит бесконечному кластеру 

(5). Кривые 3, 5 и 7 – спонтанная намагниченность в приближении (6) при                              соот-

ветственно. Кривые 4, 6, 8 – спонтанная намагниченность в приближении (7) при тех же значениях  . 

 

На рисунке 3.9 приведены графики спонтанной намагниченности при нулевой темпера-

туре, вычисленные в приближениях (3.78) и (3.79) (кривые 1 и 2), пунктирная линия – вероят-

ность (3.77). Видно, что все три кривые достаточно близки. На рис. 3.10 показаны разности 

             для методов (3.78) и (3.79). Видно, что отличие спонтанной намагниченности 

от вероятности принадлежать бесконечному кластеру меньше для приближения (3.79), то есть в 

случае, когда в качестве функций распределения       и          выбирается биноминальное 

распределение. Кроме того, из этого рисунка видно, что разница            максимальна 

при концентрациях, несколько больших, чем порог протекания и практически исчезает при 

больших концентрациях магнитных атомов. 

На рис. 3.9 показана так же спонтанная намагниченность как функция концентрации при 

конечных температурах (кривые 3 - 8). Видно, что различие между приближениями (3.78) и 

(3.79) становится меньше при увеличении температуры. 

Таким образом, даже в простейшем варианте кластерного способа построения самосо-

гласованных уравнений для модели Изинга разбавленного магнетика на решетке Бете, а именно 

– при использовании кластеров из одного и двух атомов, получаем хорошее согласование с из-

вестными точными результатами, относящимися к этой модели. Можно надеяться, что исполь-

зование кластеров большего размера, по описанной выше методике, приведет к еще более точ-

ным результатам. 
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Рис. 3.10 Разница              спонтанной намагниченности при нулевой температуре и вероятности для маг-

нитного атома принадлежать бесконечному кластеру в зависимости от концентрации  . Кривые 1 и 2 – приближе-

ния (6) и (7) соответственно. 
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Глава 4. Подвижные примеси и псевдохаотическое приближение 

Известно, что магнитные свойства сплавов, состоящих из магнитных и не магнитных 

атомов, отличаются от свойств чистых магнетиков [8, 19, 22]. Теоретические [8, 19, 22, 32, 33] и 

экспериментальные [34, 35] исследования таких систем проводятся уже достаточно давно. В 

большинстве случаев хорошим приближением при описании разбавленных магнетиков являет-

ся допущение о случайном распределении примесей по узлам решетки [32, 33]. Поэтому в тео-

ретических работах, посвященных исследованию разбавленных магнетиков, случайное распре-

деление примесей вводится, как правило, изначально.  

Однако, если, например, в ходе химической реакции изменяется состав магнетика, то это 

означает, что магнитные атомы (или атомы примеси) могут перемещаться, и, если реакция идет 

достаточно медленно, система будет находиться в состоянии близком к термодинамическому 

равновесию. Кроме того, при изменении температуры должно происходить перераспределение 

немагнитных примесей по узлам решетки, которое может приводить к изменению магнитных 

свойств системы.  

В параграфе 4.2 будет рассмотрено приближение среднего поля применительно к раз-

бавленному изинговскому магнетику с подвижными примесями. То есть, рассмотрено приме-

нение метода среднего поля к системе, состоящей из магнитных и немагнитных атомов, нахо-

дящихся в термодинамическом равновесии. Построены фазовые диаграммы и найдена зависи-

мость намагниченность от концентрации магнитных атомов для модели Изинга с подвижными 

немагнитными примесями. В этом же приближении исследован фазовый переход в модели Пот-

тса с тремя состояниями. 

В параграфе 4.3 рассмотрено применение приближения Бете к системе, состоящей из 

магнитных и немагнитных атомов, находящихся в термодинамическом равновесии. В этом 

приближении построены зависимости намагниченности и температуры Кюри от концентрации 

магнитных атомов для модели Изинга с подвижными немагнитными примесями и найдены 

предельные концентрации возникновения спонтанной намагниченности в основном состоянии. 

Для одномерной цепочки рассмотренное приближение является точным решением (глава 2). 

Для чистого магнетика приближение Бете можно получить как решение задачи Изинга на ре-

шетке (дереве) Бете [6] или как соотношение, связывающее намагниченность центрального 

атома и атома первой координационной сферы [24]. Однако на приближение Бете можно смот-

реть и как на один из самосогласованных методов, общая схема построения которых представ-

лена в работах [2, 26, 37]. Эти методы основаны на усреднении по локальным обменным полям. 

Методика усреднения по локальным полям может быть использована и для анализа поведения 
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сплава двух типов магнитных атомов [32], и для анализа систем, в которых обменный интеграл 

является непрерывной функцией расстояния между атомами [15,33]. В работе [14] один из ва-

риантов этой методики уже применялся для анализа равновесных состояний сплава магнитных 

и немагнитных атомов в отсутствии внешнего магнитного поля. В параграфе 4.3 рассмотрено 

другое приближение для той же модели, которое можно рассматривать как обобщение метода 

Бете.  

Кроме того, в настоящей главе предлагается несколько иной подход к анализу свойств 

разбавленных магнетиков с вмороженными немагнитными примесями. Вместо того чтобы с са-

мого начала полагать, что примеси распределены в решетке случайно, рассмотрим магнетик, в 

котором магнитные атомы и атомы примеси могут перемещаться и находятся в термодинами-

ческом равновесии. Энергия такой системы определяется не только ориентацией магнитных 

моментов, но и расположением атомов примеси по узлам решетки. Иными словами, гамильто-

ниан той или иной модели магнетика с подвижными примесями будет состоять из слагаемых, 

связанных с обменным взаимодействием магнитных атомов и слагаемых, связанных с меж-

атомным взаимодействием в кристаллической решетке, причем равновесное распределение 

атомов примеси зависит от параметров, характеризующих эти взаимодействия. Тогда для каж-

дого значения температуры, внешнего магнитного поля и концентрации (доли) магнитных ато-

мов в системе можно подобрать значения параметров межатомного взаимодействия с таким 

расчетом, чтобы равновесное распределение атомов примеси было бы как можно ближе к слу-

чайному. 

В параграфе 4.4 рассматривается следующая реализация этой схемы. Рассмотрим модель 

Изинга на решетке с координационным числом  . Пусть часть магнитных атомов замещена 

атомами примеси, которые могут перемещаться по узлам решетки. В этом параграфе к анализу 

этой модели применяется приближение Бете в варианте самосогласованного приближения [2, 

26, 37]. Преимущество трактовки метода Бете как самосогласованного метода заключается в 

том, что позволяет рассчитать помимо намагниченности или температуры Кюри еще и корре-

ляционные функции, как было показано в работе [33]. В параграфе 4.4 также рассчитываются 

корреляционные функции, но для модели с подвижными примесями. Для такой модели можно 

определить несколько типов корреляционных функций – характеризующих взаимосвязь маг-

нитных моментов и взаимосвязь расположения атомов примеси. В качестве условия близости 

распределения атомов примеси по узлам решетки к случайному, используется равенство нулю 

корреляции в расположении атомов примеси для двух ближайших узлов, что и является осно-

вой псевдохаотического приближения. 
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4.1. Применение метода среднего поля к модели Изинга с подвижными при-

месями и к модели Поттса с тремя состояниями 

В работах [2, 26, 37] был предложен ряд самосогласованных методов расчета намагни-

ченности и критических точек чистых и разбавленных магнетиков. Эти методы основаны на 

усреднении по локальным обменным полям. Методика усреднения по локальным полям может 

быть использована и для анализа поведения сплава двух типов магнитных атомов [32], и для 

анализа систем, в которых обменный интеграл является непрерывной функцией расстояния ме-

жду атомами [15, 33]. 

В этом параграфе мы рассмотрим применение самосогласованных уравнений к разбав-

ленному магнетику с подвижными примесями. Эффекты, связанные с подвижностью примесей, 

можно условно разделить на две группы. К первой группе относятся динамические (неравно-

весные) явления, например – изменение с течением времени свойств быстро охлажденного раз-

бавленного магнетика или динамика перераспределения примесей под влиянием внешнего маг-

нитного поля. Такие динамические процессы постепенно приводят к установлению в системе 

термодинамического равновесия. К эффектам второй группы можно отнести влияние различ-

ных внутренних и внешних параметров, таких как температура, внешнее магнитное поле, кон-

центрация примесей и т.д. на свойства равновесного состояния. В силу известных причин, ис-

следование свойств равновесного состояния хотя и связано со значительными трудностями 

[41], все же легче, чем исследование неравновесных (релаксационных) процессов.  

В работе [14] метод усреднения по обменным полям, примененный к модели Изинга с 

подвижными примесями, использовался для анализа равновесных состояний сплава магнитных 

и немагнитных атомов в отсутствии внешнего магнитного поля. Здесь будет рассмотрено более 

простое самосогласованное приближение для той же модели – метод среднего поля, но с учетом 

влияния внешнего магнитного поля на равновесное состояние. Кроме того, будет показано, что 

в этом же приближении может быть проанализирована модель Поттса [6] с тремя состояниями. 

 Рассмотрим кристаллическую решетку с координационным числом  , в узлах которой 

могут находиться магнитные и немагнитные атомы (атомы типа 1 и 2 соответственно). С каж-

дым магнитным атомом связан изинговский спин      , так что энергия обменного взаимо-

действия двух магнитных атомов со спинами    и    есть       , если атомы расположены в со-

седних узлах решетки и равна нулю в противном случае. 

Аналогично тому, как это принято при изучении бинарных сплавов [6], допустим, что в системе 

существуют межатомные силы, радиус действия которых ограничен первой координационной 

сферой. Обозначим потенциал этих сил     ,        . Если теперь сопоставить каждому уз-
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лу решетки переменную   , равную    когда в данном узле находится магнитный атом и нулю, 

когда немагнитный, то энергию обменного взаимодействия     и кулоновскую энергию    

можно записать в виде сумм по всем упорядоченным парам соседних узлов: 

                , 

           
   

          
       

         
      

     
      

         . 

Последнее выражение, с точностью до аддитивной константы, можно записать в виде: 

        
   

 
          

 
 , 

где               ,              . 

Учитывая, что число магнитных атомов в решетке есть    
 

 , запишем большую стати-

стическую сумму системы следующим образом: 

                        
   

           
 

                 ,           (4.1) 

где   - химический потенциал,    – внешнее магнитное поле, а суммирование производится по 

всем возможным конфигурациям    . 

 Введем величины      
   и         . Ясно, что эти величины не зависят от  , по-

скольку все узлы решетки эквивалентны (в термодинамическом пределе) и имеют простой 

смысл:   - вероятность того, что в данном узле находится магнитный атом (концентрация),   - 

среднее значение его спина. 

Для приближенного вычисления   и   используем следующий прием [2, 37]. Определим 

локальное обменное    и кристаллическое    поля -го узла как        и       
  (суммиро-

вание производится по всем соседним к  -му узлам). Величины    и    будем рассматривать как 

значения случайных величин   и   с совместной функцией распределения       . Тогда сред-

ние по ансамблю      и    
   вычисляются как 

      
         

               
                                                       (4.2) 

   
     

         

               
                                                      (4.3) 

где       ,       ,         ,    
 

 
               (  - постоянная Больцмана). 

 Нахождение точного вида функции распределения        эквивалентно точному реше-

нию задачи и не представляется возможным, за исключением нескольких тривиальных случаев. 

Поэтому, для применения формул (4.2) и (4.3) необходимо использовать то или иное прибли-

жение для        . Кроме того, можно получить самосогласованные уравнения для намагни-

ченности и химического потенциала рассматривая кластеры с различным количеством узлов – 

аналогично тому, как это можно сделать для модели Изинга с вмороженными примесями [2, 

26]. 
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 Одним из самых простых приближений является замена в (2) и (3) полей   и   их сред-

ними значениями        и      ; в этом и заключается метод среднего поля: 

   
           

                                                                        (4.4) 

  
           

                                                                        (4.5) 

Уравнения (4.4) и (4.5) можно переписать в следующем виде: 

                                                                  (4.6) 

  
   

 
                                                             (4.7) 

Из последнего выражения найдем химический потенциал   с точностью до аддитивной посто-

янной: 

       
      

 
                                                  (4.8) 

Первое слагаемое в этом выражении соответствует «идеальному решеточному газу», второе – 

учет влияния кулоновского взаимодействия, третье – влияние намагниченности и обменного 

взаимодействия.  

 

Рис 4.1. Концентрационная зависимость химического потенциала в области гетерофазности 

 

 Решая (4.6)-(4.8), нетрудно убедиться, что химический потенциал   является монотонно 

возрастающей функцией концентрации   только для   больших некоторого   , зависящего от 

отношения    . Если же     , то имеется область концентраций, где 
  

  
   (рис. 1). Понят-

но, что состояние с 
  

  
   является термодинамически неустойчивым, и в этом случае нужно 

дополнить (4.8) известным построением Максвелла [24], согласно которому на некотором от-

резке         следует считать      постоянной величиной               . При этом для 
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концентраций         система является смесью двух фаз: «жидкой» с концентрацией    и 

намагниченностью            и «газообразной» с концентрацией    и намагниченностью 

          . Средняя намагниченность    всей системы определяется «правилом рычага»: 

              , где                 . Нетрудно показать, что    определяется с 

помощью принципа «равных площадей» в координатах   и  . Действительно, условия фазового 

равновесия требуют равенства давлений и химических потенциалов фаз. Давление   связано с 

концентрацией соотношением 

     

  
 
 
 или      

  
 
 

   

  
 
 
. 

Отсюда                         . Применяя условия фазового равновесия, получим 

                   
  

  
 - то есть как раз правило равных площадей. 

 При отсутствии внешнего магнитного поля (    ) и достаточно больших положитель-

ных значениях   разделение на фазы при уменьшении температуры может начинаться раньше, 

чем в системе появится спонтанная намагниченность. Температуру    в этом случае легко вы-

числить, приравнивая к нулю первую и вторую производную (4.8) по концентрации  . Получим 

   
  

  
; разделение на фазы при этой температуре начинается при      .  

 

 

Рис. 4.2. Фазовая диаграмма при         и     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , 

по вертикальной – температурный параметр       . Область I – гомогенная немагнитная фаза, II – гомогенная 

магнитная, III – гетерогенная магнитная и IV – гетерогенная немагнитная. 
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Рис 4.3. Фазовая диаграмма при       и     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по 
вертикальной – температурный параметр       . Область I – гомогенная немагнитная фаза, II – гомогенная маг-

нитная, III – гетерогенная магнитная. Пунктирная линия – граница раздела гомогенной и гетерогенной областей 

при        

 

Уравнение для определения намагниченности (4.6) совпадает с уравнением для намагни-

ченности модели Изинга с вмороженными примесями в приближении среднего поля. Этот ре-

зультат представляется вполне естественным, учитывая то, что модель среднего поля фактиче-

ски является моделью с бесконечным радиусом взаимодействия [6].  

Температура Кюри в рассматриваемом приближении равна    
   

 
. То есть, при усло-

вии      разделение на фазы при уменьшении температуры может начаться раньше появле-

ния спонтанной намагниченности. Фазовая диаграмма системы в этом случае имеет вид, пока-

занный на рис. 4.2.  

Если же     , химический потенциал (4.8) монотонно возрастает как функция   при 

любой температуре - то есть разделения на фазы при понижении температуры в рассматривае-

мом приближении не происходит. Если –        разделение на фазы при понижении темпе-

ратуры происходит одновременно или после возникновения спонтанной намагниченности. Фа-

зовая диаграмма в этом случае имеет вид, показанный на рис.4.3; видно, что немагнитная гете-

рогенная фаза в этом случае отсутствует. 

 Влияние внешнего магнитного поля на температуру, при которой происходит разделение 

на фазы проиллюстрировано на рис 4.3. Видно, что при малых концентрациях разделение на 
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фазы в присутствии внешнего поля происходит при более высокой температуре, чем без поля, а 

при больших концентрациях магнитных атомов – наоборот.  

 Модель Поттса с тремя состояниями. Модель Поттса [6] формулируется следующим 

образом. Рассмотрим некоторую регулярную решетку. Каждому узлу поставим в соответствие 

величину    («спин») которая может принимать   различных значений, скажем       . Два со-

седних спина    и    взаимодействуют с энергией –           , где 

          
          

         

  

Поэтому полная энергия равна  

                   , 

где суммирование распространяется на все ребра решетки. Статистическая сумма имеет вид  

       
  

  
               .                                                  (4.9) 

 Нетрудно показать [6], что модель Поттса с     эквивалентна обычной модели Изинга 

в отсутствии внешнего поля. Покажем, что статистическая сумма модели Поттса (4.9) с     

может быть записана в виде, аналогичном (4.1), а значит, ее можно исследовать теми же мето-

дами. Пусть каждый спин    может принимать значения -1, 0, 1. Тогда энергию взаимодействия 

двух спинов можно записать так: 

        
 

 
     

 

 
  

   
    

    
                                         (4.10) 

а энергию всей системы (с точностью до постоянной): 

       
 

 
     

 

 
  

   
         

 
                                           (4.11) 

То есть, если в (4.1) принять       ,         и          то как раз получим 

статсумму модели Поттса с    . Обозначим вероятность того, что в данном узле решетки 

спин будет обнаружен в состоянии  , через      (        ). Тогда, если        ,      
   

то        
   

 
,        

   

 
,         . И из (4.4) и (4.5) получим: 

   
        

         
 

 
         

                                                      (4.12) 

  
        

         
 

 
         

                                                      (4.13) 

Численное решение этих уравнений дает следующие результаты. Существует критическая тем-

пература   , такая, что при      имеется только симметричное решение                  

 

 
. При      появляются решения двух типов. В решении первого типа одна из концентраций, 

например     , делается больше       и      , причем            , а при понижении темпера-

туры       ,              . В решении второго типа две концентрации, например       и 



89 

 

 

     , равны и при малых               
 

 
,       . Поскольку только решение первого типа 

имеет минимальную энергию при    , его и следует считать истинным при     . Тогда 

найти    можно следующим образом. Примем в (4.12) и (4.13)    . Получим 

  
 

  
 

 
         

. 

Обозначив        и      запишем это уравнение в следующем виде: 

       
 

   
.                                                           (4.14) 

Уравнение имеет корень    , соответствующий симметричному решению. При      появ-

ляется ненулевое решение   , которое (вместе с   ) можно найти из (4.14) и условия равенства 

производных по   левой и правой части (4.14): 

     
 

      .                                                             (4.15) 

Решая систему уравнений (4.14)-(4.15), получим 

     
 

        
      

,                                                       (4.16) 

где    является решением уравнения 

         
 

        
      

              
      .                   (4.17) 

 

Рис 4.4. Зависимость вероятности    одного из состояний в модели Поттса с тремя состояниями от приведенной 

температуры        . 

Из (4.17) находим         , а из (4.16)         , то есть при температуре    
 

   

  

 
 

     
   

 
 происходит фазовый переход – концентрация      скачком возрастает от величины 
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до      , а концентрации       и       падают от 
 

 
 до      . Зависимость концентрации      от 

температуры показана на рис. 4.4. 

Таким образом, на основании полученных результатов, можно сделать следующие выво-

ды: 

 1. Приближенные самосогласованные методы, применимые к изинговским магнетикам 

без примесей или с вмороженными примесями [26, 37], применимы так же и к более сложной 

модели – модели Изинга с подвижными примесями. 

 2. Простейший из самосогласованных методов – метод среднего поля позволяет постро-

ить фазовые диаграммы изинговского магнетика с подвижными примесями (рис 4.2, рис. 4.3). В 

общем случае в рассматриваемом приближении могут существовать четыре фазы – гомогенная 

немагнитная, гомогенная магнитная, гетерогенная магнитная и гетерогенная немагнитная.  

 3. Вследствие сходства статистической суммы модели Изинга с подвижными примесями 

и модели Поттса с тремя состояниями, эти модели можно исследовать одинаковыми способами. 

В частности, методом среднего поля можно найти критическую температуру и температурную 

зависимость параметра порядка для этой модели (рис. 4.4). 

4.2 Модель Изинга с подвижными примесями на произвольной решетке Бете. 

 Решетка Бете строится следующим образом [6]. Центральный узел (узел 0 на рис. 4.5) 

соединяется с   другими узлами, каждый из которых, в свою очередь, с     новыми. Проде-

лав эту процедуру   раз получим так называемое дерево Кэйли. Решеткой Бете называется 

внутренняя (далекая от граничных точек) часть этого графа при    . Рассмотрим вычисление 

статистической суммы (2) на решетке Бете методом, описанным в [6]. 

 Перепишем (4.1) в виде: 

          , где                                                        (4.18) 

                    
   

        
         ,                             (4.19) 

первое суммирование проводится по всем парам соседних узлов решетки, а второе – по всем 

узлам,            . Тогда 

     
               и                    ,                            (4.20) 
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Рис. 4.5. Узлы и связи в решетке Бете при    . 

 

где    - переменная, относящаяся к центральному узлу дерева Кэйли (рис. 4.5). Выделим в 

(4.19) слагаемое, соответствующее центральному узлу решетки. Тогда остальные слагаемые, 

соответствующие отдельным ветвям решетки, группируются в   независимых выражений и 

(4.19) переписывается так: 

         
          

 
       

     , 

где      - совокупность переменных, относящихся к   - ой ветви, а 

                         
   

        
                  

   
  .         (4.21) 

Выделяя теперь в (4.21) слагаемые, соответствующие начальному узлу ветви (узел 1 на рис. 

4.5), запишем это выражение в виде: 

                    
   

     
            

   
       

     .                     (4.22) 

 

Обозначим теперь                    и запишем (4.18) и (4.20) следующим образом: 

    
            

            
     , 

          
            

        ,                
            

        ,   (4.23) 

а из (4.22) получим 

          
                

                
        

          
                    

                     
                          (4.24) 

           
                     

                    
        

Вводя переменные                 и                запишем (4.23) в виде 

  
      

 
    

      
 
    

,                                                          (4.25) 
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.                                                     (4.26) 

А из (4.24) получим рекуррентные соотношения: 

   
    

   
                 

   
      

    
   

                
   

       
,       

    
   

            
   

     

    
   

                
   

       
.               (4.27) 

В пределе          и     . Введя переменную           из (4.27) получим: 

  
                                          

   
, 

  
              

                      
 ,                                               (4.28) 

а из (4.26): 

  
          

             
.                                                       (4.29) 

Рассмотрим в этом пределе выражение для намагниченности (4.25): 

  
          

          
 .                                                       (4.30) 

Для вычисления   и   можно использовать и следующий прием [2, 26, 37]. Определим 

локальное обменное    и кристаллическое    поля -го узла как        и       
  (суммиро-

вание производится по всем соседним к  -му узлам). Величины    и    будем рассматривать как 

значения случайных величин   и   с совместной функцией распределения        . Тогда 

средние по ансамблю      и    
   вычисляются как 

    
         

               
                                                   (4.31) 

    
         

               
                                                    (4.32) 

где   
 

 
              . 

 Рассмотрим теперь кластер, состоящий из двух соседних узлов и введем обменные    и 

   и кристаллические    и    поля для каждого узла кластера. Найдем средние значения вели-

чин           и    
    

     по ансамблю с гамильтонианом 

                                
   

       
       

      
    

             

рассматривая   ,   ,    и    как постоянные. Затем введем совместную функцию распределе-

ния                 и усредним результат по этой функции: 

    
 

 
                               

                        
                                      (4.33) 

   
 

 
    

    
                         

                        
                                      (4.34) 

 Теперь можно построить приближенные методы нахождения   и   двумя способами. 

Первый способ заключается в том, что неизвестная функция распределения         в (4.31) и 
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(4.32) (или функция                 в (4.33) и (4.34)) заменяется тем или иным приближен-

ным выражением её через искомые значения   и  , в результате чего (4.31) и (4.32) (или (4.33) 

и (4.34)) превращаются в уравнения относительно   и  . Например, если взять         

               , то есть, заменить поля их средними значениями, получим метод средне-

го поля, рассмотренный в предыдущем параграфе. Если же построить приближенное выраже-

ние для         с помощью биноминального распределения, получим способ, описанный в [1]. 

Подобные приближения можно, конечно же, построить и для функции                . 

 Второй способ состоит в том, что обе функции распределения         и 

                выражаются через одни и те же параметры   и  , уравнения для определения 

которых получаются приравниванием правых частей (4.31) и (4.33), а также (4.32) и (4.34). Та-

кой способ получения приближенных уравнений можно назвать «ренормгрупповым» в том 

смысле, что вблизи критической точки переход от кластера с одним узлом к кластеру с двумя 

узлами можно рассматривать как ренормгрупповое преобразование фиксированного масштаба 

[16]. Применительно к изинговскому магнетику без примесей одним из вариантов этого спосо-

ба является известное приближение Бете [6]. Построим теперь приближение, аналогичное при-

ближению Бете, но для модели Изинга с подвижными немагнитными примесями.  

 Используем, согласно изложенному выше, следующие приближения для функций рас-

пределения полей: 

                       , 

                                                                   

где   и   некоторые неизвестные параметры. Тогда из (4.31) и (4.32) получим 

   
           

                  
                                                  (4.35) 

  
           

                  
                                                   (4.36) 

а из (4.33) и (4.34): 

   
                                                

 
                         (4.37) 

  
                                                     

 
                      (4.38) 

где  

                                                  

                        

 При      (в этом случае намагниченность   всегда положительна) систему уравнений 

(4.35) – (4.38) можно представить в следующем виде. Введем обозначения 

             ,                   ,     
 

 
 

 

 
. 
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Тогда из (4.35) - (4.38) получим 

     
     

   
                                                               (4.39) 

  
                   

                                                                           (4.40) 

                    
 

   
 

   

      
   

                                   (4.41) 

где 

  
 

 
        

   
     

   
 

   
    
   

 
      .                                           (4.42) 

Фактически эти уравнения представляют собой параметрические зависимости           и 

         , поскольку, как в этом легко убедиться, при      всегда существует такой интер-

вал значений параметра  , для которого  , вычисленное по формуле (4.40), пробегает весь ин-

тервал от 0 до 1. Действительно, при       , из (4.40) и (4.42) следует, что     , а   

 . А рассматривая асимптотическое поведение      при     , можно сделать вывод, что 

существует такое значение  , при котором    , и, в соответствии с (4.40),    .  

Нетрудно показать, что уравнения (4.39) – (4.42) эквивалентны (4.28) – (4.30). Действи-

тельно, обозначив      
   

 
    получим из (4.30) выражение в точности совпадающее с 

(4.39), а из (4.28) и (4.29), выражение, совпадающее с (4.40). Таким образом, приближение, в 

котором получены формулы (4.39) – (4.42) можно рассматривать как точное решение задачи об 

изинговском магнетике с подвижными примесями на решетке Бете. 

 Рассмотрим теперь случай     . Оказывается, что решение с     у системы уравне-

ний (4.39) – (4.42) существует только при        , где       определяется следующим обра-

зом. Приравнивая между собой частные от деления правых частей (4.39), (4.40) и (4.41), (4.42) 

получим: 

               

                    
    

  

   
 .                                            (4.43) 

где значение   выражается из (4.40) через   и  . 

 Положительный корень уравнения (4.43) (соответствующий ненулевой намагниченно-

сти) исчезает при условии равенства производных по   правой и левой частей (4.43) при    . 

Это условие приводит к выражению 

  
         

                                    
                                      (4.44) 

определяющему      . Другим способом этот результат можно получить перейдя к пределу 

    в выражениях (4.40) и (4.42) при      
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Таким образом, при      и         
 

 
  

 

   
 для значений   из интервала       , 

где 

   
        

                с               
                                      (4.45) 

Намагниченность и химический потенциал находится по формулам (4.39) – (4.42) с     . А 

для значений   из интервала        или для всех значений   при         намагниченность 

   , а химический потенциал 

                    
 

   
                                           (4.46) 

где 

  
 

  
                                        . 

 Расчет показывает, что химический потенциал   , вычисленный по формулам (4.41) и 

(4.46), является монотонно возрастающей функцией концентрации   при всех значениях темпе-

ратуры только в случае     . Если же     , то существует значение    такое, что при всех 

     есть участок концентраций, на котором 
  

  
  . Это означает, что при      (то есть в 

случае, когда эффективный потенциал кулоновского взаимодействия   либо положителен, либо 

отрицателен, но не превосходит по абсолютной величине энергию обменного взаимодействия  ) 

кроме магнитного фазового перехода в системе существует переход типа «жидкость-газ», при-

водящий к образованию фаз с различной концентрацией магнитных атомов. Для исследования 

фазовой диаграммы системы в этом случае нужно дополнить уравнения (4.39) – (4.42) извест-

ным построением Максвелла [24], согласно которому химический потенциал с областью 
  

  
   

заменяется на некотором участке постоянной, определяемой по правилу «равных площадей». 

Однако в здесь не будем проводить это исследование и ограничимся анализом случая     . 

 Исследуем вначале зависимость критической температуры   
   от концентрации маг-

нитных атомов  . Эта зависимость определяется уравнением (4.44). При     из (4.44) полу-

чим       
 

 
  

 

   
 что соответствует температуре Кюри для чистого изинговского магнетика 

в приближении Бете [6]. При      функция   
      монотонно убывает при уменьшении   и 

обращается в ноль при     
      

    
 (кривая 1 на рис. 4.6). Если         функции   

      

является неоднозначными и обращаются в ноль при     
   

    
 (кривая 2 на рис 4.6). При 

     функции   
      вновь становятся монотонно убывающими при уменьшении  , обра-

щаясь в ноль при     (кривая 3 на рис 4.6); при      функции   
      приближаются к пре-

дельной кривой, показанной на рис 4.6 (кривая 4). 
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Рис. 4.6. Концентрационная зависимость температуры Кюри для    . По горизонтальной оси – концентрация 

магнитных атомов  , по вертикальной – температурный параметр       . Кривая 1 –     , кривая 2 -   
    , кривая 3 -      и кривая 4 -     . 

  

 Из уравнений (4.39) – (4.42) можно найти спонтанную намагниченность   как функцию 

концентрации   при постоянной температуре      . В частности, при     функцию       

можно интерпретировать как вероятность того, что случайно выбранный магнитный атом при-

надлежит бесконечному кластеру таких атомов [19]. Если в формулах (4.39) – (4.42) перейти к 

пределу    , получим, что при                 , а при                  – эти 

кривые показаны на рис 2 – кривая 1 и кривая 4 соответственно – они обращаются в ноль при   

равном     и     соответственно. При любой температуре   спонтанная намагниченность явля-

ется монотонно возрастающей функцией концентрации  ; при ненулевых температурах эта 

функция зависит от   и   (рис. 4.7, кривые 2, 3 и 5). Как видно из рис.4.6, зависимость намагни-

ченности   от температуры       не всегда будет монотонной. Действительно, расчет пока-

зывает, что при      и при      намагниченность монотонно убывает с ростом темпера-

туры при любом значении концентрации  . 
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Рис. 4.7. Концентрационная зависимость спонтанной намагниченности для    . По горизонтальной оси – кон-

центрация магнитных атомов  , по вертикальной – спонтанная намагниченность  . Кривые 1 и 4 показывают пре-

дельные зависимости      при    ; кривая 1 -     , кривая 4 –     . Кривые 2, 3 и 5 построены при 

  
 

      
 для значений   равных -1, -1,5 и -3,5 соответственно. 

 

 

Рис. 4.8. Температурная зависимость спонтанной намагниченности при        и    . По горизонтальной оси – 

температурный параметр       , по вертикальной – спонтанная намагниченность  . Кривая 1 –      , кривая 
2 -      , кривая 3 -      . 

 

 Если же        , температурная зависимость намагниченности более сложна (рис. 

4.8). В этом случае существует такой интервал концентраций магнитных атомов, в котором 

спонтанная намагниченность в системе возникает только при некотором ненулевом значении 
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температуры   , растет с ростом температуры, проходя через максимум, и вновь обращается в 

ноль при температуре    (кривая 1 на рис. 4.8). Температура    обращается в ноль при       

(кривая 2 на рис. 3), а при     спонтанная намагниченность в системе существует и при     

(кривая 3 на рис 4.8), хотя зависимость      все равно остается немонотонной. 

Таким образом, на основании полученных результатов, можно сделать следующие выводы: 

 1. Приближенные самосогласованные методы, такие как приближение Бете, применимые 

к изинговским магнетикам без примесей или с вмороженными примесями [2, 3, 26], применимы 

так же и к более сложной модели – модели Изинга с подвижными примесями. Приближение 

Бете, примененное к этой модели, дает следующие результаты. 

 2. Состояния системы определяются главным образом параметром   - отношением эф-

фективного потенциала кулоновского взаимодействия   и константы обменного взаимодейст-

вия  . При      в системе возможно разделение на две макроскопические фазы с различной 

равновесной концентрацией магнитных атомов, а при      система остается гомогенной при 

всех значениях параметров.  

 3. Если значение параметра     , то есть когда энергия кулоновского отталкивания 

магнитных атомов не меньше, чем энергия обменного взаимодействия, существует предельное 

значение их концентрации (аналогичное перколяционному порогу) ниже которого отсутствует 

намагниченность в основном состоянии. Это предельное значение равно     
      

    
 при 

     и     
   

    
 при     . 

 4. При         существует область концентраций, в которой намагниченность в 

основном состоянии отсутствует, но при повышении температуры появляется, исчезая вновь 

при дальнейшем повышении температуры (рис. 4.6 и рис. 4.8). 

4.3. Корреляционные функции и псевдохаотическое приближение 

Определим для модели Изинга с подвижными примесями корреляционные функции. Ко-

вариацию величин   
  и   

  (средние значения которых равны концентрации магнитных атомов 

 ), рассматриваемую как функция от расстояния между этими узлами, будем называть «пози-

ционной» корреляционной функцией: 

   
     

   
     . 

Эта функция показывает коррелированность в расположении магнитных атомов (или атомов 

примеси); впрочем, даже если все    
  равны нулю, это еще не означает, что примеси распреде-

лены в решетке полностью хаотично. Ковариацию самих величин    и     
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будем называть «магнитно-позиционной» корреляционной функцией, поскольку она характери-

зует связь между расположением и магнитными моментами атомов одновременно. Для того 

чтобы описать корреляцию только между величинами магнитных моментов, определим «маг-

нитную» корреляционную функцию: 

   
            

   
          

             
        . 

Значения этой функции есть разницы условных средних от произведений      и произведений 

условных средних    и    при условии, что обе эти величины не равны нулю. 

 Позиционную корреляцию двух соседних узлов можно рассчитать по формуле, анало-

гичной (4.33) и (4.34): 

   
        

   
    

 

 
    

   
                         

                        
                                (4.47) 

Подставив значение   , получим: 

   
   

   
           

                                                                   (4.48) 

Аналогично 

   
               

           

                                                      (4.49) 

По этим формулам корреляционные функции можно рассчитать если      или      и 

         , где       определяется по формуле (4.45). Если же      и          , то 

   
   

   
      

                                                               (4.50) 

       
      

                                                               (4.51) 

а значение   находится по формуле (4.43). 

 Рассмотрим теперь кластер из трех соседних атомов на решетке Бете. Вначале устано-

вим, что рассмотрение этого кластера приводит к тем же самым уравнениям для намагниченно-

сти и химического потенциала, которые получались при рассмотрении одноатомного и двух-

атомного кластеров, то есть к уравнениям (4.39) – (4.42). Рассуждая так же, как для двухатом-

ного кластера, найдем для центрального узла кластера средние значения         и    
    : 

    
                                  

                              
                                          (4.52) 

   
    

                               

                              
                                          (4.53) 

Где 

                                                               

Произведя вычисления, получим: 

   
      

 
,    

      

 
  и   

      

      
                                     (4.54) 
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где 

          
          

         
 
,           , 

           ,    
         

   
,    

        

   
,     

        

  
 

Можно показать, что если для   и       использовать выражения (4.42) и (4.41) соответст-

венно, то (4.54) будут эквивалентны (4.39) и (4.40). 

Вычисляя теперь средние значения        и    
   

   получим: 

       
  

   
   

   
    

   

 
  и     

   
   

  
   

   
   

    
   

 
                               (4.55) 

где 

  
   

        
        

         
 
,  

  
   

        
        

         
 
  

          

Предположим, что в случае произвольного  , как и для одномерной цепочки (глава 2), позици-

онная и магнитно-позиционная корреляционные функции являются суммами двух убывающих 

геометрических прогрессий: 

   
     

   
          

   
     

   
, 

   
                   

   
     

   
. 

Коэффициенты   ,   ,   ,    и знаменатели прогрессий    и    найдем из системы уравнений 

         
        ,              

 ,     
      

     
 , 

         
           ,                                              (4.56) 

             
  ,        

      
     

  , 

где значения корреляций    
 ,    

   находятся с помощью (4.50) и (4.51), а значения    
  и    

   - с 

помощью (4.55).  

 Расчет показывает, что при      и           (в этой области спонтанная намагни-

ченность    ) коэффициенты    и    (или    и   ) обращаются в ноль, то есть позиционная 

и магнитно-позиционная корреляционные функции имеют вид убывающих геометрических 

прогрессий, но с разными знаменателями. В области же существования спонтанной намагни-

ченности (    ,           и        ) не равны нулю в общем случае все четыре коэф-

фициента   ,   ,    и   . На рис. 4.9 показаны графики позиционной    
  (1), магнитно-

позиционной    
   (2) и магнитной    

  (3) корреляционных функций в зависимости от концен-

трации магнитных атомов   при     ,    ,       и     .  
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Рис 4.9 Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей на решетке Бете с     

при      ,     ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – зна-

чение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

Видно, что магнитная корреляционная функция не зависит от   до возникновения спон-

танной намагниченности, а магнитно-позиционная имеет максимум в точке фазового перехода. 

На рис. 4.10 приведены графики этих же функций при       . 

Рассмотрим теперь модель Изинга с подвижными примесями в «псевдохаотичном» слу-

чае, то есть когда параметр   выбирается так, чтобы    
  обращалась в ноль. Это значение   (за-

висящее от  ,   и   ) будем обозначать   . Выражение для    можно получить, приравнивая    

правую часть (4.48): 

         
 

    
           

                         ,                      (4.57) 
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Рис 4.10 Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей на решетке Бете с     

при      ,       ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – 

значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

а используя формулу (4.39), получим: 

  
           

                    .                                                   (4.58) 

Из (4.58) следует, что спонтанная намагниченность в системе может существовать толь-

ко при         
 

        
 , то есть температура Кюри обращается в ноль при   

 

   
. 

В работе [38] с помощью метода самосогласованных уравнений, рассмотрен разбавлен-

ный изинговский магнетик с неподвижными примесями. Получены такие уравнения для опре-

деления намагниченности в зависимости от температуры, внешнего поля и концентрации маг-

нитных атомов: 

                                  

 
                 

                      
                                                    (4.59) 

             , 

где   - некоторый параметр, определяющийся из решения уравнения (4.59). Покажем теперь, 

что уравнения (4.59) в точности эквивалентны уравнениям (4.39), (4.58) и (4.42), то есть рас-

смотренная в [38] модель является, в сущности, разбавленным изинговским магнетиком на ре-

шетке Бете с псевдохаотичным распределением примесей. Действительно, вводя в (4.59) вместо 

  параметр              , получим из второго уравнения (4.59) выражение (4.39), а из 

первого уравнения такое выражение для     : 
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.                                                      (4.60) 

Преобразуя теперь (4.58), в котором   находится по формуле (4.41), получим в точности (4.60). 

 В работе [38] была так же найдена спиновая корреляционная функция, но в предположе-

нии, что она является убывающей геометрической прогрессией. Однако, как показано в работе 

[64], это предположение верно только в области      и         в общем же случае корре-

ляционные функции представляются в виде суммы двух геометрических прогрессий. Поэтому 

рассмотрим поведение корреляционных функций в случае псевдохаотического распределения 

примесей. Оказывается, что это поведение существенно зависит от наличия намагниченности в 

системе. Если    , то есть      и        , то условие    
    автоматически приводит к 

равенству нулю всех значений    
 . Значение    в этом случае не зависит от   и равно 

    
 

 
  

 

        .                                                      (4.61) 

На рис.4.11 приведены графики       при различных значениях   и   . Кривые 2 и 4 на 

этом рисунке соответствуют случаю     . Из формул (4.50) и (4.51) следует, что при     

   
        . Учитывая, что    

     и что магнитно-позиционная функция является в этом 

случае убывающей геометрической прогрессией, получим  

   
                                                                    (4.62) 

Магнитная корреляционная функция равна 

   
                                                                   (4.63) 

Если же     условие    
    уже не приводит к обращению в ноль позиционной корреляци-

онной функции на любых расстояниях. Однако, ее значения на тех же межатомных расстояниях 

при      меньше, чем при других значениях   (рис. 4.12). 

 Основные результаты этого параграфа можно сформулировать следующим образом: 

 1. Получено решение модели Изинга с подвижными примесями на решетке Бете с произ-

вольным координационным числом. В этой модели присутствуют два параметра, определяю-

щих взаимодействие между атомами – обменный интеграл   и эффективный потенциал куло-

новского взаимодействия  . 
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Рис 4.11. Зависимость от концентрации величины    для    . Кривая (1) – при    ,       , кривая (2) – при 

   ,     , кривая (3) – при      ,        и кривая (4) – при      ,     . 

 

Рис 4.12. Концентрационная зависимость корреляционных функций для соседей, следующих за ближайшими на 

решетке Бете с     при      ,       ,     . По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , 

по вертикальной – значение корреляционной функции. Кривая 1 –    
 

   , кривая 2 -    
  

   , кривая 3 -    
    . 

 

 2. Показано, что корреляционные функции, характеризующие распределение магнитных 

атомов по узлам решетки и взаимосвязь их магнитных моментов являются убывающими гео-

метрическими прогрессиями если в системе отсутствует намагниченность и являются суммами 

двух прогрессий при    . 
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 3. Рассмотрено псевдохаотическое распределение атомов примеси – то есть такой выбор 

параметра  , при котором отсутствует корреляция в положении атомов примеси для двух со-

седних узлов (   
   ). Показано, что это условие приводит к приближенному рассмотрению 

модели с вмороженными примесями, описанному в [38]. 

 4. Если в системе отсутствует макроскопическая намагниченность, то при псевдохаоти-

ческом распределении парная корреляционная функция, характеризующая расположение ато-

мов, обращается в ноль на любом расстоянии (   
   ). То есть можно считать, что псевдохао-

тическое распределение в этом случае является полностью случайным. 

 5. Если макроскопическая намагниченность присутствует, то при псевдохаотическом 

распределении есть корреляция в расположении атомов примеси по узлам решетки (кроме со-

седних узлов). Однако в этом случае значения корреляционной функции    
  минимальны. 
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Глава 5. Модель Поттса чистого и разбавленного магнетика 

Модель Поттса [6] - одна из наиболее часто используемых моделей в статистической фи-

зике и она является теоретическим инструментом, применяемым для изучения широкого класса 

явлений в физике конденсированных сред [46, 47] и ядерной физике [50, 51]. Точных результа-

тов для модели Поттса существует немного. Известно, что если число спиновых состояний в 

модели Поттса больше некоторого критического значения (зависящего от размерности решет-

ки) наблюдается фазовый переход первого рода, а если меньше – второго рода [6, 46, 47]. Су-

ществуют материалы, такие как       , структурные фазовые переходы в которых относятся к 

классу универсальности модели Поттса с тремя состояниями [46]. Кроме того, модель Поттса 

является основой теоретического описания сложных анизотропных ферромагнетиков кубиче-

ской структуры, многокомпонентных сплавов и жидких смесей [47]. 

 В параграфе 5.2 будет построено точное решение модели Поттса с тремя состояниями на 

решетке Бете с произвольным координационным числом методом самосогласованных уравне-

ний [36, 48]. Метод самосогласованных уравнений позволяет строить различные приближенные 

решения для модели Изинга как чистого, так и разбавленного магнетиков [26, 36, 38]. Этим же 

методом можно строить и приближенные решения для модели Поттса основываясь на том, что 

модель Поттса с тремя состояниями можно рассматривать как частный случай модели Изинга с 

подвижными немагнитными примесями [36]. Оказывается, что одно из таких решений можно 

интерпретировать как точное решение модели Поттса с тремя состояниями на решетке Бете. 

Для этого случая мы в настоящей работе найдем температуру фазового перехода, температур-

ную зависимость параметра порядка, парную корреляционную функцию и корреляционную 

длину как функцию температуры. 

В отличие от модели Изинга, модель Поттса с числом состояний не меньше трех имеет 

фазовые переходы и в ненулевом внешнем поле [5, 7]. Точки этих фазовых переходов первого 

рода образуют на плоскости температура – внешнее поле линию, которая заканчивается точкой 

фазового перехода второго рода [5, 7]. Влияние немагнитного разбавления на критическое по-

ведение модели Поттса в нулевом внешнем поле рассматривалось, в частности, в работах [7, 47, 

49]. Однако исследования влияния немагнитного разбавления на всю линию фазовых переходов 

первого рода, насколько нам известно, ранее не проводилось.  

 В параграфе 5.3 рассматривается модель Поттса с произвольным числом состояний во 

внешнем поле и с немагнитным разбавлением методом среднего поля. Используется как «клас-

сический метод» среднего поля, так и его модификация, позволяющую более точно учитывать 

влияние немагнитного разбавления. Кроме того к модели Поттса разбавленного магнетика при-
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меняется Метод усреднения по локальным полям межатомного взаимодействия. Получено са-

мосогласованное уравнение для определения намагниченности и уравнение для расчета темпе-

ратуры фазового перехода. Для решеток с координационными числами 3 и 4 найдена спонтан-

ная намагниченность как функция температуры и концентрации магнитных атомов для различ-

ных значений числа состояний спина. 

В параграфе 5.4 получено решение для модели Поттса на решетке Бете с подвижными 

немагнитными примесями. Использован метод «псевдохаотического» распределения примесей, 

основанный на обращении в ноль корреляции в расположении атомов примеси для ближайших 

узлов. Для псевдохаотического распределения примесей найдена температура фазового перехо-

да, намагниченность и величина скачка спонтанной намагниченности при температуре фазово-

го перехода. Показано, что псевдохаотическое распределение примесей имеет ряд свойств, ана-

логичных вмороженным примесям. Установлено, что при псевдохаотическом распределении 

примесей фазовый переход в модели Поттса на решетке Бете остается переходом первого рода, 

но величина скачка намагниченности уменьшается при увеличении концентрации немагнитных 

примесей. 

В этом же параграфе рассмотрена модель Поттса с немагнитным разбавлением (по уз-

лам) и с произвольным числом состояний на решетке Бете во внешнем поле. В отличии от ме-

тода среднего поля (параграф 5.3), в решении задачи в псевдохаотическом приближении при-

сутствует, как будет показано, перколяционный переход при ненулевом значении концентрации 

магнитных атомов.  

5.1. Модель Поттса с тремя состояниями на решетке Бете 

В предыдущей главе была рассмотрена модель Изинга с подвижными немагнитными 

примесями и показано, что большую статистическую сумму этой модели можно представить в 

следующем виде: 

                        
   

           
 

                                (5.1) 

где   - химический потенциал,    – внешнее магнитное поле, а суммирование производится по 

всем возможным конфигурациям    . Величины      
   и          не зависят от  , по-

скольку все узлы решетки эквивалентны (в термодинамическом пределе) и имеют простой 

смысл:   - вероятность того, что в данном узле находится магнитный атом (концентрация),   - 

среднее значение его спина. 

Модель Поттса [6] формулируется следующим образом. Каждому узлу решетки поста-

вим в соответствие величину    («спин») которая может принимать   различных значений, ска-

жем       . Два соседних спина    и    взаимодействуют с энергией –            где 
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Поэтому полная энергия равна  

                   , 

где суммирование распространяется на все ребра решетки. Статистическая сумма имеет вид  

       
  

  
               .                                                (5.2) 

 Нетрудно показать [6], что модель Поттса с     эквивалентна обычной модели Изинга 

в отсутствии внешнего поля. Покажем, что статистическая сумма модели Поттса (5.2) с     

является частным случаем (5.1). Действительно, пусть каждый спин    может принимать значе-

ния -1, 0, 1. Тогда энергию взаимодействия двух спинов в модели Поттса можно записать так: 

        
 

 
     

 

 
  

   
    

    
                                      (5.3) 

а энергию всей системы (с точностью до постоянной): 

       
 

 
     

 

 
  

   
         

 
                                     (5.4) 

То есть, если в (5.1) принять       ,         и          то как раз получим из (5.1) 

статсумму модели Поттса с    . Обозначим вероятность того, что в данном узле решетки 

спин будет обнаружен в состоянии  , через      (        ). Тогда, если        ,      
   

то        
   

 
,        

   

 
,         . 

Как показано в главе 4, решение задачи с гамильтонианом (5.1) на решетке Бете можно 

получить следующим способом [36]. Рассмотрим некоторый -й узел решетки. Определим ло-

кальное обменное    и кристаллическое    поля -го узла как        и       
  (суммирова-

ние производится по всем соседним к  -му узлам). Величины    и    будем рассматривать как 

значения случайных величин   и   с совместной функцией распределения       . Тогда сред-

ние по ансамблю         и    
     вычисляются так: 

      
         

                  
                                                  (5.5) 

   
     

         

                  
        ,                                         (5.6) 

где       ,       ,         ,           .  

 Рассмотрим теперь кластер, состоящий из двух соседних узлов и введем обменные    и 

   и кристаллические    и    поля для каждого узла кластера. Найдем средние значения вели-

чин           и    
    

     по ансамблю с гамильтонианом 

                                
   

       
       

      
    

             

рассматривая   ,   ,    и    как постоянные. Затем введем совместную функцию распределе-

ния                 и усредним результат по этой функции: 
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                                        (5.7) 

   
 

 
    

    
                         

                        
                                        (5.8) 

 Используем следующие выражения для функций распределения полей: 

                      , 

                                            

                         , 

где   и   некоторые неизвестные параметры. Тогда из (5.5) - (5.8) получим 

     
     

   
                                                                (5.9) 

  
                   

                                                                         (5.10) 

                    
 

   
 

   

      
   

   ,                             (5.11) 

где 

  
 

 
        

   
     

   
 

   
    
   

 
      ,                                      (5.12) 

             ,                      ,     
 

 
 

 

 
. 

Эти уравнения представляют собой параметрические зависимости           

            и            , а параметр   меняется в пределах от    до такого значения 

   при котором   (формула 5.12) обращается в ноль. Уравнения (5.9) – (5.12) дают точное ре-

шение задачи об изинговском магнетике с подвижными примесями на решетке Бете.  

 Для того чтобы перейти к модели Поттса с тремя состояниями нужно, в соответствии со 

сказанным выше, сделать в (5.9) – (5.12) замену        (        ),    ,       , 

    . Анализ уравнений, полученных в результате этой замены, дает следующее. Существует 

критическая температура   , такая, что при      имеется только симметричное решение 

                 
 

 
. При      появляются решения двух типов. В решении первого типа 

одна из концентраций, например     , делается больше       и      , причем            , а при 

понижении температуры       ,              . В решении второго типа две концентрации, 

например       и      , равны и при малых               
 

 
,       . Поскольку только реше-

ние первого типа имеет минимальную энергию при    , его и следует считать истинным при 

    . Найти это решение можно следующим образом. Примем в (5.9) и (5.11)     и    . 

Из (5.11) и (5.12) получим  

                
 

   
 

   

                                             (5.13) 
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 ,                                                    (5.14) 

а из (5.13) и (5.14): 

           
         

       
 
   

                                            (5.15) 

Решая (5.15) относительно   и подставляя решение в (5.14), получим        . 

 Для того чтобы построить решение модели Поттса при      и найти само значение    

проанализируем поведение функции     , определяемой уравнением (5.15).  

 

Рис. 5.1. Функции      (формула (5.15) при различных значениях   . По горизонтальной оси – параметр 

 , по вертикальной – значения      для    . Кривая 1 –        , кривая 2 -         , кривая 3 -       . 

 

На рисунке 5.1 приведены графики функций      для различных значений  : кривая 1 -     , 

кривая 3 -      и кривая 2 –     . При      термодинамически устойчивому решению со-

ответствует максимальный из корней уравнения        (кривая 3 на рис. 5.1), а при      

устойчиво только решение                  
 

 
 (отброшенное при выводе уравнений (5.13) – 

(3.15)). Следовательно, температура фазового перехода    определяется из решения системы 

уравнений  
      
       

  , где 

           
         

       
 

   

            
         

       
 

   

 
          

          
  

Приравнивая       нулю, получим 

                                                             (5.16) 

Решение (5.16): 
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                (5.17) 

Находя теперь корень   с уравнения        , получим значения критической температуры 

       с для различных   (таблица 5.1, второй столбец). 

 Графики функций         для разных значений   приведены на рис. 5.2: кривая 1 –   

 , кривая 2 –     и кривая 3 –    . Для всех   происходит скачек параметра      в критиче-

ской точке – то есть, фазовый переход первого рода. Величина скачка слабо зависит от   и ее 

значения приведены в таблице 5.1 (третий столбец).  

 В параграфе 4.2 предыдущей главы была рассмотрена модель Поттса с тремя состояния-

ми в приближении среднего поля. Оказывается, что это приближение получается из приведен-

ного здесь путем предельного перехода     а      так, что произведение     остается по-

стоянным. 

Действительно, перейдем в уравнениях (5.15) и (5.16) к пределу    . Обозначим 

                и              . Тогда из (5.16) получим 

                  ,                                                (5.18) 

а из (5.15) 

       
     

       
  

 

 
                                                        (5.19) 

Из (5.18) 

  
 

 

       

  
                                                            (5.20) 

Подставив это выражение в (5.19), получим выражение для   : 

      
             

   
  

 

 
. 

Решив это уравнение, найдем скачек               и значение        , что в точности сов-

падает с результатами, полученными в [9]. 

Рассмотрим теперь спиновые корреляции в модели Поттса с тремя состояниями на ре-

шетке Бете. Определим корреляционную функцию следующим образом. Обозначим       
  

 веро-

ятность того, что атомы, находящиеся в   -ом и  -ом узлах решетки находятся в состоянии (0). 

( -й узел находится на      -й оболочке  -го узла в решетке Бете.) Тогда корреляционной 

функцией будем считать такую величину: 

          
  

     
                                                        (5.21) 

Тогда при         

    
      

                 
    

               

                    
  ,                       (5.22) 
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где   определяется из решения (15), а   - по формуле (14). При         

    
 

 

      

       
  

 

 
 

 

 
 

 

      

       
                                       (5.23) 

 

Рис. 5.2. Температурная зависимость параметра порядка      для различных значений  . По горизонталь-

ной оси – безразмерная температура       , по вертикальной – значения     . Кривая 1 –    , кривая 2 -    , 

кривая 3 -    . 

 

 Как было сказано выше, модель Поттса с тремя состояниями рассматривается как част-

ный случай модели Изинга с подвижными примесями, решение которой на решетке Бете дается 

уравнениями (5.9) – (5.12). Расчет показывает, что для этой модели корреляционная функция 

является в общем случае суммой двух убывающих геометрических прогрессий        
   

 

   
   

. (Для линейной цепочки (   ) этот результат можно доказать строго и предположить 

его справедливость для произвольного   (глава 2, глава 4)). Предполагая такой же вид корреля-

ционной функции для модели Поттса с тремя состояниями, можно убедиться, что в данном 

случае одна из геометрических прогрессий исчезает и корреляционная функция принимает вид: 

       
         

где          , а корреляционная длина  : 

   
      

             

                    
              

      
      

       
            

 .                                  (5.24) 
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3 1,092 0,745 0,25245 0.01348 0.05962 

4 1,456 1,140 0,25230 0.01006 0.03562 

5 1.820 1,519 0,25217 0.00802 0.02685 

6 2,184 1,892 0,25208 0.00666 0.02215 

7 2,548 2,261 0,25201 0.00570 0.01916 

8 2,912 2,630 0,25195 0.00498 0.01706 

Таблица 5.1. Критические температуры и скачки величин в точке фазового перехода (ФП).   – координационное 

число,        - температура ФП по методу среднего поля,    - температура ФП для решетки Бете,       - скачек па-

раметра порядка,      - скачек корреляционной функции для ближайших соседей и    - скачек корреляционной 

длины. 

 

На рис. 5.4 приведены графики корреляционной длины   для тех же значений  . Видно, что и 

корреляционная функция, и корреляционная длина имеют в точке фазового перехода разрывы, 

величина которых убывает с ростом  . В таблице 5.1 приведены величины скачков корреляци-

онной функции (столбец 4) и корреляционной длины (столбец 5) для различных  . 

Основные результаты этого параграфа можно сформулировать следующим образом: 

 1. Получено решение модели Поттса с тремя состояниями на решетке Бете с произволь-

ным координационным числом. Найдена критическая температура и температурная зависи-

мость параметра порядка; показано, что фазовый переход является переходом 1-го рода. 

 2. Величина скачка параметра порядка в точке фазового перехода слабо зависит от коор-

динационного числа решетки   и близко к его значению в пределе, соответствующем среднему 

полю. 

 3. Найдена парная корреляционная функция и корреляционная длина в рассматриваемой 

модели. Корреляционная длина не стремится к бесконечности в точке фазового перехода, одна-

ко имеет в этой точке максимальное значение. Корреляционная длина имеет разрыв в точке фа-

зового перехода, величина разрыва убывает с ростом  . 



114 

 

 

 

Рис. 5.3. Температурная зависимость корреляционной функций ближайших соседей     для различных значений  . 

По горизонтальной оси – безразмерная температура       , по вертикальной – значения    . Кривая 1 –    , 

кривая 2 -    , кривая 3 -    . 

 

 Как видно из формул (5.23) и (5.24) корреляционная функция и корреляционная длина не 

зависят от   при        (    ). На рис. 5.3 показаны графики корреляционной функции     

для     (кривая 1),     (кривая 2) и     (кривая 3). 

 

Рис. 5.4. Температурная зависимость корреляционной длины   для различных значений  . По горизон-

тальной оси – безразмерная температура       , по вертикальной – значения  . Кривая 1 –    , кривая 2 - 

   , кривая 3 -    . 
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5.2 Приближенные методы исследования фазовых состояний в модели Пот-

тса разбавленного магнетика 

Рассмотрим модель Поттса с немагнитными примесями на некоторой регулярной решет-

ке с координационным числом  . Пусть каждый узел решетки занят магнитным атомом с веро-

ятностью   или атомом немагнитной примеси с вероятностью     независимо от заполнения 

других узлов; иными словами, будем рассматривать магнетик с вмороженными примесями. 

Каждому узлу, содержащему магнитный атом, поставим в соответствие величину    («спин») 

которая может принимать   различных значений, скажем        [1]. Два соседних спина    и    

взаимодействуют с энергией –            где 

          
          

         

  

Пусть также есть внешнее поле  , которое действует на состояние 1. Тогда полная энергия сис-

темы равна  

                                    , 

где    равны 1 для узлов, занятых магнитными атомами и равны нулю для узлов, занятых ато-

мами примеси.  

 В работах [47, 49] было установлено, что критическое поведение этой модели может за-

висеть от концентрации примесей, вплоть до того, что характер фазового перехода может изме-

ниться при определенной концентрации примесей. В работе [7] было рассмотрено поведение 

модели Поттса разбавленного магнетика на решетке Бете в случае, когда немагнитные примеси 

распределены псевдохаотически. Здесь предлагается другой подход к исследованию критиче-

ского поведения в модели Поттса разбавленного магнетика. 

 Рассмотрим некоторый узел решетки занятый магнитным атомом. Пусть           ко-

личества атомов первой координационной сферы этого узла, находящихся в состоянии         

соответственно. Все числа    являются случайными величинами, меняющимися от узла к узлу с 

совместной функцией распределения             . Будем исходить из соотношения 

 
 

           

             
 

                                                            (5.25) 

которое является обобщением формулы, приведенной в работе [5]. Здесь    - вероятность обна-

ружить магнитный атом в состоянии  ,        ,        (  - постоянная Больцмана). Оп-

ределим намагниченность для модели Поттса следующим образом [47] 

  
     

   
 

Из этого определения и из условия нормировки       
 
      получим 
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   , 

что согласно (5.25) приводит к выражению 

   
       

 

   
      

   

             
   

                                                  (5.26) 

Для дальнейшего анализа необходимо построить функцию              по которой произво-

дится усреднение в правой части (5.26). Здесь возможны различные приближения. В этом пара-

графе будет рассмотрено три таких приближения. 

Классический метод среднего поля. Самым простым способом использования формулы 

(5.26) является метод среднего поля. Он заключается в подстановке в правую часть (5.26) вме-

сто    их средних значений           , выраженных через намагниченность   по формулам 

     
   

 
   и     

   

 
 

Эта подстановка дает самосогласованное уравнение для  : 

  
       

         
 ,                                                       (5.27) 

где      . Это уравнение определяет зависимость намагниченности   от температуры, кон-

центрации и внешнего магнитного поля. Из (5.27) видно, что зависимость намагниченности от 

температуры, концентрации и координационного числа решетки сводится к зависимости от  , 

что типично для приближения среднего поля. Для неразбавленного (   ) магнетика Поттса 

этот метод применялся как в отсутствии внешнего поля [47], так и (для    ) в ненулевом 

внешнем поле [51]. Однако его непосредственное обобщение на случай разбавленного магнети-

ка не приводит, как видно из (5.27) к каким-либо нетривиальным результатам – концентрация   

входит в (5.27) только через произведение   . Ниже будет предложена модификация метода 

среднего поля, которая дает более точное описание влияния немагнитного разбавления на кри-

тическое поведение модели Поттса. Но прежде чем ввести эту модификацию, рассмотрим, что 

дает классический метод среднего поля (5.27) применительно к разбавленному магнетику. 

 При     у (5.27) всегда есть решение    . Однако это решение является устойчи-

вым только если производная по   от правой части (5.27) меньше 1 при    . Вычислив эту 

производную, можно убедиться, что нулевое решение устойчиво при    , что приводит к 

следующей зависимости температуры фазового перехода         от концентрации  , числа 

состояний спина   и координационного числа   

   
  

 
.                                                             (5.28) 

То есть, температура фазового перехода при     в рассматриваемом приближении просто 

пропорциональна концентрации магнитных атомов  .  
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 При     (       спонтанная намагниченность определяется ненулевым решением 

(5.27) при    . Это ненулевое решение при     стремится к нулю при      , что озна-

чает отсутствие разрыва в критической точке     то есть, фазовый переход второго рода. На-

помним, что при     модель Поттса эквивалентна модели Изинга, у которой магнитный фазо-

вый переход всегда второго рода. Если же    , ненулевое решение (5.27) стремится при 

      к конечному значению   , определяемому из уравнения 

   
    

  

    
    

                                                           (5.29) 

то есть, фазовый переход является переходом первого рода. В несколько ином варианте метода 

среднего поля, описанном в [46] получена аналогичная зависимость   
     

   

   
. 

 Восприимчивость      

  
 
   

 
 

  

   

  
 
   

 при     определяется из (5.27) и равна 

  
 

  

 

   
. Если    , выражение для восприимчивости имеет следующий вид: 

  
 

  
 

 

               
   

  

                                         (5.30) 

При     это выражение при       приближенно равно   
 

 

 

  

 

   
. Если же    , вос-

приимчивость (5.30) остается конечной при       и имеет в точке     максимальное зна-

чение, определяемое подстановкой в (5.30)     . 

 Как известно [50, 51], в модели Поттса при      имеет место, в отличии от модели 

Изинга, не одна точка фазового перехода при    , а линия фазовых переходов первого рода 

на плоскости      , которая начинается в точке        и заканчивается в точке         в кото-

рой фазовый переход является переходом второго рода. Точки линии фазовых переходов нахо-

дятся из условий  

 
        
       

  
  

 ,  где                        

Отсюда 

    
 

   
         ,                                                    (5.31) 

а намагниченность   определяется из уравнения 

                , (     )                     (5.32) 

Это уравнение имеет решение только для    
      

 
    . Верхняя граница этого отрезка соот-

ветствует температуре фазового перехода (5.28) при    , а нижняя – температуре    
   

      
. 

Из (5.31) и (5.32) 

                   . 
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В работе [51] найдена методом среднего поля конечная точка линии фазовых переходов 

первого рода для частного случая     и     (кубическая решетка) в модели Поттса без раз-

бавления (   ). Наш результат при подстановке этих значений в точности совпадает с приве-

денным в указанной работе. Уравнение линии фазовых переходов первого рода можно из (5.31) 

и (5.32) записать в следующем виде 

        
 

     
                ,  

      
                 

       
,        

Иными словами, влияние концентрации магнитных атомов   (как и координационного 

числа решетки  ) сводится в классическом приближении среднего поля просто к изменению 

масштаба по оси температур. В частности,    не зависит от  , а намагниченность в точке 

        не зависит от   и   и равна  

     
 

      
. 

Модифицированный метод среднего поля. Функцию             , по которой произ-

водится усреднение в правой части (5.26), можно представить в следующем виде 

                  
 
                                                  (5.33) 

где      - вероятность обнаружить   магнитных атомов в первой координационной сфере узла, 

занятого магнитным атомом. Для вмороженных примесей, очевидно  

       
            ,                                                (5.34) 

где   
  

  

        
 - биномиальные коэффициенты  

 Приближенно построим               следующим образом. Обозначим    совокуп-

ность таких магнитных атомов, которые являются соседними к магнитным атомам, имеющим 

ровно   магнитных соседей. Пусть       - вероятность обнаружить в состоянии   атом из   . 

Будем считать, что         . Тогда средние значения   , вычисленные по функциям распре-

деления               равны    . Зададим функции               следующим образом: 

                     
        ,                                      (5.35) 

то есть, для каждого конкретного значения   приравняем    их средним значениям. В этом и 

заключается предлагаемая модификация классического метода среднего поля. Для чистого 

(   ) магнетика Поттса это соответствует обычному приближению среднего поля. В общем 

случае, получим самосогласованное уравнение для определения   

     
                   

          

 
                                       (5.36) 

Температура фазового перехода при     находится аналогично предыдущему случаю: 
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то есть, температура фазового перехода определяется по формуле (5.28) как и в предыдущем 

случае. Аналогично уравнению (5.27) у уравнения (5.36) существует при      устойчивое не-

нулевое решение, которое и определяет спонтанную намагниченность. Если     (модель 

Изинга) это решение обращается в ноль при       , а при           . То есть, фа-

зовый переход при     является переходом второго рода, а при     - первого. 

 Однако между поведением решения (5.27) и решения (5.36) есть, все же, некоторое раз-

личие. Решение (5.27) зависит только от параметра      , а зависимость решения (5.36) от  , 

  и   является более сложной. В частности, величина    зависит теперь не только от  , как в 

предыдущем случае, но и от   и   и определяется из уравнения 

      
           

    
    

  
   

    
    

  
     

 
    ,                               (5.37) 

которое совпадает с (5.29) только при    .  

 Дифференцируя (5.36) по   найдем магнитную восприимчивость. При      (в этом 

случае спонтанная намагниченности равна нулю), получим: 

  
 

  
 

     

 
  

            
   , 

что сводится к   
 

  

 

   
 , как и в предыдущем случае. При      получим следующее уравне-

ние для восприимчивости 

  
 

  

      

           
                                                         (5.38) 

где  

     
    

        
 

            

           , 

а треугольные скобки означают усреднение по биноминальному распределению (5.34). 

 При      восприимчивость   монотонно растет с ростом температуры, достигая ко-

нечного предельного значения при       . Величина этого предельного значения    пока-

зана как функция концентрации магнитных атомов на рис.5.5. Видно, что    немонотонна и 

стремится к конечному пределу при    . В классическом методе среднего поля, как это видно 

из формул (5) и (6), предельная восприимчивость   
  обратно пропорциональна  :   

     
     

 
 

и расходится при    . 
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Рис. 5.5. Зависимость магнитной восприимчивости при        от концентрации магнитных атомов в 

модифицированном методе среднего поля. По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по верти-
кальной – восприимчивость. Кривая 1 -    ,    , кривая 2 -    ,    . Кривая 3 -    ,    , кривая 4 - 

   ,    . 

 

 

Рис. 5.6. Линии фазовых переходов первого рода, вычисленные в приближениях среднего поля для модели 

Поттса с     и     при различных концентрациях магнитных атомов. По горизонтальной оси – температура, по 

вертикальной – внешнее поле. Кривые 1, 3, 5 – приближение классического среднего поля, кривые 1, 2, 4 – при-

ближение модифицированного среднего поля. Концентрация магнитных атомов   равна 1 для кривой 1, 0,7 – для 

кривых 2 и 3 и 0,4 – для кривых 4 и 5. 

 

Рассмотрим теперь нахождение линии фазовых переходов первого рода в рамках моди-

фицированного метода среднего поля. Для определения точек этой линии необходимо найти 

совместное решение (5.36) и условия равенства единице производной по   от правой части 

(5.36). Результаты расчета показаны на рис. 5.6. При расчете классическим методом среднего 

поля не обнаруживается зависимости    от концентрации   (кривые 1, 3, 5 на рис. 5.6), в то 
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время как при расчете модифицированным методом    убывает при уменьшении   (кривые 1, 2, 

4).  

 Величину скачка намагниченности на кривой фазовых переходов первого рода иллюст-

рирует рис.5.7. Верхние ветви кривых на этом рисунке соответствуют значениям намагничен-

ности на кривой фазовых переходов при приближении «сверху» - со стороны меньших значе-

ний температуры или больших значений внешнего поля, нижние – соответственно, «снизу». 

Величина скачка намагниченности при некотором           равна разности этих значений. В 

приближении классического среднего поля эта величина не зависит от концентрации   и на-

магниченность на линии фазовых переходов описывается кривой 1 на рис.5.7 для любого зна-

чения концентрации. В приближении модифицированного среднего поля величина скачка ока-

зывается зависящей от   и с уменьшением   убывает (кривые 2 и 3).  

 

 

Рис. 5.7. Скачек намагниченности на линии фазовых переходов первого рода для модели Поттса с     и 

    в приближении среднего поля при различных концентрациях магнитных атомов. По горизонтальной оси – 

внешнее поле, по вертикальной – намагниченность. Кривая 1 –    , кривая 2 -       и кривая 3 -      . 

 

Метод усреднения по локальным полям. Будем теперь строить функцию распределения 

            , считая, что каждый магнитный атом первой координационной сферы может 

находиться в состоянии   с вероятностью    независимо от других атомов. Это приводит к 

функции распределения следующего вида: 

                
              

           
    

     
  

    

 

   

 

Здесь   
  

  

        
 - биномиальные коэффициенты, а   

          
  

          
 - полиномиальные 

коэффициенты. 
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Будем искать решение, в котором все    для     одинаковы и равны  . Тогда выражая 

  и    через намагниченность  , получим из (5.26) самосогласованное уравнение для опреде-

ления  : 

     
              

     
   

 
 

  

 
   

 
 

    

    
        

    
 
   ,           (5.39) 

    
              

      
       

 

   
      

   

             
   

    
. 

 При     уравнение (5.39) всегда имеет решение    , которое является устойчивым 

при        , что означает отсутствие спонтанной намагниченности при высоких температу-

рах. Уравнение для       можно получить, приравнивая к 1 производную по   правой части 

(5.39) при    : 

     
              

       

      
            

    
 
                           (5.40) 

При         происходит (при    ) скачкообразное увеличение спонтанной намаг-

ниченности   (фазовый переход 1-го рода). При    , что соответствует модели Изинга, фазо-

вый переход является переходом 2-го рода.  

 При     из основного уравнения (5.39) получим уравнение для намагниченности для 

шестиугольной решетки. Это уравнение имеет достаточно громоздкий вид, но существенно уп-

рощается в пределе     (то есть, при нулевой температуре). Полагая внешнее поле равным 

нулю, получим: 

       
   

 
  

  
   

 
   

 

 
  

 

   
 

 

.                                (5.41) 

Решение      является устойчивым решением этого уравнения только при     , где    оп-

ределяется из условия    
  

    
 

 

, то есть  

   
  
 

    
                                                              (5.42) 

Величина    по смыслу является порогом протекания для решетки с координационным числом 

3. Конечно, порог протекания по своему определению не может зависеть от числа состояний 

спина  , однако, в рамках рассматриваемого метода мы получаем именно такой результат. На 

рис. 5.8 приведены температуры фазового перехода               , найденные из (5.40), в 

зависимости от концентрации магнитных атомов   (кривые 1, 2 и 3 построены для     для 

числа состояний спина 2, 3 и 4 соответственно). Видно, что функция       имеет бесконечную 

производную при      и является практически линейной при   близких к 1. 
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Рис. 5.8. Зависимость критической температуры от концентрации магнитных атомов. Кривые 1, 2 и 3 по-

строены для координационного числа    ; кривые 4, 5, 6 – для    . Количество состояний спина     для 

кривых 1 и 4,     для кривых 2 и 5 и     для кривых 3 и 6. 

 

При      спонтанная намагниченность, согласно (5.41), определяется выражением: 

   
                

   

 
 
 

      
                                                (5.43) 

При      величина    скачком возрастает от нуля до значения     
   

   
.  

На рисунке 5.9 показаны графики функций       для значений   равных 2, 3 и 4 (кривые 

1, 2 и 3 соответственно). Видно, что кривые фактически совпадают при больших значениях 

концентрации  , но заметно различаются вблизи перколяционных порогов. 

 На рисунке 5.10 показана температурная зависимость спонтанной намагниченности при 

различных концентрациях   и числах состояний спина  . Из рисунка видно, что при     (мо-

дель Изинга) фазовый переход является переходом второго рода, а при     - первого рода. 

Хотя мы не получили изменение характера фазового перехода при уменьшении концентрации 

магнитных атомов, как это было обнаружено в [47] и [49], но все же, величина скачка намагни-

ченности в критической точке уменьшается с уменьшением  . 
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Рис. 5.9. Зависимость спонтанной намагниченности от концентрации магнитных атомов при нулевой тем-

пературе. Кривые 1, 2 и 3 построены для координационного числа    ; кривые 4, 5, 6 – для    . Количество 

состояний спина     для кривых 1 и 4,     для кривых 2 и 5 и     для кривых 3 и 6. 

 

Рис. 5.10. Зависимость спонтанной намагниченности от температуры для разбавленного магнетика с коор-

динационным числом решетки    . Кривые 1, 2 и 3 построены для     (модель Изинга) при концентрациях 

магнитных атомов 0,65, 0,8 и 1,0 соответственно. Кривые 4, 5 и 6 – для     при тех же значениях концентрации. 

 

 Для      из (5.39) получим при     уравнение для спонтанной намагниченности 

при нулевой температуре:  

                 
   

 
  

  
   

 
   

 

 
    

    
           

  
  

  
          

  
  

  
       

  
   

    

  
                     (5.44) 

Это уравнение имеет решение для     , которое, в свою очередь, определяется из уравнения: 

      
     

       
 

 
 

    

  
  

                                         (5.45) 

Как и в случае    , перколяционный порог    оказывается зависящим от  . Для     уравне-

ние (5.44) сводится к явной зависимости 
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                                            (5.46) 

График этой функции, а так же решение (5.44) при     и 4 показаны на рис 5.9 (кривые 4, 5 и 

6 соответственно); видно, что величина скачка при      растет с ростом  . Зависимости тем-

пературы фазового перехода от концентрации и спонтанной намагниченности от температуры и 

концентрации при     аналогичны соответствующим зависимостям для     (рис. 5.5 и 5.7). 

Таким образом, с помощью классического метода среднего поля было проанализировано 

критическое поведение разбавленного магнетика Поттса с произвольным числом состояний, 

находящегося в ненулевом внешнем поле. Результаты этого анализа можно рассматривать как 

обобщение полученных ранее в работах [5, 47].  

Для разбавленного магнетика Поттса была построена модификация метода среднего по-

ля, совпадающая с классическим методом при    . С помощью этого метода была проанали-

зировано влияние немагнитного разбавления на кривую фазовых переходов первого рода и по-

лучины следующие основные результаты.  

1. Магнитная восприимчивость в нулевом внешнем поле при        является немо-

нотонной функцией концентрации   и имеет максимум при некотором значении  , зависящем 

от   и   (рис. 5.5). 

2. Координаты конечной точки линии фазовых переходов         являются функциями 

концентрации   и обе эти функции убывают с уменьшением   (рис. 5.6). 

 3. Скачек намагниченности на линии фазовых переходов зависит от   и его величина 

убывает при всех значениях              (рис.5.7). 

5.3. Модель Поттса с немагнитными примесями на решетке Бете в псевдо-

хаотическом приближении 

Как сказано выше, модель Поттса формулируется следующим образом. Рассмотрим не-

которую регулярную решетку. Каждому узлу поставим в соответствие величину    («спин») ко-

торая может принимать   различных значений, скажем       . Два соседних спина    и    

взаимодействуют с энергией –            где 

          
          

         

  

Пусть есть внешнее поле  , которое действует на состояние 1. Тогда полная энергия равна  

                              , 

Допустим, что в некоторых узлах решетки вместо спинов могут быть немагнитные ато-

мы («примеси»). Пусть   доля спинов и, соответственно,     – доля примесей в решетке.  
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Можно рассматривать два типа примесей – «вмороженные» неподвижные примеси (па-

раграф 5.3) случайно и без корреляции разбросанные по узлам решетки и «подвижные» приме-

си – способные перемещаться по узлам и находящиеся в термодинамическом равновесии с мат-

рицей. Наибольший интерес представляет модель с вмороженными примесями, поскольку по-

давляющее большинство магнетиков с примесями относится именно к этому типу. Однако точ-

ное решение задачи с вмороженными примесями оказывается невозможным даже для простых 

решеток. Но оказывается, как будет показано ниже, можно получить точное решение задачи с 

подвижными примесями на решетке Бете. Это решение, интересное, возможно, и само по себе, 

позволяет подойти и к анализу поведения системы с вмороженными примесями. Для подвиж-

ных примесей можно рассчитать корреляцию (ковариацию) в расположении примесей для со-

седних узлов решетки. Накладывая условие равенства нулю этой корреляции, получим распре-

деление примесей, которое мы назвали «псевдохаотическим». И хотя такое распределение при-

месей по узлам решетки не является совершенно случайным, перколяционный порог, например, 

при псевдохаотическом распределении на решетке Бете совпадает с порогом для вмороженных 

примесей. Мы полагаем, что поведение системы с псевдохаотическими подвижными примеся-

ми является хорошим приближением для магнетика с вмороженными примесями. 

 Итак, рассмотрим модель Поттса с подвижными примесями. Пусть переменные    могут, 

кроме значений       , принимать значения 0, когда в узле находится немагнитная примесь. 

Допустим, что силы взаимодействия действуют только между соседними атомами. Тогда вклад 

в энергию системы от двух соседних узлов можно представить в следующем виде 

                                        

                                             

                           

Здесь    - энергия взаимодействия двух соседних атомов примеси,     - энергия взаимодейст-

вия атома примеси и магнитного атома и     - энергия взаимодействия двух магнитных атомов.  

Большая статистическая сумма системы имеет следующий вид: 

                                             ,                     (5.47) 

где   
  

  
,   

 

  
,   

 

  
 (  - химический потенциал). 

                                     , 

  
 

  
,                . 

 Решетку Бете построим следующим образом. Рассмотрим два соседних узла со значе-

ниями спиновых переменных    и   . Присоединим к каждому узлу     внешних соседей (уз-

лы первой оболочки). К каждому узлу первой оболочки снова присоединим     узлов второй 
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оболочки и продолжим этот процесс   раз. В результате получим так называемое дерево Кей-

ли; решетка Бете – это внутренняя (далекая от граничных узлов) часть дерева Кейли при    . 

Для вычисления статистической суммы (5.47) на решетке Бете воспользуемся приемом, анало-

гичным использованному в [6] для модели Изинга. Большая статистическая сумма (5.47) явля-

ется суммой по всем возможным спиновым конфигурациям      

           ,  

где                                                . 

Выделяя в этом выражении члены содержащие    и    запишем его в следующем виде: 

                       
   

    
            

   
    

   , 

где 

                                                        , 

  
   

 и   
   

 обозначают совокупности спинов на -ой и  -ой ветвях узлов 1 и 2 соответственно. 

Обозначив                  , запишем статсумму в следующем виде: 

             
     

  
         

                                       (5.48) 

С помощью (5.48) можно теперь найти вероятность    того, что спин    примет значение 

 . (Вероятности соответствующих значений переменной    будут, в силу симметрии, точно та-

кими же.) 

   
 

  
 

 

 
                  

        
     

  
         

                        (5.49) 

В соответствии со сказанным выше, концентрация магнитных атомов в решетке     

  . Ковариацию расположения примесей в узлах 1 и 2 вычислим так: 

    
 

 
                        

     
  

         
          

              (5.50) 

Для функций       можно построить рекуррентные соотношения, представив         в виде 

                                             
       

   , 

где    – один из спинов первой оболочки, а      - совокупность спинов одной из отходящих от 

него ветвей. Суммируя это выражение по совокупности спинов  , получим 

                                  
  

    
                                    (5.51) 

Поскольку в дальнейшем предполагается перейти к термодинамическому пределу (   ), 

вместо функций       введем отношения      
     

     
. Из (5.51) можно получить рекуррентные 

соотношения, выражающие      через        (очевидно, что       ), а из (3) и (4) получим вы-

ражения для    и     через     . 
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 Будем искать решение, в котором все    для     равны между собой.      при     обо-

значим просто    и, кроме того, введем обозначение          
   

. Тогда из (5.49) и (5.50) полу-

чим 

   
 

   
                     

                                       (5.52) 

    
 

   
   

                   
                                      (5.53) 

    
  
    

   
                                                       (5.54) 

где     
  

  
      

   
.  

      
                        

                
           

       (5.55) 

Из (5.51) получим рекуррентные соотношения: 

     
                    

   

                   
                                                (5.56) 

   
                      

   

                   
                                             (5.57) 

Рассмотрим выражения (5.52)-(5.57) в термодинамическом пределе (   ). В этом пределе 

       ,     ,      и     . Теперь, в соответствии со сказанным выше, возьмем такую 

величину  , чтобы     обратилось бы в ноль. Соответствующую величину   будем обозначать 

  . Тогда из (5.53) и (5.54) получим 

    
     

                  
 

Отсюда 

     
   

  
              ,                                                (5.58) 

Подставив это выражение в (5.54), получим 

  
   

 

                                 

                                                   (5.59) 

из (5.52)  

   
 

   
                       , где                                   (5.60) 

     
   

 
                                                    

или 

                          

                                 
                                      (5.61) 

Кроме того, из рекуррентного соотношения (5.57) получим при     

  
                   

                .                                                   (5.62) 
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Формулы (5.59) – (5.62) представляют собой решение задачи о нахождении величин, ха-

рактеризующих состояние поттсовского магнетика в зависимости от температуры, внешнего 

поля и концентрации атомов примеси в случае псевдохаотического распределения последних. 

Кроме того, эти формулы позволяют найти температуру фазового перехода       
  

      
 в за-

висимости от концентрации магнитных атомов. 

 Анализ выражений (5.59) – (5.62) показывает, что при         и     единственным 

устойчивым решением (5.62) является     и (из (5.61))       . При         происходит 

(при    ) скачкообразное увеличение вероятности    (фазовый переход 1-го рода). Найдем из 

выражений (5.59) и (5.62) температуру фазового перехода. При      производная по   пра-

вой части (5.62) должна быть равна 1 при     (если эта производная больше 1, решение     

становится неустойчивым). Взяв производную (5.62) (используя (5.59) для определения     ), 

получим 

        
          

        
.                                                   (5.63) 

При    , то есть для модели Поттса без примесей, (5.63) совпадает с критической тем-

пературой модели Поттса на решетке Бете, приведенной в [46]. При     (в этом случае мо-

дель Поттса эквивалентна модели Изинга) из (5.63) получается тот же результат, который при-

веден в [3]. На рис.5.11 приведены графики критической температуры               для 

    и         (кривые 1,2 и 3 соответственно).  

Видно, что       имеют бесконечную производную при      и практически линейно 

зависят от   вблизи    , что соответствует известным свойствам зависимости критической 

температуры от концентрации магнитных атомов [8]. Кроме того, из (5.63) видно, что при про-

извольном   критическая температура обращается в ноль при концентрации, совпадающей с 

порогом протекания решетки Бете (           , в этом смысле псевдохаотическое распре-

деление примесей ведет себя как истинно хаотическое [26, 47]. 
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Рис. 5.11 Зависимость температуры Кюри от концентрации магнитных атомов при    . Кривая 1 –     (модель 

Изинга), кривая 2 -     и кривая 3 -    . 

 

Различие между этими распределениями можно проиллюстрировать, вычислив вероятность то-

го, что взятый наугад магнитный атом принадлежит бесконечному кластеру магнитных атомов. 

Если определить намагниченность для модели Поттса с   состояниями аналогично [47] 

  
     

      
, 

то нетрудно показать, что вероятность для магнитного атома принадлежать бесконечному кла-

стеру и есть намагниченность   при     и    . Переходя в (5.59), (5.61) и (5.62) к пределу 

   , получим 

      
 

   
  

      

           
 

    

              
      

        
           

              
      

    
  

            

Эти выражения определяют в параметрическом виде зависимость      . На рисунке 5.12 при-

ведены графики       для     (кривая 2) и     (кривая 3). На этом же рисунке приведена 

функция      (кривая 1), определяющая вероятность для магнитного атома принадлежать бес-

конечному кластеру при хаотическом распределении атомов примеси по узлам решетки Бете. 

(Эта вероятность находится по формулам [8]          ,           
   .) Видно, что хотя 

функции       и      достаточно близки, при любом   эти функции обращаются в ноль при 

одном и том же значении           , что соответствует перколяционному порогу для ре-

шетки Бете, между ними есть, все же, некоторое различие. 
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Рис. 5.12. Концентрационная зависимость спонтанной намагниченности. По горизонтальной оси – концентрация 

магнитных атомов  , по вертикальной – намагниченность. Кривая 1 – вероятность для магнитного атома принад-

лежать бесконечному кластеру в решетке Бете со случайным разбавлением, кривые 2 и 3 – намагниченность при 

нулевой температуре в модели Поттса с псевдохаотическим распределением при     и     соответственно. 

Кривые 4, 5 и 6 – намагниченность при     для    ,     и     соответственно. 

 

 На рисунке 5.12 показана так же и намагниченность при конечной температуре (   ) 

как функция концентрации магнитных атомов для     (кривая 4),     (кривая 5) и     

(кривая 6). Видно, что при     (модель Изинга) фазовый переход является переходом второго 

года, а при     – первого рода. Как следует из формулы (5.63), значение концентрации      , 

при котором возникает спонтанная намагниченность при конечном  , определяется выражени-

ем: 

        
          

     .                                                     (5.64) 

Видно, что       растет с ростом   и при любом   больше   . При              для любо-

го    . 

 На рис. 5.13 показана зависимость величины скачка намагниченности    при фазовом 

переходе в зависимости от концентрации магнитных атомов для различных координационных 

чисел решетки   и числа спиновых состояний  . Следует отметить, что температура фазового 

перехода (5.63) сама по себе зависит от концентрации магнитных атомов  , поэтому для каждой 

кривой на рис. 5.13 ее различные точки соответствуют разным температурам. Видно, что вели-

чина скачка для всех значений параметров монотонно убывает с уменьшением концентрации   

до некоторого ненулевого значения при     . При фиксированном   величина скачка растет с 

ростом   при постоянном   и с ростом   при постоянном  . Зависимость величины скачка от 

координационного числа решетки   (при одинаковом  ) слабо выражена для чистого магнетика 

(   ), но становится более заметной при    . 
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Рис. 5.13 Зависимость от концентрации скачка намагниченности при фазовом переходе в модели Поттса с псевдо-

хаотическими примесями. По горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов  , по вертикальной – величи-

на скачка намагниченности   . Кривые 1, 3 и 5 построены для координационного числа    , а кривые 2,4 и 6 – 

для    . Число состояний     для кривых 1 и 2,     для кривых 3 и 4 и     для кривых 5 и 6. 

 

Чистый магнетик Поттса. Если в уравнениях (5.59) – (5.62) положить    , получим 

решение модели Поттса для чистого (без примесей) магнетика на решетке Бете. Из (5.59) – 

(5.62) получим 

   
  

          ,                                                         (5.65) 

           
               

              .                                            (5.66) 

Значение    определяется корнем уравнения (5.66)       . Поскольку уравнение (5.66) 

получено предельным переходом из рекуррентного уравнения (5.57), его решение должно быть 

устойчивым в том смысле, что рекуррентная процедура                должна сходиться к 

решению. То есть, при          должно выполняться условие 
         

  
  . Если у уравнения 

(5.66) существует несколько устойчивых решений, следует выбрать то из них, которое ближе к 

единице. Анализ (5.66) показывает, что этот критерий выбора корня дает функцию        не-

прерывную на плоскости       всюду, кроме точек некоторой кривой        . Эта кривая и 

является линией фазовых переходов первого рода, поскольку     
  

  
 , где   - свободная 

энергия на один узел решетки, а скачек        означает, согласно (5.65), скачек   . Она начи-

нается в точке       , где    точка фазового перехода для модели Поттса на решетке Бете без 

внешнего магнитного поля [46], и заканчивается в точке        , в которой фазовый переход 

является переходом второго рода. 
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 В соответствии со сказанным выше, для точек линии         должны выполняться 

условия 

          ,      
         

  
  . 

Используя (5.66), получим 

                               , 

                                                 . 

Отсюда 

    
     

   

        

   
 

 

   
      

      

   
     ,                             (5.67) 

   
                      

     .                                                (5.68) 

Начальная точка линии         определяется условием     . Это приводит к      и 

    
 

   
  ,                                                          (5.69) 

что совпадает с известным результатом [46] для модели Поттса на решетке Бете в отсутствии 

внешнего поля. Конечная точка линии         определяется условием исчезновения вещест-

венных корней у квадратного уравнения (5.67). Это условие приводит к 

    
 

 
                

        

       ,                                     (5.70) 

          
              

      
 

 

,                                          (5.71) 

а из (5.65) следует, что в точке               . В работе [52] найдена конечная точка линии 

фазовых переходов первого рода на плоскости       для модели Поттса с тремя состояниями 

на трехмерной кубической решетке                                  . Вычисление по 

формулам (5.70), (5.71) при     и     дает                          . То есть, значение 

   довольно близко к полученному в [52], но значение    заметно отличается. В более ранней 

работе [51] положение конечной точки линии фазовых переходов первого рода для модели 

Поттса с тремя состояниями было найдено в приближении среднего поля. Для кубической ре-

шетки было получено        и                   . 
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Рис. 5.14. Линии фазовых переходов первого рода для модели Поттса с   состояниями на решетке Бете с 

координационным числом    . Кривая 1 –    , кривая 2 -     и кривая 3 -    . По горизонтальной оси тем-

пература      , по вертикальной – внешнее поле  . 

 

 

Рис. 5.15. Скачек вероятности    на линиях фазовых переходов в модели Поттса с   состояниями на ре-

шетке Бете с координационным числом     в зависимости от температуры. Кривая 1 –    , кривая 2 -     и 

кривая 3 -    . По горизонтальной оси температура      , по вертикальной – вероятность   . 

 

 На рисунке 5.14 показаны линии         (     ) для     и         (кривые 1, 2, 

3 соответственно). Видно, что    и    – температуры начальной и конечной точек линии 

уменьшаются с ростом  , а величина    растет. (При    , когда модель Поттса переходит в 

модель Изинга, вся кривая         вырождается в единственную точку фазового перехода 

второго рода.)  

 На рисунке 5.15 показаны значения   вблизи линии         при     и         

(кривые 1, 2, 3 соответственно) в зависимости от          . Каждая из кривых имеет две ветви 
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– нижняя (      ) соответствует          , а верхняя (      ) -          . Вели-

чина скачка    падает от максимального значения при      до нуля при     . 

Магнетик Поттса с примесями. Перейдем теперь к рассмотрению влияния немагнитно-

го разбавления на фазовые переходы в модели Поттса в присутствии внешнего поля. Линия фа-

зовых переходов первого рода будет теперь зависеть от концентрации магнитных атомов 

         . Для нахождения этой зависимости запишем уравнение (5.62 ) (используя (5.59)) в 

виде: 

    
      

      
     

      
    ,                                   (5.72) 

где  

            ,                   

                               , 

     ,                                     , 

                                                  , 

         . 

Поскольку уравнение (5.62) является рекуррентным уравнением [49], его корень должен быть 

устойчивым в смысле рекуррентной процедуры [3, 6], что приводит к условию        , где 

     - правая часть уравнения (5.62). Следовательно, для нахождения линии фазовых переходов 

          нужно решить систему из уравнения (5.72) и условия равенства производных по   

от правой и левой частей (5.72). Для нахождения конечной точки этой линии, к предыдущей 

системе нужно добавить третье уравнение – равенство вторых производных по   от правой и 

левой частей (5.72).  

 На рисунке 5.16 приведены концентрационные зависимости температуры начальной 

точки линии фазовых переходов      , вычисленные по формуле (5.63), и конечной ее точки 

             . Кривые построены для     и значений   равных 3 и 6. Функции       (кри-

вые 2 и 4 на рис. 5.16) начинаются, как это и следует из формулы (5.63), при значении  , равном 

       , что соответствует перколяционному порогу решетки Бете [8] и монотонно растут с 

ростом   до значения, соответствующего неразбавленному магнетику Поттса [46].  
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Рис. 5.16. Зависимость температуры начальной       (кривые 2 и 4) и конечной       (кривые 1 и 3) точек линии 

фазовых переходов от концентрации магнитных атомов при    . По горизонтальной оси – концентрация маг-

нитных атомов  , по вертикальной – температура. Кривые 1 и 2 построены для    , кривые 3 и 4 – для    . 

 

 

Рис. 5.17. Зависимость          от концентрации магнитных атомов при    . По горизонтальной оси – кон-

центрация магнитных атомов  , по вертикальной –  . Кривая 1 -    , кривая 2 -     и кривая 3 -    . 

 

Однако, расчет       (кривые 1 и 3 на рис. 5.16) показывает, что эти функции начинают-

ся при некоторых (зависящих от  ) значениях  , меньших, чем        . Например, при     

и     кривая       начинается от точки          при пороге протекания        (рис. 

5.16). Мы полагаем, что такое поведение       связано со свойствами псевдохаотического рас-

пределения немагнитных примесей. Условие псевдохаотического распределения (равенство ну-

лю корреляции в расположении примесей для соседних узлов решетки) оставляет атомам при-
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меси возможность перемещаться по узлам решетки. В следствие этого, магнитные атомы могут 

образовать перколяционный кластер даже при концентрациях, меньших порога протекания.  

 На рис. 5.17 показаны зависимости             при различных   и    . Величина 

      монотонно растет с ростом  , достигая максимального значения при    . При значени-

ях концентрации, соответствующих исчезновению кривой фазовых переходов, величина       

стремится к некоторому конечному значению. (Поскольку в этих точках       стремится к ну-

лю,       так же обращается в ноль.) 

 

 

Рис. 5.18. Линии фазовых переходов для     и     при различных концентрациях магнитных атомов. По гори-

зонтальной оси – температура  , по вертикальной –  . Кривые 1 – 5 соответствуют значениям концентрации маг-

нитных атомов 0,55, 0,65, 0,75, 0,85 и 1. 

 

 Рассмотрим теперь влияние немагнитного разбавления на всю линию фазовых переходов 

в модели Поттса на решетке Бете. Анализируя (5.72) и условие равенства производных по   от 

обеих частей этого уравнения, можно показать, что зависимость           обладает следую-

щими свойствами. Производная        равна нулю при      для всех           и боль-

ше нуля при        . Эти особенности зависимости           проиллюстрированы на 

рис. 5.18. 
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Глава 6. Циклические кластеры и рекурсивные решетки 

Для модели Изинга с немагнитным разбавлением не удается построить точное решение 

для какой-либо кристаллической решетки. Свойства этой модели исследуются либо численно, 

либо в том или ином приближении. В приближенных методах, предложенных и исследованных 

в предыдущих главах работы, рассматривались кластеры различного размера, выделяемые на 

решетке. Было показано, что если рассматриваемые кластеры не содержат замкнутых путей, 

полученные с их помощью приближения являются тем или иным обобщенным вариантом при-

ближения Бете, что согласуется с тем, что приближение Бете можно рассматривать как точное 

решение на решетке без замкнутых путей (дереве Кейли). В настоящей главе будет рассмотрено 

применение циклических кластеров для анализа свойств модели Изинга разбавленного магне-

тика, то есть кластеров, содержащих замкнутый путь. С помощь этого метода можно построить 

приближенные концентрационные зависимости намагниченности, критической температуры и 

найти приближенные значения порогов протекания по узлам и по связям. Полученные таким 

путем результаты являются, как показано в параграфе 6.2, более точными, чем получаемые ме-

тодом Бете или его модификациями. 

В параграфе 6.3 методом составления самосогласованных уравнений построен класс 

приближенных решений задачи Изинга, являющийся обобщением приближения Бете. Показа-

но, что некоторые из приближений этого класса можно интерпретировать как точные решения 

для модели Изинга на рекурсивных решетках. Для этих рекурсивных решеток найдены точные 

значения порогов протекания по узлам и связям и показано, что для модели Изинга разбавлен-

ного магнетика метод приводит к точным значениям для этих порогов. 

В параграфе 6.4 предложена интерпретация приближения Бете, основанная на методе 

усреднения по локальным обменным полям с учетом корреляции соседних спинов. На основе 

этой интерпретации построен приближенный метод анализа изинговских магнетиков с немаг-

нитным разбавлением. В рассмотренном приближении вычислены перколяционные пороги и 

зависимости температуры Кюри от концентрации магнитных атомов для решеток с различными 

координационными числами. 

Как правило, в теоретических исследованиях критического поведения магнетиков ис-

пользуется модель Изинга – модель с максимально простым гамильтонианом. Это объясняется 

гипотезой универсальности, согласно которой это критическое поведение определяется только 

симметрией гамильтониана системы и не зависит от его деталей. То есть, одно и то же критиче-

ское поведение (например, критические показатели) характерно не для каждого конкретного 

гамильтониана, а относится к целому классу гамильтонианов с одинаковой симметрией. Однако 
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гипотеза универсальности сама по себе не содержит способов определения того, к какому клас-

су универсальности принадлежит каждый конкретный гамильтониан. Поэтому, не лишено 

смысла и рассмотрение более сложных решеточных моделей, таких, как модель Гейзенберга. 

В параграфе 6.5 рассмотрена модель Гейзенберга с тремя состояниями на решетке Бете. 

Задача заключается в нахождении равновесных вероятностей этих состояний при заданной 

температуре и внешнем поле. Эта задача может быть решена точно с помощью составления 

системы рекуррентных уравнений, что и проделано в этом параграфе. Однако главная цель за-

ключалась даже не в решении самой задачи для модели Гейзенберга. В отношении модели 

Изинга известно, что ее решение на решетке Бете может быть интерпретировано как ренорм-

групповое преобразование фиксированного масштаба в постоянном эффективном поле. В пара-

графе 6.5 была исследована возможность аналогичной интерпретации для модели Гейзенберга. 

Оказалось, что она невозможна для исходной модели Гейзенберга, но оказывается возможной 

для модели с более общим видом гамильтониана, а модель Гейзенберга получается из него пре-

дельным переходом. 

 В параграфе 6.6 построено самосогласованное приближение для вычисления намагни-

ченности и температуры Кюри в модели Изинга на произвольной решетке, основанное на ис-

пользовании намагниченности и парной корреляции ближайших соседей. В этом приближении 

найдены температуры Кюри для простых решеток. Приближение обобщено на случай разбав-

ленных по узлам или связям решеток, для которых найдены приближенные значения порогов 

протекания. 

6.1. Метод циклических кластеров в модели Изинга разбавленного магнетика 

Для исследования фазовых переходов в нерегулярных спиновых системах часто исполь-

зуется модель Изинга для разбавленного магнетика. [32, 58 - 60]. Эта модель характеризуется 

гамильтонианом [8]  

                                .                                      (6.1) 

Здесь    - обычные изинговские переменные, определяющие ориентацию магнитного момента 

атома и принимающие значения +1 и -1;   - обменный интеграл,     пропорциональна внешне-

му магнитному полю. Случайная переменная    может быть равна 0 и 1, ее среднее значение 

          определяет вероятность заполнения   -го узла изинговским «спином»; суммирование 

в первой сумме проводится по всем упорядоченным парам соседних узлов, во второй сумме – 

по всем узлам решетки. Будем считать, что магнитные и немагнитные атомы размещены по уз-

лам решетки случайно, без корреляции и не перемещаются под воздействием тепловых колеба-

ний («вмороженные» примеси).  
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Кроме разбавления по узлам, мы будем рассматривать модель замороженных связей. В 

ней считается, что определенная доля        всех обменных интегралов искусственно исклю-

чена. Известно [32], что критическое значение    параметра       , при котором происходит 

фазовый переход, зависит от концентрации      в модели с разбавлением по узлам (или      при 

разбавлении по связям). При некотором значении            (или           )    обращается в 

бесконечность, то есть в системе отсутствует спонтанная намагниченность при любой темпера-

туре. Величины       и       являются перколяционными порогами по узлам и по связям для 

решетки, на которой рассматривается модель Изинга с разбавлением. В качестве типичного 

примера разбавленного магнетика, поведение которого может быть описано моделью Изинга с 

разбавлением по узлам, можно привести сплав            исследованный в работе [61]. 

Для модели Изинга с немагнитным разбавлением не удается построить точное решение 

для какой-либо кристаллической решетки. Свойства этой модели исследуются либо численно 

[60], либо в том или ином приближении [32, 58, 59, 2, 7, 9]. В приближенных методах [2, 7, 9, 

10] рассматривались кластеры различного размера, выделяемые на решетке. Было показано, что 

если рассматриваемые кластеры не содержат замкнутых путей, полученные с их помощью при-

ближения являются тем или иным обобщенным вариантом приближения Бете, что согласуется 

с тем, что приближение Бете можно рассматривать как точное решение на решетке без замкну-

тых путей (дереве Кейли) [6]. Здесь будет рассмотрено применение циклических кластеров для 

анализа свойств модели Изинга разбавленного магнетика, то есть кластеров, содержащих замк-

нутый путь. С помощь этого метода можно построить приближенные концентрационные зави-

симости намагниченности, критической температуры и найти приближенные значения порогов 

протекания       и      . Полученные таким путем результаты являются, как будет показано 

ниже, более точными, чем получаемые методом Бете или его модификациями. 

 Суть предлагаемого метода заключается в следующем. Рассмотрим вначале модель 

Изинга без разбавления на некоторой регулярной решетке. Выделим на решетке замкнутую це-

почку из   узлов так, чтобы каждый узел цепочки имел ровно два ближайших соседа, принад-

лежащих этой цепочке. Взаимодействие между спинами, находящимися в узлах цепочки, будем 

учитывать точно, а взаимодействие их со всеми остальными спинами заменим кристаллическим 

полем          , где   - координационное число решетки,   - некоторый неизвестный па-

раметр. Теперь можно вычислить среднюю намагниченность на узел цепочки         как 

функцию   и  , а составив самосогласованное уравнение для   (можно предложить несколько 

способов составления такого уравнения), получим намагниченность как функцию  . В случае 

же немагнитного разбавления – по узлам или по связям – циклический кластер разбивается на 

совокупность фрагментов, а кристаллическое поле уменьшается.  
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Циклические кластеры в магнетике без разбавления. Рассмотрим кластер, состоящий из 

одного атома, находящегося в кристаллическом поле    . Средняя намагниченность этого атома 

равна 

                   ,                                               (6.2) 

где           ,       ,   - постоянная Больцмана,   -температура. (Если принять    

  , где   – координационное число решетки,          - средняя намагниченность атома, то 

из (6.2) получим известное приближение среднего поля [6].) 

Рассмотрим теперь кластер из двух соседних атомов, находящихся в кристаллическом 

поле   . Средняя намагниченность атома кластера [8] 

       
             

                  
                                           (6.3) 

(Приняв          ,         , получим несколько улучшенный метод среднего поля.) 

Рассмотрим замкнутую цепочку из   изинговских спинов           , находящихся в 

кристаллическом поле   . Статистическая сумма этой системы имеет следующий вид: 

       

   

     

 

   

                   

Здесь         ,        . Для вычисления этой статистической суммы рассмотрим транс-

фер-матрицу [6] 

          

        ,            

Тогда        . 

Обозначим    и    собственные числа трансфер-матрицы   и запишем статсумму в виде  

    
    

 ,                         . 

Среднее значение спина (намагниченность       ) находится так: 

       
 

 

    

  
 

  
    

 

  
    

 

             

                     
                                 (6.4) 

(И для этого случая можно построить улучшенный метод среднего поля, приняв           

и         .) 

 Оказывается, что к более точным результатам приводят не улучшения метода среднего 

поля, описанные выше, а сопоставление кластеров разного размера между собой. При этом мы 

не считаем поля   ,    и   , входящие в выражения (6.2) – (6.4), пропорциональными намагни-

ченности  , но по-прежнему полагаем их попарно пропорциональными. То есть, будем пола-

гать      ,            ,             ,   - некоторый неизвестный параметр. 

 Сопоставляя теперь друг с другом описанные выше кластеры, получим три варианта са-

мосогласованных уравнений для определения параметра   и намагниченности   
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               ,                                                          (6.5) 

               ,                                                         (6.6) 

               .                                                         (6.7) 

Можно показать [2, 9], что уравнения (6.5) не что иное, как известный метод Бете, яв-

ляющийся точным решением для модели Изинга на дереве Кейли (глава 3), а уравнения (6.6) и 

(6.7) приводят, как будет показано ниже, к результатам более точным, чем метод Бете. 

Критическое значение параметра      находится из условия       и  
   

  
 
   

     

  
 
   

 

Что приводит для уравнения (6.6) к  

    

    

   

   
 

 

   
, где        ,                                                     (6.8) 

а для уравнения (6.7) к 

    

     
   

   
                                                                (6.9) 

Значения    для простых решеток, найденные из уравнений (6.8) и (6.9) приведены в 

табл. 6.1. (В качестве   брался размер минимального простого цикла для соответствующей ре-

шетки.) В этой же таблице приведены точные значения    для этих решеток и    найденные в 

приближении Бете. Для приближенных значений указано отклонение (в процентах) от соответ-

ствующего точного значения. 

Таким образом, как видно из табл. 6.1, использование циклических кластеров приводит к 

более точному определению критической точки по сравнению с приближением Бете, особенно 

для плоских решеток. Однако улучшение точности представляется не слишком существенным 

и это, по нашему мнению, связано с тем, что в приближениях (6.6) и (6.7) кристаллические по-

ля, действующие на атомы кластера, считаются одинаковыми.  

Решетка (q,N) 
точное 

значение 

приближение 

Бете 
формула (7) формула (8) 

квадратная (4, 4) 0,441 0,347 (21%) 0,361 (18%) 0,370 (16%) 

шестиуголь-

ная 
(3, 6) 0,658 0,549 (16%) 0,568 (14%) 0,575 (13%) 

треугольная (6, 3) 0,275 0,203 (26%) 0,212 (23%) 0,219 (20%) 

кубическая (6, 4) 0,214 0,203 (5,1%) 0,204 (4,7%) 0,206 (3,7%) 

Тетраэдри-

ческая 
(4, 6) 0,370 0,347 (6,2%) 0,348 (5,9%) 0,349 (5,7%) 

Таблица 6.1: Значения          (   - температура Кюри) в различных приближениях для простых реше-

ток. 
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Циклические кластеры в разбавленном магнетике. При разбавлении по узлам или свя-

зям, цепочка может разбиваться на некоторое количество линейных фрагментов, а кроме того 

кристаллическое поле    становится пропорциональным концентрации магнитных атомов или 

связей. Вычислив среднюю на атом намагниченность каждого такого фрагмента, а затем сред-

нюю на узел намагниченность цепочки, получим последнюю как функцию  ,   и      (или     ). 

Обозначим    среднюю на атом намагниченность не замкнутого осколка цепочки, содержаще-

го     магнитных атомов и   
  – намагниченность на атом замкнутой цепочки из   магнит-

ных атомов. (Очевидно, что для чистого магнетика           
 .) Тогда, при разбавлении по 

узлам 

                  
         

     
 

 
             

   
        

   
              (6.10) 

Суммы в этом выражении строятся так. Внешняя сумма – это сумма по количеству маг-

нитных атомов в цепочке. Сумма по       - это сумма по всем возможным способам разместить 

  магнитных атомов по   узлам замкнутой цепочки. Для каждого такого способа эти   атомов 

образуют фрагменты, содержащие         атомов. Внутренняя сумма – это сумма по этим 

фрагментам. Аналогично, при разбавлении по связям 

              

         
         

         
     

 

 
             

   
        

   
                (6.11) 

 Неизвестную величину  , входящую в выражения (6.10) и (6.11) можно найти, составив 

самосогласованное уравнение следующим образом. Рассмотрим некоторый узел решетки. За-

меняя действие атомов, находящихся в соседних узлах кристаллическим полем   , найдем 

среднюю на узел намагниченность  

                        ,            ,                              (6.12) 

для разбавления по узлам, и  

                    ,                                            (6.13) 

для разбавления по связям. 

Также рассмотрим кластер из двух соседних узлов, находящихся в кристаллическом по-

ле   . Средняя намагниченность на узел кластера при разбавлении по узлам 

                                      
         

             
, 

                                                                      (6.14) 

и 

                                 
        

             , 

                                                                 (6.15) 
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при разбавлении по связям. 

 Заметим, что если приравнять правые части равенств (6.12) и (6.14) (или (6.13) и (6.15)) 

получим решение модели для разбавленного изинговского магнетика на решетке Бете с псевдо-

хаотическим распределением примесей [7, 10], глава 4. 

 Построим теперь самосогласованные уравнения для  , приравнивая правые части ра-

венств (6.10) и (6.12), (6.10) и (6.14) для разбавления по узлам, а также (6.11) и (6.13), (6.11) и 

(6.15) – для разбавления по связям. Решив эти уравнения, получим зависимости намагниченно-

сти от концентрации и температуры в различных приближениях. Оказывается, что ненулевое 

решение относительно   существуют у всех этих уравнений при условии     , причем    

определяется из равенства производных по   от правых частей соответствующих равенств при 

   . Переходя теперь к пределу     , получим уравнения для перколяционных порогов 

      и      . Оказывается, что 

       
    

  
 
   

            
     

         
 

      
            

                  (6.16) 

для равенства (10), и  

       
    

  
 
   

            
     

         
   

      
                            (6.17) 

для равенства (6.11). Из (6.12) и (6.13) получим  

       
    

  
 
   

      
 ,              

    

  
 
   

       ,                          (6.18) 

а из (6.14) и (6.15): 

       
    

  
 
   

          
         , 

       
    

  
 
   

                  .                                   (6.19) 

Результаты вычислений порогов протекания по узлам и связям представлены в табл. 6.2. 

Перколяционные пороги в столбцах «(1-N)» и «(2-N)» получены приравниванием правых час-

тей (6.16) – (6.17) и (6.18) и (6.19) соответственно. 

Решетка (q,N) 

точное 

значе-

ние       

точное 

значе-

ние 

      

      (1-

N) 

     (1-

N) 

      (2-

N) 

     (2-

N) 

квадратная (4, 4) 0,590 0,500 0,382 0,354 0,427 0,368 

шестиуголь-

ная 
(3, 6) 0,700 0,653 0,538 0,522 0,558 0,532 
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треугольная (6, 3) 0,500 0,347 0,250 0,214 0,333 0.227 

кубическая (6, 4) 0,310 0.250 0.210 0.203 0.219 0,205 

тетраэдри-

ческая 
(4, 6) 0,430 0,390 0,339 0,336 0,343 0,337 

К.О.Ц. (8, 6) 0,240 0,180 0,143 0,144 0,150 0,144 

Таблица 6.2: Значения перколяционных порогов по узлам и связям в различных приближениях для про-

стых решеток. 

 

Таким образом, использование циклических кластеров позволяет различить задачи про-

текания по узлам и по связям (в отличии от приближения Бете) и дает удовлетворительное со-

гласование с известными точными значениями порогов протекания (табл. 6.2). В результате 

проведенного анализа, приходим к следующим выводам. 

1. Использование циклических кластеров для приближенного расчета критической тем-

пературы         в модели Изинга неразбавленного магнетика приводит к несколько более 

точному результату, по сравнению с методом Бете (табл. 6.1). 

2. Применение циклических кластеров к модели Изинга для магнетика с немагнитным 

разбавлением приводит к различным результатам для разбавления по узлам и связям; в частно-

сти пороги протекания для этих видов разбавления различны (табл. 6.2). 

3. Приближенные значения порогов протекания для простых решеток, вычисленные с 

использованием циклических кластеров, ближе к истинным значениям, чем те, что получены 

для решетки Бете (табл. 6.2). 

6.2. Модель Изинга с немагнитным разбавлением на рекурсивных решетках 

В этом параграфе будет построен класс самосогласованных уравнений, которые могут 

служить для приближенного решения модели Изинга на различных кристаллических решетках. 

Частным (и простейшим) примером уравнений этого класса является известное приближение 

Бете [6], в связи с чем, этот класс самосогласованных уравнений можно рассматривать как 

обобщение приближения Бете. Как известно [6], приближение Бете можно интерпретировать 

как замену реальной кристаллической решетки так называемой решеткой Бете, являющейся 

внутренней частью дерева Кейли [6]. Подобно этому решения некоторых из предлагаемых 

здесь самосогласованных уравнений могут быть интерпретированы как точные решения задачи 

Изинга на особым образом построенных рекурсивных решетках, что и будет показано ниже. 

Кроме того, этот метод будет распространен на модель Изинга с немагнитным разбавлением по 

узлам или связям. Будет показано, что в тех случаях, когда для чистого магнетика метод дает 
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точное решение на рекурсивной решетке, его обобщение на разбавленный магнетик приводит к 

точному значению порога протекания для этой решетки. 

Итак, рассмотрим некоторую простую кристаллическую решетку с координационным 

числом  , в узлах которой находятся изинговские спины     , а обменное взаимодействие не 

равно нулю только для соседних спинов. (Метод можно обобщить на случай, когда решетка не 

является простой, но это обобщение выходит за рамки данной работы.) Средний магнитный 

момент (намагниченность) узла этой решетки будем искать в виде 

                 , 

где        (  - обменный интеграл,   - постоянная Больцмана,   - температура),         ; 

   - внешнее поле.    в этом выражении имеет смысл «эффективного обменного поля», созда-

ваемого соседними спинами. 

 Рассмотрим теперь на решетке кластер из двух соседних атомов (димер). Полагая, что 

оба атома димера находятся в эффективном обменном поле   , найдем среднюю намагничен-

ность атома димера 

       
             

                  
 

Если теперь принять    
   

 
   (на том основании, что у каждого атома димера     внешних 

соседей), то равенство               будет представлять собой самосогласованное уравне-

ние, решение которого и есть приближение Бете [62].  

 Выделим теперь на решетке замкнутую цепочку из   узлов минимальной возможной 

длины (зависящей от вида решетки). Полагая, что каждый атом цепочки находится в эффектив-

ном поле   , найдем намагниченность атома этого циклического кластера (параграф 6.2): 

       
  

    
 

  
    

 

            

                    
 

                                       

Полагая теперь    
   

 
  , можно составить самосогласованное уравнение 

                                                                    (6.20) 

Покажем теперь, что полученное уравнение при четных значениях   дает точное решение зада-

чи Изинга для рекурсивной решетки, построенной следующим образом. Возьмем   узлов и свя-

зей, образующих замкнутый   - угольник. От каждой вершины этого   – угольника достроим   

таких же не пересекающихся между собой   – угольников. Повторяя это построение для каж-

дой вершины новых   – угольников, получим рекуррентную решетку, являющуюся бесконеч-

ным кактусом (кактусом Хусими) [76]. Координационное число такой решетки       . 
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Поместим в узлы этой решетки изинговские спины    и будем полагать, что соседние 

спины взаимодействуют между собой с энергией       , а кроме того вся система находится во 

внешнем поле    . Найдем намагниченность - среднее значение каждого такого спина. Это 

можно сделать следующим способом. Рассмотрим отдельный узел решетки, содержащий спин 

 . Этот узел является общей вершиной       – угольников, образующих     не пересе-

кающихся ветвей с корневой точкой  . Обозначив    совокупность спинов (кроме   )   -ой вет-

ки, представим статистическую сумму системы в виде: 

                      
             , 

где         – множитель, зависящий только от   и совокупности спинов   . Обозначим      

         (в силу симметрии эта величина одинакова для всех ветвей, то есть не зависит от  ). 

Тогда статистическая сумма 

                            , 

а средняя намагниченность спина   

   
                          

                          
 

              

              
, 

где              . Если обозначить     
   

  
   , то выражение для намагниченности    

принимает вид 

               

 Рассмотрим теперь один из   – угольников рекуррентной решетки. Каждая вершина это-

го   – угольника является корневой точкой   не пересекающихся ветвей, таких же, как и рас-

смотренные выше. Поэтому статистическую сумму можно представить как 

                                      
  

, 

где     
 

  
   . Вычислив эту статистическую сумму, найдем среднее значение    

       : 

   
  

    
 

  
    

 

             

                     
 

Приравнивая теперь    и    и учитывая, что    
 

   
   

   

 
  , получим уравнение, 

в точности совпадающее с приведенным выше самосогласованным уравнением (6.20). То есть, 

точно так же, как приближение Бете можно интерпретировать как замену кристаллической ре-

шетки деревом Кейли с тем же координационным числом, приближение основанное на уравне-

нии (6.20) для четных   можно понимать как замену исходной решетки на описанную выше ре-

куррентную решетку с соответствующим значением  . 

 Эти два примера (решетка Бете и рекурсивная решетка из   – угольников) подсказывают 

следующее обобщение. Рассмотрим рекурсивную решетку, построенную из одинаковых кла-
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стеров. Например, можно взять кубический кластер – узлы, являющиеся вершинами куба со 

связями вдоль ребер этого куба или замкнутый   – угольник с одним или несколькими внут-

ренними узлами, связанными со всеми   вершинами, такие, например, как в работах [77, 78]. 

Рекурсивная решетка строится из этих кластеров так же, как и решетка из   – угольников, т.е. 

присоединением к каждой внешней вершине кластера   таких же кластеров и т.д. Тогда каждый 

внешний узел любого кластера в бесконечной рекурсивной решетке можно, с одной стороны, 

рассматривать как корневую точку для     одинаковых ветвей, а с другой стороны, рассмат-

ривая этот узел в составе кластера, считать его корневой точкой для   таких же ветвей. Поэто-

му, если поместить в узлы этой рекурсивной решетки изинговские спины, среднюю намагни-

ченность внешнего узла можно вычислить как 

               

где     
   

  
   ,              ,       - множители статистической суммы, связанные со 

спинами одной из     ветвей. А с другой стороны, вычисляя намагниченность    этого узла 

как узла принадлежащего кластеру ее можно выразить как функцию     
 

  
   . Следова-

тельно, решив относительно   уравнение      , получим точное решение задачи Изинга на 

рекурсивной решетке. Однако на уравнение       можно смотреть так же, как на уравнение 

(6.20), то есть как на самосогласованное уравнение, в котором    и    являются эффективными 

обменными полями. Эти поля связаны соотношением    
    

 
  , где    - число связей внеш-

него атома кластера с другими атомами этого же кластера,           координационное чис-

ло. Самосогласованное уравнение       можно рассматривать для любого     , но если 

условие           не выполнено, решение этого уравнения уже нельзя интерпретировать 

как точное решение для модели Изинга на рекурсивной решетке.  

На описанных выше рекурсивных решетках из   – угольников можно сформулировать 

задачу протекания. Предположим, что каждый узел решетки случайно и независимо от других 

узлов «вырезается» с вероятностью    , т.е. обрезаются все выходящие из этого узла связи, а 

с вероятностью   остается неизменным. Невырезанные узлы решетки принадлежат различного 

размера кластерам. При малых значениях   каждый такой кластер содержит конечное число уз-

лов, а если   достаточно велико, существует кластер, содержащий бесконечно много узлов. 

Минимальное значение  , при котором существует бесконечный кластер, является порогом 

протекания или перколяционным порогом по узлам   . Если же с вероятностью     обрезает-

ся каждая отдельная связь, то минимальное значение  , при котором существует бесконечный 

кластер, будет порогом протекания по связям   . 
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Найдем пороги протекания по узлам и связям для рекуррентных решеток, построенных 

описанным выше способом. Пусть   - вероятность того, что ветвь кластера с не вырезанной на-

чальной вершиной конечна. Уравнение для   можно получить следующим простым рассужде-

нием. Ветвь будет конечна в четырех взаимоисключающих случаях:  

1) соседние с начальной вершиной узлы вырезаны – вероятность этого       ;  

2) присутствуют все узлы   – угольника, но все выходящие из них ветви конечны – ве-

роятность этого            ; 

3) отсутствует одна из вершин   – угольника, а ветви, выходящие из остальных вершин 

конечны – вероятность этого                      ; 

4) отсутствуют две вершины   – угольника, а ветви, выходящие из вершин, связанных с 

начальной конечны - вероятность этого                     
   ; 

Складывая эти вероятности, получим уравнение для   

                          

   

   

                                   

У этого уравнения при любом   есть решение    . Обозначим правую часть этого уравнения 

    . Поскольку              , у        есть нетривиальное решение в интервале 

      при условии        . Следовательно, перколяционный порог    должен удовлетворять 

уравнению        , т.е. 

      
          

    
                     

           
       , 

что преобразуется к виду 

       
        

    
    

 

 
                                            (6.21) 

Аналогично, для порога протекания по связям получим 

       
      

    
    

 

 
                                             (6.22) 

 Рассмотрим теперь модель Изинга с немагнитным разбавлением на некоторой решетке. 

Возьмем на решетке замкнутую цепочку из   узлов. При разбавлении по узлам или связям, це-

почка может разбиваться на некоторое количество линейных фрагментов. Вычислив среднюю 

на атом намагниченность каждого такого фрагмента, а затем среднюю на узел намагниченность 

цепочки, получим последнюю как функцию  ,    и  . Обозначим    среднюю на атом намаг-

ниченность не замкнутого осколка цепочки, содержащего     магнитных атомов и   
  – на-

магниченность на атом замкнутой цепочки из   магнитных атомов. (Очевидно, что для чистого 

магнетика         
 .) Тогда, при разбавлении по узлам 

                     
 

 
             

   
        

                (6.23) 
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Суммы в этом выражении строятся так. Внешняя сумма – это сумма по количеству магнитных 

атомов в цепочке. Сумма по       - это сумма по всем возможным способам разместить   маг-

нитных атомов по   узлам замкнутой цепочки. Для каждого такого способа эти   атомов обра-

зуют фрагменты, содержащие         атомов. Внутренняя сумма – это сумма по этим фрагмен-

там. Аналогично, при разбавлении по связям 

                  

              
 

 
             

   
        

                             (6.24) 

 Неизвестную величину   , входящую в выражения для    можно найти, составив само-

согласованное уравнение следующим образом. Рассмотрим некоторый узел решетки. Заменяя 

действие атомов, находящихся в соседних узлах кристаллическим полем   , найдем среднюю 

на узел намагниченность  

                ,                                                   (6.25) 

для разбавления по узлам, и  

               ,                                                     (6.26) 

для разбавления по связям. 

Также рассмотрим кластер из двух соседних узлов, находящихся в кристаллическом по-

ле   . Средняя намагниченность на узел кластера при разбавлении по узлам 

                                 

             ,                          (6.27) 

и 

                      
        

             ,                               (6.28) 

при разбавлении по связям. 

 Заметим, что если приравнять правые части равенств (6.25) и (6.27) (или (6.26) и (6.28)) 

при дополнительном условии    
   

 
   получим решение модели для разбавленного изингов-

ского магнетика на решетке Бете с псевдохаотическим распределением примесей [7, 10]. 

 Построим теперь самосогласованные уравнения приравнивая правые части равенств 

(6.23) и (6.25), для разбавления по узлам, а также (6.24) и (6.26) для разбавления по связям при 

условии    
   

 
  . Решив эти уравнения, получим зависимости намагниченности от концен-

трации и температуры в различных приближениях. Оказывается, что ненулевые решения отно-

сительно    существуют у всех этих уравнений при условии     , причем    определяется 

из равенства производных по    от правых частей соответствующих равенств при     . Пе-

реходя теперь к пределу     , получим уравнения для перколяционных порогов    и   . Ока-

зывается, что 
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      и    

        
      

    
    

 

   
   

Видно, что при        эти уравнения совпадают с уравнениями (6.21) и (6.22). 

6.3. Приближение Бете для чистого и разбавленного магнетиков как усред-

нение по локальным обменным полям 

Классическая интерпретация приближения Бете заключается в точном учете обменного 

взаимодействия некоторого атома решетки с его ближайшими соседями. Взаимодействие с ос-

тальными атомами решетки учитывается посредством введения эффективного поля, величина 

которого определяется из условия равенства средней намагниченности центрального атома и 

его соседа [8]. Кроме того, приближение Бете для модели Изинга можно интерпретировать как 

точное решение задачи на решетке Бете [6]. И, как показано в главе 3, приближение Бете может 

быть интерпретировано как ренормгрупповое преобразование фиксированного масштаба, при-

мененное к определенным образом построенным кластерам [62]. Различные интерпретации ме-

тода Бете, эквивалентные для чистого (без немагнитных примесей) магнетика, при обобщении 

их на случай разбавленного магнетика, приводят к различным способам расчета намагниченно-

сти и критической температуры как функций концентрации магнитных атомов.  

 Поэтому здесь предлагается еще одна возможная интерпретация метода Бете, построен-

ная с помощью усреднения по функциям распределения обменных полей. Вначале она будет 

построена для чистого изинговского магнетика, а затем обобщена на магнетик с немагнитными 

примесями. С помощью этого приближения будут вычислены концентрационные зависимости 

намагниченности, температуры Кюри и найдены приближенные значения порогов протекания 

для решеток с различными координационными числами.  

 В работе [1] предложен метод усреднения по полям взаимодействия, с помощью которо-

го можно находить критические точки и макроскопические параметры в различных системах 

взаимодействующих частиц. Этот метод в применении к модели Изинга основывается на ис-

пользовании полученной в [5] формулы  

             ,                                                          (6.29) 

где       ,   - постоянная Больцмана,   температура,               , сумма обменного 

            и внешнего     полей, а     - усреднение по ансамблю, которое, в сущности, яв-

ляется усреднением по функции распределения полей   . Обменные интегралы     будем счи-

тать равными   для ближайших соседей и нулю для остальных пар атомов. 
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 Рассмотрим функцию распределения      для поля обменного взаимодействия   

     , действующего на некоторый спин   . Эту функцию всегда можно представить в виде 

     
   

 
      

   

 
                                                 (6.30) 

где       и       условные функции распределения для значений    равных +1 и -1 соответ-

ственно. Среднее значение     , равное   , с помощью (6.30), можно представить в виде: 

   
   

 
     

   

 
     

       - средние значения, вычисленные по функциям        . Вводя величины              , 

запишем предыдущее равенство в виде 

                                                                (6.31) 

Величины            есть вероятности того, что спин, являющийся соседом положительно 

(отрицательно) ориентированного спина, сам направлен положительно (отрицательно). Вычис-

лим среднее значение   произведения двух соседних спинов   и   : 

        
   

 
 

    

 
 

    

 
  

   

 
 

    

 
 

    

 
 , 

что можно переписать в виде 

                  .                                             (6.32) 

Из (6.31) и (6.32) легко выразить    и    через   и  : 

   
   

   
,        

   

   
                                                   (6.33) 

Выражение (6.29), полученное в работе [5], является частным случаем формулы (полу-

ченной в той же работе): 

                    

где   - произвольная функция любых спинов, кроме   . Взяв    , получим 

                      .                                              (6.34) 

Используя функцию распределения (6.30), из (6.29) и (6.34) получим: 

  
   

 
              

   

 
                и                         (6.35) 

   
   

 
               

   

 
               .                         (6.36) 

 Уравнения (6.33), (6.35) и (6.36) могут использоваться для построения приближенных 

методов определения величин   и  , если задать тот или иной приближенный вид функций 

распределения       и      . Оказывается, некоторые известные приближенные методы могут 

быть получены из системы (6.35), (6.36) при соответствующем выборе функций       и      . 

Например, если положить                   , где   - дельта-функция, получим известный 

метод среднего поля, т.е.              ,     . Если же в (6.33) принять      (то 

есть, пренебречь корреляцией между спином и его ближайшими соседями), то получим    
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    . Если, кроме того, положить                  и в качестве      взять биноми-

нальное распределение с параметром        , получим уравнение для определения намагни-

ченности   по методу усреднения по обменным полям [1]. 

Когда в качестве       и       берутся биноминальные распределения с параметрами 

         и          соответственно: 

           
  

      

 
 

 
 
    

      

 
 

   

           ,                   (6.37) 

где   
  - биноминальные коэффициенты, получается известное приближение Бете. Используя 

(6.37) для вычисления средних в (6.35) и (6.36) и выразив      через   и   с помощью (6.33), 

получим систему двух уравнений для определения двух неизвестных величин   и  .  

                            
                                   (6.38) 

                                   
                         (6.39) 

где 

            
  

   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

 
   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

  

Если      , то 

                                     
 
   

 
 

                           (6.40) 

                                            
 
   

 
 

                    (6.41) 

Легко убедиться аналитически, что намагниченность         , получаемая из системы 

уравнений (6.38)-( 6.39) для     совпадает с известным решением для одномерной цепочки 

спинов [6], которая есть частный случай решетки Бете (глава 2). И хотя не удается получить 

аналитическое доказательство равенства решения системы (6.38)-( 6.39) и намагниченности, 

рассчитанной в приближении Бете для произвольного  , это равенство было проверено числен-

но для     и    . Во всех случаях получено совпадение решения (6.38)-( 6.39) с приближе-

нием Бете, поэтому, можно предположить, что это решение и есть приближение Бете для про-

извольного  .  

Уравнение для температуры Кюри         получим из (6.40)-( 6.41) следующим обра-

зом. Уравнение (6.40) дифференцируем по   и полагаем     в этой производной и в уравне-

нии (6.41). Можно убедиться, что полученные уравнения совпадают при           и при-

водят к следующему условию 

   
             

 
   

 
 

     ,                                               (6.42) 

где 

  
  

  
                              

                                                    (6.43) 
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В приближении Бете    
 

 
  

 

   
 [8]. Можно показать, что подстановка этого значения    в 

уравнение (6.42) приводит к тождественному равенству. 

Разбавленный магнетик. Возможны различные варианты обобщения рассматриваемого 

приближения на разбавленный магнетик. Ниже будет исследован один из таких вариантов. Рас-

смотрим магнетик с разбавлением по связям. Пусть       сумма по соседям, связанным с    

неразорванными связями, а        сумма по всем   соседям   , в том числе и по тем, связи с 

которыми разорваны. Очевидно, что для чистого, не разбавленного магнетика      для любо-

го атома. Пусть       функция распределения по полям  , а          совместная функция рас-

пределения полей   и   . (                  )Тогда  

                 и                        

где         по всем парам соседних спинов. Функции       и          построим следую-

щим образом. Пусть среди   соседей спина      направлено в положительную сторону и, соот-

ветственно,     в отрицательную. Будем полагать, что вероятность этого, как и для чистого 

магнетика, определяется выражением 

            
  

   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

 
   

 
 
    

 
 

 

 
    

 
 

   

  

где    и    выражаются через   и   также, как и для чистого магнетика (формула (6.33)). 

Влияние разбавления учтем так: будем считать, что среди   «положительных» соседей только   

связано с центральным спином   , а среди     «отрицательных»   связано с центральным. 

Полагая, что каждая связь присутствует с вероятностью   и разорвана с вероятностью    , 

найдем условную функцию распределения           по полям  , при условии, что есть   поло-

жительных и     отрицательных соседей 

              
     

 
                 

   

   

 

   

          

Таким образом, 

                         

 

   

 

                                        

 

   

 

Окончательно получаем (для магнетика в нулевом внешнем поле) 

                                   
 
   

 
 

                                (6.44) 

                                          
 
   

 
 

   ,                   (6.45) 
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где 

                                  
     

 
                  

   

   

 

   

         

Уравнение для температуры Кюри, как функции концентрации   получается как и для чистого 

магнетика: 

   
           

 
   

 
 

                                                         (6.46) 

и переходит в уравнение (6.42) при    . Температура Кюри, получаемая из (6.46), обращается 

в ноль при некотором     , значение которого зависит от  . Это значение    следует интер-

претировать как приближенное значение порога протекания для решетки с соответствующим 

координационным числом, вычисленного в рассматриваемом приближении.  

 

Тип решетки (ко-

орд. число) 
1 2 3 

Шестиугольная (3) 
0,700 

0,653 
0,557 0,614 

Квадратная (4) 
0,590 

0,500 
0,428 0,452 

Тетраедр. (4) 
0,430 

0,390 
0,428 0,452 

Кубическая (6) 
0,310 

0,250 
0,293 0,300 

Треугольная (6) 
0,500 

0,347 
0,293 0,300 

Таблица 6.3. Критические значения концентрации, при которых исчезает спонтанная намагниченность (перколя-

ционные пороги) для различных решеток. Столбец 1 – точные значения [8], столбец 2 – вычисленные в приближе-

нии усреднения по обменным полям [1], столбец 3 – вычисленные в приближении, предложенном в настоящей 

работе. 

 

 В таблице 6.3 приведены значения   , полученные из (6.46) (столбец 3). В этой же таб-

лице приведены значения    вычисленные методом усреднения по обменным полям [1] (стол-

бец 2) и точные значения порогов протекания по узлам и связям для простых решеток (столбец 

1). Видно, что значения   , найденные предлагаемым в настоящей работе методом, ближе к ис-

тинным значениям порогов протекания, чем полученные методом усреднения по обменным по-

лям. 
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 Зависимости температуры Кюри от концентрации магнитных атомов, вычисленные из 

(6.46) для       и   приведены на рис.6.1 (кривые 1, 3, 5 соответственно). На этом же рисунке 

приведены концентрационные зависимости температуры Кюри для тех же координационных 

чисел, вычисленные методом усреднения по обменным полям [1] (кривые 2, 4, 6).  

Видно, что все кривые качественно похожи: имеют бесконечную производную при      и ли-

нейно зависят от   при   близких к 1. Из рис. 6.1 также видно, что значения температур Кюри 

при     (т.е. для чистых магнетиков), найденные из (6.46), ближе к значениям для простых 

решеток с соответствующими координационными числами [6], чем те, что получены методом 

усреднения по обменным полям. 

 

 

Рис.6.1. Температуры Кюри в зависимости от концентрации магнитных атомов для решеток с различными коорди-

национными числами  , вычисленные методом усреднения по обменным полям (кривые 2, 4, 6 для       и   со-

ответственно) и методом, рассмотренным в настоящей работе (кривые 1, 3, 5 для       и   соответственно). 

 

 Таким образом, в результате проведенного анализа приходим к следующим выводам. 

 1. Рассмотренное в этом параграфе приближение, примененное к чистому магнетику, 

включает в себя известные приближения, такие как метод среднего поля, метод усреднения по 

обменным полям [1] и метод Бете. Кроме того, на его основе можно построить и другие при-

ближения, путем выбора функций распределения обменных полей, отличных от биноминаль-

ных. 

 2. Будучи примененным к разбавленным магнетикам, это приближение дает новый и бо-

лее точный результат для перколяционных порогов и концентрационных зависимостей темпе-

ратуры Кюри и спонтанной намагниченности чем метод усреднения по обменным полям и из-

вестные обобщения метода Бете на разбавленный магнетик. 
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 3. Структура предлагаемого приближения позволяет строить различные варианты его 

обобщения на случай разбавленного магнетика. Например, можно учесть различие корреляции 

спинов связанных и не связанных атомов, что, как можно предположить, приведет к более точ-

ным результатам для модели разбавленного магнетика. 

6.4. Модель Гейзенберга с тремя состояниями на решетке Бете 

В главе 3 показано, что известное приближение Бете [6] для модели Изинга может быть 

получено с помощью сопоставления кластеров различного размера, находящихся в одном и том 

же эффективном поле. Такой способ получения приближения Бете можно назвать «ренорм-

групповым» в том смысле, что вблизи критической точки переход от кластера с одним узлом к 

кластеру с двумя узлами можно рассматривать как ренормгрупповое преобразование фиксиро-

ванного масштаба [16]. Здесь будет показано, что такой способ возможен и для более сложной 

модели магнетика, а именно – модели Гейзенберга с тремя состояниями. Сформулируем эту 

модель следующим образом. 

Пусть в каждом узле некоторой регулярной решетки с координационным числом   на-

ходятся «спины»    (  - номер узла), каждый из которых может принимать   различных значе-

ний        . Гамильтониан модели Гейзенберга можно представить в таком виде 

                                                                     (6.47) 

Здесь   - константа обменного взаимодействия,   - внешнее поле. Первая сумма в выражении 

(6.47) это сумма по всем парам соседних узлов, вторая – по всем узлам. Будем полагать, что все 

узлы решетки эквивалентны в термодинамическом пределе. Для нахождения равновесных 

средних величин в системе с гамильтонианом (6.47) необходимо вычислить статистическую 

сумму 

                                                                   (6.48) 

  
 

  
,           

  

  
 

Эта задача имеет точное решение для решетки Бете. Статистическую сумму (6.48) представим в 

виде        , где 

                

     

     

 

  

Вероятность    того, что центральный спин    принимает значение            

   
             

 
 

Преобразуем      с учетом того, что вершина со спином    является корневой точкой   неза-

висимых подграфов: 
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     обозначает все спины на   - ом подграфе, кроме   , а 

                     
     

           

 

  

Пусть                  . Тогда 

                    
 

  

 

и 

   
 

 
                          

  

Обозначим    
      

      
,    

     

      
 . Тогда 

    
  

     
 

      
 ,    

  
 

     
 

      
  и     

  
 

   

     
 

      
  .                      (6.49) 

То есть  

     
     

 
   

     
 

      
     и       

   
     

 
   

     
 

      
  

Для величин    и   можно составить рекуррентные соотношения. Очевидно, что  

                                    
    

   

   

 

где      обозначает все спины (кроме   ) на   – ой ветви подграфа. Следовательно  

                                   
   

  
. 

Отсюда получим рекуррентные соотношения для    и    

   
    

   
           

   
    

    
   

          
   

     
 ,       

    
   

        
   

   

    
   

          
   

     
                 (6.50) 

Используя рекуррентные уравнения (6.50) (с начальным условием        ) и соотношения 

(6.49), можно вычислить вероятности    для корневой точки дерева Кейли с   оболочками. Ре-

шение для решетки Бете получим переходя к пределу    . Для нахождения этого предела в 

рекуррентных соотношениях (6.50) положим          ,           и будем рассмат-

ривать полученные равенства как уравнения относительно   и  . Подставив решения этих 

уравнений в (6.49), найдем вероятности    для решетки Бете. 

 При     и     рекуррентные уравнения (6.50) переходят в  

  
               

               
 ,      

           

               
                                  (6.51) 
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Средние по ансамблю значения вероятностей состояния спина находятся из (6.49) при подста-

новке в них решений (6.51): 

    
  

           ,    
  

            и     
     

            .                     (6.52) 

При любом значении   у системы (6.51) есть корень     (  находится из второго уравнения 

(6.51) при    ). Это решение соответствует отсутствию в системе спонтанной намагниченно-

сти и оно теряет устойчивость в точке фазового перехода     . То есть, производная по   от 

правой части первого уравнения (6.51) должна быть равна 1 при     и     . Это условие 

приводит к  

          

          
     и   

      

          
   

Исключая из этих уравнений  , получим уравнение для определения    

               
 

 
   

        

   
 

   

 

Обозначив           , получим 

               
 

 
         

 

   
 

   

                               (6.53) 

Рассмотрим модель с гамильтонианом несколько более общего вида, чем (6.47): 

                         
   

 
                                             (6.54) 

Возьмем теперь один из узлов решетки, содержащий спин   . Спины, содержащиеся в соседних 

узлах будем обозначать   . Пусть           и       
 . Найдем условные средние       и 

  
     при фиксированных    и   :  

      
    

         
 ,     

     
    

         
                                       (6.55) 

где          ,         .    и    (  ), входящие к уравнения (6.55) будем рассматривать как 

неизвестные параметры, определяющие взаимодействие спина    с остальными атомами ре-

шетки. Если     , то модель с гамильтонианом (6.54) переходит в модель Гейзенберга с тре-

мя состояниями. 

Рассмотрим на решетке кластер из двух соседних узлов, содержащих спины    и   . Бу-

дем считать, что энергия          взаимодействия этих спинов друг с другом и с атомами, не 

входящими в кластер определяется выражением 

 
         

  
           

   
                   

    
   

где    и    – параметры, описывающие взаимодействие атомов кластера с внешним окружени-

ем. Тогда средние значения 
 

 
       

              
 и 

 

 
   

    
  

               
 находятся из формул (         ) 
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     с               с      
   

 

(6.56) 

 

 
   

    
  

               
 

                        

     с               с      
   

 

Приравняем теперь правые части (6.55) и (6.56) и будем полагать, что    и    в этих выражени-

ях просто некоторые неизвестные параметры, которые не обязательно должны выражаться как 

функции окружающих кластеры спинов, так что при     ,    и    остаются неопределенны-

ми. Аналогично, положим, что          и         , где    и    - неизвестные пара-

метры. Таким образом мы получим два уравнения относительно четырех неизвестных:   ,   , 

   и   . Если на эти неизвестные наложить еще два дополнительных независимых условия, то 

полученную систему можно будет решить. Подставив это решение в правые части (6.55) или 

(6.56) можно рассматривать полученные выражения как приближенные значения средних по 

ансамблю     и     . Например, предположив, что    и    (а также    и   ) пропорциональны 

количеству внешних атомов, соседних к атому кластера, получим 

  

  
 

    

    
 

 

   
                                                        (6.57) 

Можно показать, что при таком выборе дополнительных условий и при      описанная про-

цедура приводит к решению для модели Гейзенберга на решетке Бете (6.51), (6.52). При отсут-

ствии внешнего поля (   ) и в пределе      получим: 

      
                

                    
 

(6.58) 

     

          
 

                    

  с             с       
   

 

Уравнение для критического значения   , при котором возникает спонтанная намагниченность 

получается приравниванием производных по    от первого уравнения (6.57) при        . С 

учетом (6.57), получим 

 

   
 

       

           
,   

 

      
 

           

               
   

,        
       

 

Обозначив           , получим после несложных преобразований:  

           

    
    

 

   
 

   

 

что совпадает с уравнением (6.53) для критической точки модели Гейзенберга с тремя состоя-

ниями на решетке Бете. 
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 Таким образом, непосредственное построение ренормгруппового преобразования с га-

мильтонианом (6.47) не приводит к точному решению на решетке Бете, так как это означало бы 

наложение дополнительного условия         в равенствах (6.55) – (6.58). Однако, замена 

гамильтониана модели Гейзенберга (6.47) гамильтонианом более общего вида (6.54) позволяет, 

построив для (6.54) ренормгрупповое преобразование, получить решение для модели Гейзен-

берга на решетке Бете путем возвращения к частному случаю (6.47) в полученных уравнениях.  

6.5. Самосогласованное приближение в модели Изинга чистого и разбавлен-

ного магнетика с использованием парной корреляции 

Рассмотрим некоторую простую кристаллическую решетку с координационным числом 

 , в узлах которой находятся изинговские спины     , а обменное взаимодействие не равно 

нулю только для соседних спинов. Пусть   - обменный интеграл,   - постоянная Больцмана,   – 

температура. Температурный параметр       . Предположим, что внешнее поле равно нулю, 

а температура     , где    - температура Кюри. Тогда в решетке существует спонтанная на-

магниченность     . На этой решетке рассмотрим кластер из двух соседних атомов (димер). 

Тогда      - средняя намагниченность атома димера, а      - среднее значение произведения 

его спинов. При      спонтанная намагниченность      обращается в ноль. 

Рассмотрим теперь систему, состоящую только из двух связанных обменным взаимодей-

ствием спинов, находящихся в поле    (в единицах   ), и найдем среднюю намагниченность 

атома такого отдельного димера           и           - среднее значение произведения его 

спинов 

          
       

             
                                                 (6.59) 

          
             

             
                                                 (6.60) 

Будем полагать, что для любой решетки всегда можно подобрать значения параметров    и    

так, чтобы выполнялись равенства  

                                                                   (6.61) 

                                                                     (6.62) 

Разумеется, точное указание этих значений для любого   эквивалентно точному решению зада-

чи Изинга на этой решетке. Суть предлагаемого в настоящей работе метода заключается в по-

строении самосогласованных уравнений, решая которые можно приближенно найти значения 

   и   , при которых выполняются равенства (6.61)-(6.62).  

 Для построения этих самосогласованных уравнений рассмотрим систему изинговских 

спинов, расположенных в вершинах   одинаковых непересекающихся   – угольников с общей 

стороной. Спины, находящиеся в вершинах этой общей стороны будем рассматривать как ди-

мер. Пусть атомы димера находятся в поле   , а остальные атомы   – угольников – в поле  . 

Кроме того, положим, что между любыми соседними спинами этой структуры существует об-

менное взаимодействие с температурным параметром  . Тогда средняя намагниченность атома 

димера            и среднее значение произведения его спинов            равны 
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где 

        
  

               
  

               
         

                    

       

                                

или 

           
            

    

             
             

    
                                         (6.63) 

           
            

             
    

            
             

    
                                           (6.64) 

где       
         

         
  и        

         

         
 

 Так же, как и для системы из двух спинов, предположим, что существуют такие значения 

параметров   и   , что для любой решетки выполняются равенства 

                                                                    (6.65) 

                                                                      (6.66) 

Приравнивая теперь правые части (3)-(4) и (7)-(8), получим 

                                                                           (6.67) 

                                                                           (6.68) 

Система (6.67)-(6.68) это и есть система самосогласованных уравнений для определения неиз-

вестных   ,   ,   и   . Разумеется, двух уравнений в общем случае недостаточно для определе-

ния четырех неизвестных параметров, поэтому систему (6.67)-(6.68) необходимо дополнить еще 

двумя условиями. Прежде чем мы это сделаем, заметим, что из (6.67)-(6.68), учитывая (6.59)-

(6.60) и (6.63)-(6.64) легко получить уравнение, не содержащее    

            
        

 
                                                    (6.69) 

 Нулевой спонтанной намагниченности соответствуют, как видно из (6.58) и (6.63) значе-

ния      и      и      
 , которые связаны условием  

            
   

 

 
                                                         (6.70) 

Значение      (равное при        корреляции соседних спинов) равно, как видно из (6.64), 

с учетом (6.70): 

     
  

   
            

     

  

 
             

     

                                                    (6.71) 

В области существования спонтанной намагниченности (    ) нулевое решение явля-

ется неустойчивым, а при      производные по    левой и правой частей (6.69), взятые при 

    , равны между собой [2]. Следовательно, при      

            

  
 
    

 
      

  
                                                     (6.72) 

где      

   
 
    

 ,        

   
 
    

. 

 Вернемся теперь в вопросу о дополнительных условиях, которые необходимо наложить 

на поля   ,   и    для однозначного решения системы (6.67)-(6.68). Эти условия можно полу-

чить из тех или иных эвристических соображений. Например (как мы и поступим в дальней-
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шем), сопоставляя описанные выше построения с конкретной решеткой, можно считать   ко-

личеством узлов, содержащихся в минимальном замкнутом пути по связям решетки. Например, 

для шестиугольной решетки    , для квадратной или простой кубической     и т.д. Зна-

чение   - количество различных замкнутых путей длины  , которые содержат димер. Для пло-

ских решеток    , для объемных    . Поля   ,   и    можно считать эффективными обмен-

ными полями, связанными с взаимодействием со спинами, не входящими в описанные выше 

структуры. Будем считать   ,   и    пропорциональными количеству атомов решетки, соседних 

атомам димера и не входящим в   – угольники, то есть          ,          и       

     , где   - координационное число, а   – некоторый неизвестный параметр. 

 При этих условиях уравнение (11) переходит в уравнение относительно   

                    ,                                            (6.73) 

решив которое, найдем намагниченность      и среднее произведение соседних спинов      

по формулам (6.63)-( 6.64). Разумеется, эти величины уже нельзя рассматривать как точное ре-

шение задачи, однако, как показывают приведенные ниже расчеты, полученное приближение 

оказывается достаточно точным в сравнении с другими известными.  

В области нулевой спонтанной намагниченности (    )      
   , а условие (6.70) 

выполняется автоматически. Поскольку         (в силу симметрии гамильтониана модели 

Изинга в нулевом внешнем поле относительно одновременного изменения знаков всех спинов) 

из (6.71) получим 

     
         

    

         
    

.                                                   (6.74) 

Уравнение (6.72) превращается в условие, из которого определяется температура Кюри: 

            

  
 
   

  
 

   
.                                                      (6.75) 

 Для плоской треугольной решетки    ,    ,    .  

      
        

        
,           

     

        
. 

Корреляция соседних спинов в области отсутствия спонтанной намагниченности, согласно 

(6.74) 

     
            

            
 

Критический температурный параметр          находится из (6.75) и равен    
 

 
          , что совпадает с точным значением для этой решетки [2]; корреляция соседних 

спинов в критической точке       
      

  
      . 

Уравнение (6.73) приводится к виду            , с учетом которого, а так же выра-

жений (6.63)-( 6.64), зависимости      и      можно представить в параметрическом виде: 

     
    

         
,        

         

         
,     

 

 
      

 

 
   ,  

где  

     
          

      
  и       . 

 Расчет по этим формулам показывает, что корреляция соседних спинов           

      максимальна при     , а ее производная по   имеет в этой точке разрыв. Аналогично 

ведет себя зависимость      и для других простых решеток, а значения    и       найденные 

для них в этом же приближении, приведены в таблице 6.4. Кроме того, в таблице 6.4 приведе-
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ны, для сравнения, значения    в известном приближении Бете [2] и в наиболее точном вариан-

те приближения из работы [3]. Видно, что в приближении, рассмотренном здесь значения    

оказываются ближе к точным для всех решеток, а для треугольной решетки – совпадает с точ-

ным значением. 

 

 

Решетка (q,N,L) 
точное 

значение  

приближе-

ние Бете  

Прибли-

жение [3] 
         

квадрат-

ная 
(4, 4, 2) 0,441 0,347  0,370  0,402 0,473 

шести-

угольная 
(3, 6, 2) 0,658 0,549  0,575  0,592  0,664 

треуголь-

ная 
(6, 3, 2) 0,275 0,203  0,219  0,275  0,396 

кубиче-

ская 
(6, 4, 4) 0,214 0,203  0,206  0,212  0,243 

Тетраэд-

ри-ческая 
(4, 6, 3) 0,370 0,347  0,349  0,351  0,437 

Таблица 6.4: Значения          (   - температура Кюри) в различных приближениях для про-

стых решеток. 

 

Для модели Изинга с разбавлением по узлам или связям редко удается получить точное 

решение даже в тех случаях, когда для модели без разбавления такое решение есть [5]. Описан-

ный выше метод можно обобщить на случай разбавленных магнетиков например следующим 

образом. Для вычисления      и      при разбавлении по узлам или связям правые части 

уравнений (6.67)-( 6.68) можно усреднить по конфигурациям разбавления    каждого отдельно-

го   – угольника: 

      
                   

 
   

                                  
 
   

 
   

                               (6.76) 

      
                                  

 
   

 
   

                                  
 
   

 
   

                               (6.77) 

Здесь          и          это, как и ранее, отношения статистических сумм 
         

         
 и 

         

         
 соответственно, но вычисленных для   – угольника с конфигурацией разбавления   . 

Будем теперь полагать, что кристаллические поля   и   , одинаковы во всех слагаемых в правых 

частях (6.76) и (6.77) и, как и в случае чистого магнетика, пропорциональны количеству сосед-

них атомов решетки с одинаковым коэффициентом пропорциональности  . Величина этого ко-

эффициента пропорциональность зависит, конечно же, от концентрации магнитных атомов или 

связей решетки. Для определения   будем использовать аналог уравнения (6.69), усредненный 

по конфигурациям всех   – угольников: 

          
 
                                                                   (6.78) 

Вероятность           вычисляется как произведение вероятностей конфигураций для каждо-

го   – угольника в отдельности: 

                
 
                                                   (6.79) 
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Тогда уравнение для критической температуры найдем, как и для чистого магнетика, из 

условия потери устойчивости нулевого (относительно   ) решения (6.78). То есть, производные 

по   от правой и левой частей (6.78) должны быть равны при    : 

        
 
              

 

   
                                             (6.80) 

где         
 

 
        

  
 
   

 и учитывается, что при     все         . Используя (6.79), по-

лучим: 

            
 

   
                                                      (6.81) 

При разбавлении по узлам конфигурацию   можно определить задав для каждого из 

    узлов   – угольника (кроме узлов, образующих димер) переменную    равную 1 если в 

узле   магнитный атом и равную 0 если немагнитная примесь, при разбавлении по связям, ана-

логичную переменную необходимо определить для каждой из     связей   – угольника. То-

гда вероятности     , входящие в (6.81), можно вычислить, полагая, что каждый магнитный 

атом присутствуют в   – угольнике с вероятностью    и отсутствует с вероятностью     , не-

зависимо от других. Аналогично, для разбавления по связям, каждая связь присутствует с веро-

ятностью    и разорвана с вероятностью     . Подставив вычисленные таким образом веро-

ятности      в (6.81), получим уравнение, определяющее критический температурный пара-

метр    как функцию концентрации узлов или связей.  

Как известно [8] спонтанная намагниченность в модели Изинга с разбавлением исчезает 

при концентрации магнитных атомов (или связей) равной порогу протекания соответствующей 

решетки. Поэтому при      решение (6.81) относительно концентрации дает приближенное 

значение этого порога протекания. При            стремится к      - количеству узлов мно-

гоугольника, до которых можно дойти от атома димера по неразорванным связям. Поэтому, из 

(6.81) получим уравнение для определения порога протекания: 

           
 

   
.                                                     (6.82) 

Для плоской треугольной решетки при разбавлении по узлам из (6.81) имеем 

        
 

   
 

а при разбавлении по связям 

  
                         

 

 
 

Пороги протекания по узлам   
  и связям   

  для этой решетки оказываются такими   
     ,  

  
              . Приближенное значение порога протекания по узлам в этом случае 

совпадает с точным значением [8]. В таблице 6.5 приведены точные значения порогов протека-

ния по узлам и связям (1-й и 2-й столбцы) и значение критической концентрации в приближе-

нии Бете [8] (3-й столбец; задачи протекании по узлам и связям в этом приближении не разли-

чаются). Кроме того, в таблице 6.5 приведено наилучшие приближенные значения порогов про-

текания, полученных в работе [3] (4-й и 5-й столбцы) и значения, найденные по уравнению 

(6.82) настоящей работы (6-й и 7-й столбцы). Видно, что во всех случаях (6.82) дает более близ-

кие к точным значения порогов протекания и по узлам и по связям. 
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Решетка 

точное 

значе-

ние   
  

точное 

значе-

ние   
  

При-

ближе-

ние Бете 

  
  [3]   

  [3]   
    

  

квадратная 0,590 0,500 0,333 0,427 0,368 0,500 0.403 

шестиуголь-

ная 
0,700 0,653 0,500 0,558 0,532 0,581 0,546 

треугольная 0,500 0,347 0,200 0,333 0.227 0,500 0,293 

кубическая 0,310 0.250 0,200 0.219 0,205 0,250 0,214 

тетраэдри-

ческая 
0,430 0,390 0,333 0,343 0,337 0,350 0,340 

Таблица 6.5: Значения перколяционных порогов по узлам и связям в различных приближениях для про-

стых решеток. 

 

 Таким образом показано, что использование для самосогласования, вместе с намагни-

ченностью, среднего произведения соседних спинов, позволяет построить приближенное реше-

ние модели Изинга как для чистого, так и для разбавленного магнетиков. Оказывается (таблица 

1) что значения критического температурного параметра, вычисленное в этом приближении, 

лучше согласуется с известными точными значениями, чем полученные в работе [3]. Для поро-

гов протекания разбавленных по узлам и связям решеток, данное приближение также дает бо-

лее точные значения, чем в [3] (таблица 6.5). 
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Заключение 

В ходе выполнения работы был построен ряд эффективных методов учета влияния под-

вижных и вмороженных примесей на макроскопические характеристики разбавленных магне-

тиков. С помощью этих методов были исследованы магнитные фазовые переходы и магнитные 

состояния в моделях разбавленных магнетиков. 

Основные результаты работы заключаются в следующем.  

1. Теоретически обоснован и обобщен метод усреднения по локальным полям взаимо-

действия. Доказано, что в системе взаимодействующих частиц любое термодинамическое сред-

нее некоторой величины всегда может быть вычислено в два этапа. На первом этапе величина 

вычисляется по кластеру частиц, при фиксированном внешнем окружении. На втором – произ-

водится усреднение по конфигурациям этого окружения.  

 На основе такого представления термодинамических средних построена общая схема 

получения самосогласованных уравнений, включающая в себя как известные способы (метод 

среднего поля, приближение Бете, метод усреднения по обменным полям), так новые. Построе-

ние самосогласованных уравнений возможно двумя путями. Во-первых, вычисление термоди-

намических средних для кластера взаимодействующих спинов можно проделать с помощью 

функции распределения по обменным полям, выраженной через эти же средние. Во-вторых, 

можно, задав два различных кластера, найти среднее одной и той же величины с помощью 

функций распределения полей, выраженных через один и тот же параметр, который не имеет в 

этом случае смысла какой-либо термодинамической средней. Проведенный анализ показал, что 

между этими подходами нет принципиального различия – один и тот же результат может быть 

получен в разных подходах.  

2. Решена одномерная модель Изинга с неподвижными случайно распределенными не-

магнитными примесями и одномерная модель Изинга с подвижными немагнитными примеся-

ми. Для второй модели найдены корреляционные функции. Показано, что с помощью подбора 

параметров межатомного взаимодействия, систему с подвижными примесями, находящимися в 

термодинамическом равновесии, можно приблизить к системе с вмороженными примесями 

(псевдохаотическое приближение).  

Полученное точное решение для одномерной модели Изинга с разбавлением сравнивает-

ся с несколькими приближенными решениями. Для сравнения были рассмотрены следующие 

приближенные методы: метод среднего поля, метод усреднения по обменным полям как с уче-

том, так и без учета корреляций и псевдохаотическое приближение. Наиболее грубым, как и 

следовало ожидать, оказывается метод среднего поля. Решения, полученные по методу усред-
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нения по обменным полям, особенно с учетом корреляции, гораздо лучше согласуются с точ-

ным решением. Но наиболее близким к точному решению оказывается решение, полученное в 

псевдохаотическом приближении. Причем это приближение превосходит остальные приближе-

ния по точности во всем диапазоне концентраций магнитных атомов. 

3. В диссертационной работе развит следующий подход к анализу свойств разбавленных 

магнетиков с вмороженными немагнитными примесями. Вместо того чтобы с самого начала 

полагать, что примеси распределены в решетке случайно, рассматривается магнетик, в котором 

магнитные атомы и атомы примеси могут перемещаться и находятся в термодинамическом 

равновесии. Энергия такой системы определяется не только ориентацией магнитных моментов, 

но и расположением атомов примеси по узлам решетки. Иными словами, гамильтониан той или 

иной модели магнетика с подвижными примесями будет состоять из слагаемых, связанных с 

обменным взаимодействием магнитных атомов и слагаемых, связанных с межатомным взаимо-

действием в кристаллической решетке, причем равновесное распределение атомов примеси за-

висит от параметров, характеризующих эти взаимодействия. Тогда для каждого значения тем-

пературы, внешнего магнитного поля и концентрации (доли) магнитных атомов в системе мож-

но подобрать значения параметров межатомного взаимодействия с таким расчетом, чтобы рав-

новесное распределение атомов примеси было бы как можно ближе к случайному. 

В работе рассматривается следующая реализация этой схемы. Рассмотрена модель Изин-

га на решетке с координационным числом  , причем часть магнитных атомов замещена атома-

ми примеси, которые могут перемещаться по узлам решетки. Для этой модели исследованы фа-

зовые состояния, найдена зависимость намагниченность от концентрации магнитных атомов и 

предельные значения концентраций при которых исчезает спонтанная намагниченность. Для 

такой модели можно определить несколько типов корреляционных функций – характеризую-

щих взаимосвязь магнитных моментов и взаимосвязь расположения атомов примеси. В качест-

ве условия близости распределения атомов примеси по узлам решетки к случайному, использу-

ется равенство нулю корреляции в расположении атомов примеси для двух ближайших узлов, 

что и является основой псевдохаотического приближения. В этом приближении найдена намаг-

ниченность как функция температуры и концентрации магнитных атомов, температура Кюри и 

перколяционные пороги. 

5. Получено решение для модели Поттса на решетке Бете с подвижными немагнитными 

примесями. Использован метод псевдохаотического распределения примесей, основанный на 

обращении в ноль корреляции в расположении атомов примеси для ближайших узлов. Для 

псевдохаотического распределения примесей найдена температура фазового перехода, намаг-

ниченность и величина скачка спонтанной намагниченности при температуре фазового перехо-

да. Показано, что псевдохаотическое распределение примесей имеет ряд свойств, аналогичных 
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вмороженным примесям. Установлено, что при псевдохаотическом распределении примесей 

фазовый переход в модели Поттса на решетке Бете остается переходом первого рода, но вели-

чина скачка намагниченности уменьшается при увеличении концентрации немагнитных приме-

сей. Так же рассмотрена модель Поттса с немагнитным разбавлением и с произвольным числом 

состояний на решетке Бете во внешнем поле. С помощью метода псевдохаотического распреде-

ления примесей получена система уравнений для определения кривой фазовых переходов пер-

вого рода на плоскости «температура – внешнее поле». Найдена зависимость от концентрации 

магнитных атомов конечной точки линии фазовых переходов.  

6. Методом составления самосогласованных уравнений построен класс приближенных 

решений задачи Изинга, являющийся обобщением приближения Бете. Показано, что некоторые 

из приближений этого класса можно интерпретировать как точные решения для модели Изинга 

на рекурсивных решетках. Для этих рекурсивных решеток найдены точные значения порогов 

протекания по узлам и связям и показано, что для модели Изинга разбавленного магнетика ме-

тод приводит к точным значениям для этих порогов.  
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