ПЕРКОЛЯЦИОННЫЕ ПОРОГИ 
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В решеточных моделях статистической физики часто используется известное приближение Бете [1, 2, 4]. Это приближение можно интерпретировать как замену реальной кристаллической решетки так называемой решеткой Бете, являющейся внутренней частью дерева Кейли [1]. Несмотря на свою простоту, решетка Бете имеет, тем не менее, ряд свойств, аналогичных свойствам реальных решеток. Например, у решетки Бете есть определенное координационное число и ненулевой порог протекания [2]. Однако решетка Бете, в отличие от реальных кристаллических решеток, не содержит замкнутых путей и пороги протекания по узлам и связям для этой решетки одинаковы. В настоящей работе мы рассмотрим класс модельных решеток, частным и простейшим случаем которых является решетка Бете. Эти решетки построены так, что в них есть замкнутые пути и, как будет показано ниже, перколяционные пороги по узлам и связям различаются. Мы полагаем, что эти решетки по своим геометрическим свойствам больше похожи на реальные кристаллические решетки, чем решетка Бете.

Рассмотрим граф, который строится следующим образом: возьмем 
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 узлов и связей, образующих замкнутый 
 - угольник. От каждой вершины этого 
 – угольника достроим 
 таких же не пересекающихся между собой 
 – угольников. Повторяя это построение для каждой вершины новых  – угольников, получим рекуррентную решетку (рис. 1), являющуюся бесконечным кактусом [3].
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Рис. 1 Рекуррентная решетка с 
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Координационное число такой решетки 
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. Заметим, что обычную решетку Бете с координационным числом 
 можно интерпретировать как рекуррентную решетку, построенную аналогичным способом из «двухугольников» (димеров), т.е. 
 и .

На графах этого вида можно сформулировать задачу протекания. Предположим, что каждый узел решетки случайно и независимо от других узлов «вырезается» с вероятностью 
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 т.е. обрезаются все выходящие из этого узла связи, а с вероятностью 
 остается неизменным. Не вырезанные узлы решетки принадлежат различного размера кластерам. При малых значениях 
 каждый такой кластер содержит конечное число узлов, а если 
[image: image32.wmf]b


 достаточно велико, существует кластер, содержащий бесконечно много узлов. Минимальное значение 
, при котором существует бесконечный кластер, называется порогом протекания или перколяционным порогом по узлам 
. Если же с вероятностью 
 обрезается каждая отдельная связь, то минимальное значение 
, при котором существует бесконечный кластер, называется порогом протекания по связям .
Найдем пороги протекания по узлам и связям для рекуррентных решеток, построенных описанным выше способом. Рассмотрим вначале порог протекания по узлам для решетки, построенной из треугольников (
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). Пусть 
 - вероятность того, что ветвь кластера с не вырезанной начальной вершиной 
 конечна. Обозначая 
 и 
 две другие вершины треугольника, кроме 
, получим уравнение для 
 можно следующим простым рассуждением. Ветвь будет конечна в четырех взаимоисключающих случаях 1) узлы 
 и 
 вырезаны – вероятность этого 
; 2) узел 
 вырезан, узел 
 целый и все 
 ветвей, выходящих из 
 конечны - вероятность этого 
, 3) аналогично 2) с заменой 
 на 
, 4) не вырезаны оба узла 
 и 
, но все выходящие из них ветви конечны – вероятность этого 
. Складывая эти вероятности, получим уравнение для 
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У уравнения (1) при любом 

 есть решение тривиальное 
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. Обозначим правую часть (1) 
. Поскольку 
, у (1) есть нетривиальное решение в интервале 
 при условии 
. Следовательно, перколяционный порог 
 должен удовлетворять уравнению , т.е.
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Рассуждая аналогичным образом для протекания по связям, получим уравнение для 
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Применяя такой способ расчета для рекуррентных решеток с 
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, получим следующие уравнения для  и 
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А для 
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Описанный выше способ расчета можно обобщить на случай произвольного 
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Уравнения (2), (4) и (6) являются частными случаями (8) при 
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 соответственно, а уравнения (3), (5), (7) – частными случаями (9) при этих же значениях .
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