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Рекуррентные решетки и самосогласованные  
уравнения в модели Изинга 

В теоретических исследованиях критического поведения магнетиков часто используется 

модель Изинга – модель с максимально простым гамильтонианом, отражающим харак-

терные особенности систем с коллективным взаимодействием. Однако даже для про-

стых решеток модель Изинга не имеет точного решения, поэтому для исследования 

свойств этой модели прибегают к различным приближениям. Такие приближения могут 

отразить только отдельные особенности системы, остальными же приходится пренебре-

гать. При этом, как правило, не известно заранее, какие из характерных особенностей 

системы являются наиболее важными. Например, в реальных кристаллических решетках 

всегда существует минимальный замкнутый путь, содержащий определенное количест-

во атомов – свое для каждой решетки. Но в известных приближениях, таких, как метод 

среднего поля или приближение Бете, наличие такого минимального цикла не учитыва-

ется. В данной работе исследуется возможность построения приближения, в котором 

явно учитывается наличие таких циклов. Построен класс самосогласованных уравнений, 

которые могут служить для приближенного решения модели Изинга на различных кри-

сталлических решетках. Частным (и простейшим) примером уравнений этого класса яв-

ляется известное приближение Бете, в связи с чем наш класс самосогласованных урав-

нений можно рассматривать как обобщение приближения Бете. Как известно, прибли-

жение Бете можно интерпретировать как замену реальной кристаллической решетки 

так называемой решеткой Бете, являющейся внутренней частью дерева Кейли. Решения 

некоторых из предлагаемых нами самосогласованных уравнений могут быть интерпре-

тированы как точные решения задачи Изинга на особым образом построенных рекур-

сивных решетках, что и будет показано ниже. Эти рекурсивные решетки отличаются тем, 

что каждый узел в них входит в некоторое количество замкнутых циклов. С помощью 

наших самосогласованных уравнений мы рассчитали температуры Кюри для простых 

решеток. Оказалось, что учет замкнутых циклов приводит к более точным результатам. 

Ключевые слова и словосочетания: фазовые переходы, модель Изинга, рекурсивные 

решетки. 
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Recurrent lattices and self-consistent equations  
in the Ising model 

In theoretical studies of the critical behavior of magnets, the Ising model is often used – a 

model with the simplest Hamiltonian that reflects the characteristic features of systems with 

collective interaction. However, even for simple lattices, the Ising model does not have an ex-

act solution; therefore, to study the properties of this model, various approximations are 

used. Such approximations can only reflect certain features of the system, while the rest have 

to be neglected. In this case, as a rule, it is not known in advance which of the characteristic 

features of the system are the most important. For example, in real crystal lattices there al-

ways exists a minimal closed path that contains a certain number of atoms – its own for each 

lattice. But in known approximations, such as the mean field method or the Bethe approxi-

mation, the presence of such a minimum cycle is not taken into account. In this paper, we in-

vestigate the possibility of constructing an approximation that explicitly takes into account 

the presence of such cycles. We have constructed a class of self-consistent equations that can 

be used for the approximate solution of the Ising model on various crystal lattices. A particu-

lar (and simplest) example of equations of this class is the well-known Bethe approximation, 

and therefore our class of self-consistent equations can be viewed as a generalization of the 

Bethe approximation. As is well known, the Bethe approximation can be interpreted as a re-

placement of the real crystal lattice by the so-called Bethe lattice, which is the inner part of 

the Kaylee tree. Similarly, the solutions of some of the self-consistent equations we propose 

can be interpreted as exact solutions of the Ising problem on specially constructed recursive 

lattices, which will be shown below. These recursive lattices are distinguished by the fact that 

each node in them is included in a certain number of closed cycles. Using our self-consistent 

equations, we calculated Curie temperatures for simple lattices. It turned out that the inclu-

sion of closed cycles leads to more accurate results. 

Keywords: phase transitions, Ising model, recursive lattices. 

Как известно, в теории систем с коллективным взаимодействием часто ис-
пользуется приближение Бете [1]. Применительно к модели Изинга это прибли-
жение можно понимать и как самосогласованное приближение [2], и как точное 
решение задачи Изинга на рекурсивной решетке Бете (точнее, на ее внутренней 
части – дереве Кейли) [1]. В работе [9] рассмотрена модель Гейзенберга на ре-
курсивных решетках с мультиспиновым взаимодействием в сильном внешнем 
магнитном поле как приближение двумерной решетки кагоме, а также рекурсивная 
шестиугольная решетка как приближение треугольной решетки для твердого 3Не, а 
работе [10] изучены магнитные свойства антиферромагнитных моделей Поттса с 
двухчастичным и Изинга с трехчастичным взаимодействием на рекуррентных  
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решетках. В настоящей работе мы рассмотрим некоторый класс самосогласованных 
приближений к решению задачи Изинга на произвольной решетке, частным случа-
ем которого является приближение Бете. Оказывается, что некоторые из этих само-
согласованных приближений можно рассматривать как точные решения задачи 
Изинга на определенным образом построенных рекурсивных решетках. 

Рассмотрим граф, который строится следующим образом: возьмем N  узлов 
и связей, образующих замкнутый N -угольник. От каждой вершины этого  
N -угольника достроим L  таких же не пересекающихся между собой  
N -угольников. Повторяя это построение для каждой вершины новых  
N -угольников, получим рекуррентную решетку, являющуюся бесконечным 
кактусом [3]. Координационное число такой решетки 22 +L=q . Заметим, что 
обычную решетку Бете с координационным числом q  можно интерпретировать 
как рекуррентную решетку, построенную аналогичным способом из «двух-
угольников» (димеров), т.е. 2=N  и 1−q=L . Кроме того, этот граф переходит в 
решетку Бете с 22 +L=q  при ∞→N . 

Поместим в узлы этой решетки изинговские спины iσ  и будем полагать, что 
соседние спины взаимодействуют между собой с энергией 21σJσ− , а кроме того 

вся система находится во внешнем поле H ex . Найдем намагниченность – сред-
нее значение каждого такого спина. Это можно сделать следующим способом. 
Рассмотрим отдельный узел решетки, содержащий спин σ . Этот узел является 
общей вершиной 1+L  N -угольников, образующих 1+L  не пересекающихся 
ветвей с корневой точкой σ . Обозначив is  совокупность спинов (кроме σ ) i-й 
ветки, представим статистическую сумму системы в виде: 

∑ +σΩσΩ= σ
σ +

)1,()...,( 1,...1,1 1 L
h

ss sseZ ex

l
, (1) 

где kTH=h exex /  ( k  – постоянная Больцмана, T  – температура), ( )isσ,Ω  – мно-
житель, зависящий только от σ  и совокупности спинов is . Обозначим 

( ) ( )∑
s

sσ,Ω=σg . В силу симметрии эта величина одинакова для всех ветвей, то 

есть не зависит от i . Тогда статистическая сумма 

( ) ( ),ge++ge=Z +Lexh+Lexh 11 11 −−  

а средняя намагниченность спина σ  

( ) ( )
( ) ( ) exh+Lexh

exh+Lexh

+Lexh+Lexh

+Lexh+Lexh

ex+e

exe
=

ge++ge

ge+ge
=m −

−

−

− −
−
−−

1

1

11

11

1
11

11
, 

где ( ) ( )1/1 +gg=x − . Если обозначить x
+L

h=h ex ln
2

1
1 − , то выражение для намаг-

ниченности 1m  принимает вид: 

11 thh=m . (2) 
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Рассмотрим теперь один из N-угольников рекуррентной решетки. Каждая 
вершина этого N-угольника является корневой точкой L  непересекающихся вет-
вей, таких же как и рассмотренные выше. Пусть ijs  есть совокупность спинов, 

принадлежащих j-й ветви, отходящей от i-й вершины N-угольника. Статистиче-
скую сумму (1) можно представить как 

( ) ( ),σg
σh+σ

e=
s,

sσ,Ω
σh+σ

e=Z
iσ i

i
Liex+iiσK

ijiσ ji,
ij

iex+iiσK
∑ ∏∑∑∑ ∏∑∑ 11  (3) 

где kTJ=K / , сумма 1+ii σσ∑  есть сумма по i  от 1 до N  с циклическим услови-
ем 11 σ=σ +N . Выражение (3) можно привести к виду: 

∑ ∑ ∑σ+= σ++σσ iiiNL hNk
iexgZ

12

1

))1(( , (4) 

где x
L

h=h exN ln
2

− . Для вычисления этой статистической суммы рассмотрим 

трансфер-матрицу [1]: 















−−

−

NhKK

KNh+K

ee

ee=V ,  

тогда ( ) NNL
SpVx+g 2/11 . 

Обозначим 1λ  и 2λ  собственные числа трансфер-матрицы V  и запишем 
статсумму в виде:  

NN λ+λ=Z 21 , 

K
N

K
N

K e+hshe±chhe=λ
222

1,2
− . 

Среднее значение Nσ=m iN /∑  находится следующим образом: 

( )
( )

.
e+hshe

hshe

λ+λ

λλ
=

h

Z

N
=m

K
N

K

N
K

NN

NN

N
N 222

21

21

∂

ln∂1
−

−
  (5) 

Поскольку 1m  и Nm  являются одной и той же величиной – средним значе-
нием спина в узле решетки M , приравнивая правые части (2) и (5), получим 
уравнение относительно x :  

( )
( )

.
e+hshe

hshe

λ+λ

λλ
=thh

K
N

K

N
K

NN

NN

222
21

21
1 −

−
 (6) 

Решив это уравнение при заданных значениях K  и exh , найдем намагничен-
ность ( )exhK,M  по формуле (2) или (5). Легко показать, что при 0=hex  намагни-
ченность M  отлична от нуля только при cK>K , где cK  находится из уравне-
ния: 
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L

+L
=

y

y+

y+

y
N

N 1

1

1

1

1

−
−

, .thK=y c  (7) 

Рассмотрим теперь любую простую плоскую или пространственную кри-
сталлическую решетку с координационным числом q . Пусть N  – число узлов в 
минимальном замкнутом пути на этой решетке. Например, у квадратной решет-
ки 4=q , 4=N , и шестиугольной – 3=q , 6=N  и т.д. Как известно, у модели 
Изинга не существует аналитического решения на произвольной простой решет-
ке, за исключением решения Онзагера для квадратной решетке в отсутствии 
внешнего поля [1]. В качестве одного из возможных приближенных способов 
решения задачи Изинга на произвольной решетке можно предложить следую-
щую процедуру. Возьмем на решетке кластер, состоящий из одного атома. Его 
взаимодействие с внешним полем и обменное взаимодействие с соседними ато-
мами опишем с помощью «эффективного» поля 1h . Тогда средняя намагничен-
ность этого атома равна: 

( ) ( )111 hth=hM . (8) 

Будем полагать exh+qKµ=h1  где µ  – некоторый параметр, который можно 
интерпретировать как «эффективную намагниченность» соседнего атома. Если 
принять ( )11 hM=µ , то из (7) получим известное приближение среднего поля [1]. 

Рассмотрим теперь кластер из двух соседних атомов, находящихся в эффек-
тивном поле ( ) exh+Kµq=h 12 − . Средняя намагниченность атома кластера [4]: 

( ) ( )
( ) Ke+hch

hsh
=hM

2
2

2
22 2

2
− . (9) 

(Приняв ( )22 hM=µ , получим несколько улучшенный метод среднего поля.) 
Возьмем замкнутую цепочку из N  изинговских спинов Nσ…,σ,σ 21 , находя-

щихся в эффективном поле ( ) exN h+Kµq=h 2− . Статистическая сумма этой сис-
темы имеет следующий вид: 

{ } { }∑ ∑ = σ+σσσ += N
i iNii hKZ 1 1,(exp . (10) 

Эту статистическую сумму и среднюю намагниченность спина цепочки 
( )NN hM  можно вычислить тем же способом, что и (4): 

( ) ( )
( ) K

N
K

N
K

NN

NN

NN
e+hshe

hshe

λ+λ

λλ
=

h

Z

N
=hM

222
21

21

∂

ln∂1
−

−
. (11) 

(Для этого случая можно построить улучшенный метод среднего поля, при-
няв ( )NN hM=µ .) 

Оказывается, что к более точным результатам приводят не улучшения мето-
да среднего поля, описанные выше, а сопоставление кластеров разного размера 
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между собой, что можно понимать как вариант ренормгруппового преобразова-
ния фиксированного масштаба [5, 6].  

Сопоставляя друг с другом описанные выше кластеры, получим три варианта 
самосогласованных уравнений для определения параметра µ  и намагниченно-
сти M : 

( ) ( )2211 hM=hM=m , (12) 

( ) ( )NN hM=hM=m 11 , (13) 

( ) ( )NN hM=hM=m 22 . (14) 

Можно показать, что уравнения (12) не что иное, как известный метод Бете, 
являющийся точным решением для модели Изинга на дереве Кейли [7, 8]. 

Видно, что при четных значениях q  уравнение (6) совпадает с уравнением 

(13), в котором нужно положить ( )12 +L=q  и x
K

=µ ln
4

1−
. Иначе говоря, точно 

так же, как приближение Бете можно интерпретировать как замену кристалличе-
ской решетки деревом Кейли с тем же координационным числом, приближение, 
основанное на уравнении (13) для четных q , можно понимать как замену исход-
ной решетки на описанную выше рекуррентную решетку с соответствующим 
значением L . Для приближений (13) и (14) при нечетных значениях q  нам не 
удалось построить простой «геометрической интерпретации», однако мы пола-
гаем, что и эти приближения можно понимать как точные решения на некоторых 
рекуррентных решетках. 

Критическое значение параметра cK=K  находится из условия 0=hex  и  

00
∂

∂

∂

∂

=µ

j

=µ

i

µ

M
=

µ

M 






, 

что приводит для уравнения (13) к  

21

1

1

1

−−
−

q

q
=

y

y+

y+

y
N

N

, где cthK=y , (15) 

а для уравнения (14) к 

( )y
q

q
=

y+

y
N

N

−
−
−−

1
2

1

1

1
. (16) 

Значения cK  для простых решеток, найденные из уравнений (15) и (16), приве-
дены в табл. 1, где в качестве N  брался размер минимального простого цикла для 
соответствующей решетки. В этой же таблице приведены точные значения cK   
для этих решеток и ,Kc  найденные в приближении Бете. Для приближенных значе-
ний указано отклонение (в процентах) от соответствующего точного значения. 
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Таблица 1 

Значения cc kTJ=K /  ( cT  – температура Кюри) в различных приближениях  
для простых решеток 

Решетка (q,N) 
Точное  
значение 

Приближение 
Бете 

Формула (7) Формула (8) 

Квадратная (4, 4) 0,441 0,347 (-21%) 0,361 (-18%) 0,370 (-16%) 

Шестиугольная (3, 6) 0,658 0,549 (-16%) 0,568 (-14%) 0,575 (-13%) 

Треугольная (6, 3) 0,275 0,203 (-26%) 0,212 (-23%) 0,219 (-20%) 

Кубическая (6, 4) 0,214 0,203 (-5,1%) 0,204 (-4,7%) 0,206 (-3,7%) 

Тетраэдрическая (4, 6) 0,370 0,347 (-6,2%) 0,348 (-5,9%) 0,349 (-5,7%) 

 
Рассмотрим рекуррентную решетку, которая строится несколько иначе, чем 

описанные выше, а именно: возьмем шесть узлов, соединенные ребрами в замк-
нутый шестиугольник без диагоналей. К каждой второй стороне этого шести-
угольника присоединим еще L  «внешних» шестиугольников, к которым таким 
же образом присоединяются следующие шестиугольники и т.д. Построенная 
таким образом структура может служить приближением к плоской шестиуголь-
ной решетке при 1=L  или к объемной тетраэдрической при 2=L . На такой ре-
шетке, как и на любой другой рекуррентной решетке, можно точно решить зада-
чу Изинга. Действительно, рассмотрим два соседних узла решетки, образующих 
общую сторону 1+L  шестиугольников. Обозначив спины в этих узлах через 1σ  
и 2σ , запишем статистическую сумму в следующем виде: 

( ) ( ) ( )11,11,21,1 12112 −−− −− +LexhK+LK+Lexh+K ge+ge+ge=Z , (17) 

где ( )21 σ,σg  – сумма тех множителей статсуммы, которые зависят только от спи-
нов, лежащих на одной из 1+L  ветвей. Перепишем (17) (с точностью до посто-
янного множителя) в виде: 

22222 222 he+e+h+e=Z KKK −−
, 

где 
( )κ+L+K=K 12  и ( )χ+L+h=h ex 12  

( ) ( )
( )11,

1,111,
ln

4

1
2 −
−−

g

gg
=κ , 

( )
( )1,1

11,
ln

4

1

g

g
=χ

−−−
. 

Выражая с помощью (17) средние значение 
2

21
2

σ+σ
=m  и 212 σσ=s , полу-

чим: 

( )
( ) 22

2

2
2

2

2
Ke+hch

hsh
=m − , (18) 
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( )
( ) 22

2

22
2

2
2

2
K

K

e+hch

ehch
=s −

−−
.  (19) 

Рассмотрим теперь на данной решетке один из шестиугольников. Статисти-
ческую сумму (17) можно представить в другом виде, проводя суммирование по 
спинам в вершинах этого шестиугольника. Статсумма в этом случае имеет вид: 

( ) ( )
{ }
∑ ∑









iσ =i
iσh+σσ+σσ+σσK+σσ+σσ+σσK=Z

6

1
61654326543216exp . (20) 

Здесь 

Lκ+K=K6 , Lχ+h=h ex6 . 

С помощью (20) можно найти среднее значение спина в вершинах шести-
угольника 6m  и 6s  – среднее значение произведения спинов на сторонах, к ко-
торым присоединены внешние шестиугольники: 

6
6

∂

nl∂

6

1

h

Z
=m , 

6
6

∂

ln∂

6

1

K

Z
=s . 

Приравнивая теперь 2m  и 6m , а также 2s  и 6s , получим два уравнения от-
носительно неизвестных κ  и χ . Решение этой системы и дает, собственно, точ-
ное решение задачи Изинга на данной рекуррентной решетке. Легко показать, 
что при 0=hex  ненулевое решение для намагниченности 62 m=m=M  есть  
только при cK>K . Значение cK  зависит от L  и при 1=L  составляет 0,579,  
а при 2=L  – 0,349.  

Решение задачи Изинга на данной рекуррентной решетке само по себе инте-
ресное и подсказывает способ обобщения самосогласованных уравнений типа 
(12)–(14). Рассмотрим на произвольной решетке с координационным числом q  
кластер из двух соседних атомов, каждый из которых находится в поле 2h , а об-
менное взаимодействие между ними описывается параметром 2K . Тогда сред-
няя намагниченность 2m  и среднее значение произведения спинов 2s  вычисля-
ются по формулам (18) и (19) соответственно. Возьмем теперь замкнутую це-
почку из N  изинговских спинов и будем считать, что каждый из них находится 
в поле Nh , а обменное взаимодействие между спинами цепочки описывается 
параметром NK . Статистическая сумма для такой замкнутой цепочки дается 
выражением (ч), в котором нужно заменить K  на NK . Средняя намагничен-
ность Nm  определяется по формуле (10), а среднее значение произведения спи-
нов есть 

( ) ( )
( ) NK

N
K

NK
N

K

NN

NN

N
NK

NN

NN

N
N

e+hshe

ehshe

λ+λ

λλ
+hche

λ+λ

λ+λ
=

K

Z

N
=s

222

222

21

1
2

1
1

21

1
2

1
1

∂

ln∂1
−

−−−−− −−
. (21) 
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Приравнивая теперь 2m  и Nm , а также 2s  и Ns , получим два уравнения от-
носительно четырех неизвестных параметров: 2h , Nh , 2K  и NK . Если, как и в 
уравнениях (11)–(13), полагать ( )χq+h=h ex 12 −  и ( )χq+h=h exN 2− , где χ  – неко-
торый параметр, получим два уравнения с тремя неизвестными. Для того чтобы 
найти из этих уравнений намагниченность как функцию температурного пара-
метра K , необходимо предположить некоторую связь между K  и параметрами 

2K  и NK . Не зависимо от того, какой будет эта связь, можно найти предельные 
значения параметров cK2  и NcK  при 0=hex  и 0→χ . Эти предельные значения, 
как легко показать, находятся из уравнений: 

zq

q
=z

N

=i

i

−−
∑

−

1

2

0
, y=

z+

z+
z

N

N

1

1 2−

, (22) 

где NcthK=z , cthK=y 2 .  

Таблица 2 

Значения cK2  и NcK  для простых решеток 

Решетка (q,N) точное значение cK2  NcK  

Квадратная (4, 4) 0,441 0,458 (3,9%) 0,402 (-8,8%) 

Шестиугольная (3, 6) 0,658 0,633 (-3,7%) 0,592 (-10%) 

Треугольная (6, 3) 0,275 0,347 (26%) 0,275 (0%) 

Кубическая (6, 4) 0,214 0,221 (3,2%) 0,212 (-1,0%) 

Тетраэдрическая (4, 6) 0,370 0,355 (-4,0%) 0,351 (-5,2%) 

 
В таблице 2 указаны решения уравнений (22) при различных N  и q , соот-

ветствующих простым решеткам. Конечно, оценка температуры Кюри по этим 
значениям должна производиться с учетом той связи, которая будет определена 
для параметров K , 2K  и NK . Однако из табл. 2 видно, что значения cK2  и NcK  
достаточно близки между собой и каждое из них в отдельности может служить 
неплохой оценкой критического значения температурного параметра cK . От-

дельно следует отметить, что для треугольной решетки значение ln3
4

1
=KNc  сов-

падает с точным значением cK  для этой решетки [1].  
Таким образом, нами построено обобщение приближения Бете, которое в 

некоторых случаях может быть интерпретировано как точное решение для 
модели Изинга на рекурсивных решетках. Оказывается, что учет наличия 
замкнутых циклов действительно улучшает оценку температуры Кюри, осо-
бенно в том случае, когда учитывается «некактусная» геометрия реальных 
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решеток, то есть то обстоятельство, что каждая связь принадлежит более чем 
одному циклу. 
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