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Введение 
 

При математическом моделировании процессов необратимого дефор-

мирования материалов упругие свойства материала обычно не учитываются. 

Обратимые деформации считают малыми по сравнению с необратимыми и 

ими можно пренебречь. Для описания таких процессов служит модель жест-

ковязкопластического тела Шведова-Бингама. В этой модели считается, что 

вязкопластическое течение начинается при достижении напряженным со-

стоянием поверхности текучести. Материал разделяется на части, в которых 

он не деформируется, и области течения. Границы, разделяющие такие об-

ласти, заранее не известны. В прошлом столетии был разработан математи-

ческий аппарат для расчетов параметров вязкопластических течений. Можно 

отметить метод последовательных приближений, предложенный А.В. Резу-

новым и А.Д. Чернышовым [108], подход, основанный на вариационном ис-

числении, разработанный П.П. Мосоловым и В.П. Мясниковым [80, 81]. С 

помощью модели Шведова-Бингама получен ряд аналитических решений за-

дач, в том числе о прямолинейных течениях [23, 82, 116]. 

В современной технологической практике в расчетах режимов интен-

сивного формоизменения металлов при обработке их термомеханическим 

воздействием (прокатка, скоростная штамповка, волочение и др.) должны 

учитываться упругие свойства материалов. Так как  именно упругие свойства 

и связанные с ними обратимые деформации могут вызывать заметные гео-

метрические изменения в форме и объеме продеформированных сред в про-

цессах разгрузки. Также по упругим деформациям производится расчет оста-

точных напряжений, которые оказывают существенное влияние на характе-

ристики готовых изделий в процессе эксплуатации и для их снятия требуют-

ся специальные технологические приемы: отпуск, отжиг и др.  

Используемые технологические приемы обработки материалов термо-

механическим воздействием могут осуществляться в условиях пристеночно-
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го скольжения. При достаточно больших скоростях скольжения невозможно 

пренебречь разогревом поверхности за счет трения, более того, в  пристеноч-

ных областях развивающееся вязкопластическое течение также не является 

изотермическим. Следовательно, приходим к необходимости использования 

для моделирования подобных технологий связанной математической модели  

термоупругопластических деформаций. При этом в таких пристеночных об-

ластях течения хотя бы необратимые деформации считать малыми нельзя. 

Следовательно, адекватной моделью для подобных технологических процес-

сов становится математическая модель больших деформаций. Развитие фун-

даментальной механики деформирования привело к возможности постановок 

задач данного класса. В настоящей работе изучаются особенности постано-

вок некоторых таких модельных задач и приводятся их решения. Таким обра-

зом, актуальность в рассмотрении таких задач диктуется не только нуждами 

в развитии фундаментальной теории больших деформаций материалов, но и 

ответом на вызов технологической практики, связанный с потребностью в 

моделировании соответствующих технологий.   

Учет упругих, реологических и теплофизических свойств приводит к 

существенно нелинейной задаче математической физики с неизвестными 

движущимися упругопластическими границами, отделяющими области уп-

ругого деформирования от областей вязкопластического течения. Решение 

такой задачи связано с некоторыми проблемами. Первая проблема связана с 

тем, что область деформирования разделяется на подобласти, в которых ре-

шение краевых задач строится разными способами. В области пластического 

течения задача решается в скоростях, в то время как в области обратимого 

деформирования – в перемещениях. При этом на упругопластической грани-

це напряжения, скорости и перемещения должны быть непрерывны. Но най-

ти перемещения в области вязкопластического течения по скоростям не все-

гда возможно [30–32]. Вторая проблема – выбор математической модели 

больших упругопластических деформаций. До настоящего времени, несмот-
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ря на то, что предложено достаточное количество моделей [159, 160],  обще-

признанной математической модели больших упругопластических деформа-

ций фундаментальная механика не имеет по двум причинам. Первая – опре-

деление обратимых и необратимых деформаций. Полные деформации мате-

риала можно измерить экспериментально. Но вот их составляющие – упру-

гую и пластическую  по отдельности измерить нельзя. Поэтому исследова-

тель сам решает, каким образом  он разделит полные деформации на обрати-

мую и необратимую составляющие. При обобщении теории пластического 

течения [33, 34, 40, 41, 118, 121, 122, 124] на случай учета конечных упруго-

пластических деформаций возникает вторая проблема – определение тензора 

скоростей пластических деформаций, без которого нельзя записать ассоции-

рованный закон пластического течения. Тензор скоростей необратимых де-

формаций обычно определяют с помощью какой-либо объективной произ-

водной по времени от тензора пластических деформаций (Яумана, Олдройда, 

Трусдела и др. [4]). В [4, 140, 150, 151] этот вопрос решается путем проведе-

ния экспериментов. Однако такой подход не может быть обобщен на другие 

виды деформирования, и нет гарантии, что наиболее подходящая в данном 

случае производная была выбрана. В связи с этим существует много моделей 

больших упругопластических деформаций. 

Первой работой, в которой изучалась кинематика конечных упругопла-

стических деформаций, является монография Л.И. Седова [117]. В ней пред-

ложено представлять тензор полных деформаций как сумму тензоров упру-

гих и пластических деформаций, а вектор перемещений – в виде суммы уп-

ругой и пластической частей. Но такой подход не является математически 

корректным. 

Сильное влияние на развитие теории больших упругопластических де-

формаций оказало предложение Е. Ли [168] представить градиент полной 

деформации в следующем виде  
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где 0r  и r  – радиус-векторы начального и текущего положений точки дефор-

мируемой среды, p  – радиус-вектор этой же точки в состоянии разгрузки, eF  

и 
pF  – градиенты упругой и пластической деформации. Однако при разложе-

нии F , принятом в [168] принципы материальной индифферентности и тер-

модинамической допустимости выполняются только для изотропных мате-

риалов, а для анизотропных не имеют места. Несмотря на недостатки в под-

ходе Е. Ли, его идеи получили свое развитие [28, 55, 65, 66, 91, 127, 142, 149, 

153, 155, 156, 165, 168, 189].  

А. Грин и Р. Нахди  в своих работах [155, 156] пытались исправить не-

достатки кинематики Е. Ли, а также обобщить модель на анизотропный слу-

чай. В этих работах предлагается разделение полных деформаций E  на обра-

тимую eE  и необратимую 
pE  составляющие как 

pe EEE  . Из-за такого 

представления закон упругости становится сильно зависимым от необрати-

мых деформаций, а такую теорию практически не возможно конкретизиро-

вать.  

В работах [126, 173] получены обобщения кинематики Ли на термоуп-

ругопластические среды. В работе [173] в изотропном случае градиент тер-

моупругой деформации eF  раскладывается на произведения градиентов уп-

ругой eeF  и температурной деформации F  (аналогично разложению 

Ли[168]): FFF eee  , причем ввиду изотропии F  – шаровой тензор. При 

принятии такого соотношения возникают проблемы, связанные с инвариант-

ностью относительно вращения в промежуточной конфигурации. В работе 

[126] аналогичное разложение приведено для изотропного терможесткопла-

стического материала pp FFF   . В работе [187] для термоупругопластиче-

ского материала, по аналогии с работами Грина и Нахди [155, 156], принято 

аддитивное разложение EEEE pe  , где E  – мера температурной де-
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формации. Однако имеющиеся в таких подходах недостатки не устранились 

добавлением температурных градиентов деформаций [126, 173] и темпера-

турных деформаций [187]. 

Кондауров В.И. и Кукуджанов В.Н. в статьях [55, 62] строят модель 

конечных упругопластических деформаций, учитывающей вязкие свойства 

материалов на стадии пластического течения. В рамках построенной модели 

рассматривались закономерности распространения волн напряжений [57, 61] 

и предлагались методы расчетов нестационарных задач упругопластического 

деформирования твердых тел [56, 62]. Авторы данных работ исправили не-

точности в подходе Ли, а также конкретизировали модельные зависимости 

для решения конкретных краевых задач. 

Р. Клифтон в своей работе [149] использует следующее разложение 

.epFFF   

Это разложение отличается от разложения Е. Ли порядком следования со-

множителей.  

С. Немат-Нассер [183] в качестве исходного принимает разложение 

вектора перемещений u  в виде суммы обратимой eu  и пластической 
pu  со-

ставляющих.  

Исследования Киевской школы механиков [66–69, 84] обобщены в мо-

нографии В.И. Левитаса [65]. Построенная В.И. Левитасом кинематика ко-

нечных упругопластических деформаций не содержит большинство недос-

татков предшественников. Однако свою теорию В.И. Левитас строит на  по-

ложении Е. Ли о существовании разгрузочного состояния. Поэтому оказалось 

нужным ввести  дополнительные ограничения, которые освободили теорию 

от зависимости упругих деформаций от пластических в процессах разгрузки. 

В своей монографии [65] В.И. Левитас значительное внимание уделяет про-

блеме выбора объективной производной для связи скоростей пластических 

деформаций с тензором необратимых деформаций. Чтобы избавиться от не-
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однозначности в выборе объективной производной В.И. Левитас ввел новую 

объективную производную, названную R – производной. С ее помощью ста-

ло возможным обобщить определяющие зависимости в случае деформирова-

ния без конечных поворотов на общий случай. Таким образом, проблема не-

однозначного выбора  из общетеоретической проблемы переходит в задачу 

конкретизации модели на уровне простых нагружений. С помощью данной 

теории получен ряд численных решений краевых задач [72, 73, 86–89].  

А.Д. Чернышов в своей работе [127] предложил использовать законы 

термодинамики в построении модели конечных упругопластических дефор-

маций. Модельные соотношения основаны на  идее Е. Ли об  алгебраическом 

разделении деформаций на упругую и пластическую составляющие с исполь-

зованием гипотезы существования единственного разгрузочного состояния. 

В качестве разгрузочного состояния автор предлагает для каждой частицы 

среды считать предельным состоянием ее состояние при неограниченном из-

мельчении разгруженного тела. Возникает вопрос, как такое состояние рас-

считать? Здесь опять же остается проблема выбора объективной производ-

ной. 

А.А. Роговой с учениками в своих работах [60, 88, 109] принимают за 

разгрузочное состояние то же, что и в [127]. Отмечается, что так же как и в 

разложении Е. Ли [168] и его последователей [55, 65, 183] данное состояние 

не является единственно возможным и подчеркивается, что необоснованно 

принимать условие зануления неупругих конечных поворотов. С целью 

уточнения кинематики больших упругопластических деформаций предлага-

ется рассматривать процесс накопления деформаций как последовательное 

наложение малых упругих и пластических деформаций на конечные. Таким 

образом, все проблемы, связанные с разделением деформаций на упругие и 

пластические переходят на уровень приращения деформаций, где необрати-

мыми принимаются деформации до некоторой промежуточной конфигура-

ции, полученной при неизменяющихся напряжениях, а обратимыми – от 
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промежуточной до текущей конфигурации. Так как упругие и пластические 

деформации можно считать малыми, то при наложении считается, что упру-

гие и пластические деформации в сумме дают полные. Вводом промежуточ-

ной конфигурации принимается гипотеза о том, что обратимые деформации 

не влияют в малом на процесс приобретения необратимых. В работах [110–

112] такая модель была обобщена на случай учета температурных эффектов. 

Теория, изначальные предположения которой отличаются от модели Е. 

Ли, были разработана на Дальнем Востоке А.А. Бурениным, Г.И. Быковце-

вым, Л.В. Ковтанюк, В.П. Мясниковым и А.И. Шитиковым [5, 24, 54, 83]. В 

работе В.П. Мясникова [83] на основе законов неравновесной термодинами-

ки предложены определяющие соотношения для необратимо деформируе-

мых материалов. Предлагается упругие и пластические деформации считать 

параметрами состояния. Для таких параметров состояния выписываются 

дифференциальные уравнения их изменения (переноса). В этом случае не 

возникает проблемы выбора объективной производной, так как дифференци-

альные уравнения переноса соответствующих тензоров деформаций содер-

жат тензоры скоростей их изменения, входящих в уравнения в качестве ис-

точников. С использованием такого подхода способ разделения полных де-

формаций на упругую и пластическую составляющие оказывается непринци-

пиальным. В работе Г.И. Быковцева и А.В. Шитикова [24] определение обра-

тимых и необратимых деформаций основано на постулировании для них 

дифференциальных уравнений их изменения. Здесь отсутствует понятие 

промежуточной (разгрузочной) конфигурации, любое состояние разгрузки 

определяется только его начальными параметрами и не зависит от характера 

деформирования. В работе [5] представлена математическая модель больших 

упругопластических деформаций. В этой модели обратимые и необратимые 

деформации определяются через уравнения переноса. Делается предположе-

ние, что тензор необратимых деформаций в процессах разгрузки не изменя-

ется, в то время как его компоненты меняются так же, как и при жестком 
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вращении тела. Теория значительно упрощается при использовании предпо-

ложения, что термодинамические потенциалы (внутренняя энергия, свобод-

ная энергия) не зависят от пластических деформаций. Поэтому напряжения в 

среде определяются только упругими деформациями. Необратимые же де-

формации определяют только диссипативный механизм деформирования.  

Описанный выше подход в дальнейшем получил свое развитие. Так 

было сделано обобщение математической модели больших упругопластиче-

ских деформаций на случай учета теплофизических и реологических эффек-

тов [45, 54]. В рамках данной модели решены разные краевые задачи. В [6, 7, 

13, 15, 16, 48] получен ряд решений задач о пластическом течении и форми-

ровании полей остаточных напряжений в окрестностях микронеоднородно-

стей упругопластического материала. В работах [7, 8, 11, 12, 46, 47, 92] полу-

чены решения задач о прямолинейных вязкопластических течениях. Прямо-

линейные вязкопластические течения с учетом теплофизических эффектов 

изучались в [14, 51, 53]. Вискозиметрические течения упруговязкопластиче-

ских материалов рассматривались в работах [17–19, 53]. Динамические зада-

чи рассматриваемой теории в одномерном случае изучались в [10].  

Выше рассматривались модели больших упругопластических дефор-

маций, основой которых является теории пластического течения. Также де-

лались попытки обобщить деформационную теорию пластичности (теория 

упругопластических процессов А.А. Ильюшина) [35–38], чтобы она могла 

учитывать конечные деформации [25, 77–79, 97, 98, 106, 120, 143, 144, 198, 

199]. Интересна монография А.А. Поздеева, П.В. Трусова и Ю.И. Няшина 

[99], Они провели большое количество исследований по теории больших не-

обратимых деформаций, когда обратимые считаются малыми. С помощью 

такой модели были поставлены краевые задачи термоупругопластичности, а 

также рассмотрены методы их решения, в основу которых положен метод 

Галеркина и конечноэлементные соотношения. 

Учет теплофизических свойств материала при построении моделей уп-
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ругопластических деформаций вызывает значительные трудности, связанные 

с тем, что приходится решать систему нелинейных дифференциальных урав-

нений в частных производных. В общем случае такие системы не разреши-

мы. Поэтому очень важными становятся решения конкретных краевых задач. 

В большинстве случаев неизотермические связанные задачи решаются с ис-

пользованием приближенных или численных методов. Одним из популярных 

методов для решения неизотермических связанных задач является метод ко-

нечных элементов.  

Значительное внимание проблемам термопластичности и термоупруго-

пластичности в своих работах [128–135, 154, 180, 188–192] посвящают Ю.Н. 

Шевченко и его ученики.  В этих работах исследуется теория термовязкопла-

стичности, которая описывает неизотермические процессы нагружения с 

учетом геометрии и траектории деформирования элемента тела, разрабаты-

ваются экспериментальные методы исследования свойств материалов, вы-

званные высокой температурой. В своей монографии [129] Ю.Н. Шевченко 

обобщает теории пластичности при неизотермических нагружениях. В ис-

следованиях [130, 132, 133] на основе теории малых упругопластических де-

формаций рассматривается напряженно-деформированное состояние сплош-

ного диска постоянной толщины, коротких сплошных и полых цилиндров и 

толстой конической оболочки под неравномерным нагревом и другие задачи. 

В качестве физических уравнений были выбраны уравнения теории простых 

процессов нагружения, учитывающих историю нагружения. Во всех задачах 

нелинейные уравнения линеаризуются с использованием метода переменных 

параметров упругости. В работе [135] уделено внимание осесимметричному 

упругопластическому напряженному состоянию вращающегося ротора, на-

ходящегося в процессе конвективного теплообмена с окружающей средой. В 

процессе его нагрева возникают области пластического течения, переходя-

щие в области разгрузки. В работе [188] предложены методы исследования 

трехмерного вязкопластического напряженно-деформированного состояния 
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инженерных сооружений под термомеханической нагрузкой. Рассматрива-

ются осесимметричные и неосесимметричные задачи для тел вращения, тел 

произвольных форм и анизотропных тел вращения в трехмерном случае. В 

исследовании [189] предлагается модель, описывающая неизотермические 

процессы деформирования ортотропных тел с учетом деформаций ползуче-

сти, истории нагружения и разогрева тела. Основные уравнения записывают-

ся в линейной тензорной форме. Также в этой работе описаны эксперименты 

по определению точных значений скалярных функций, входящих в опреде-

ляющие уравнения теории. Работа [154] посвящена методу вычисления тер-

моупругопластического состояния слоистых оболочек, основанному на сдви-

говой кинематической модели. Линеаризация нелинейных уравнений реали-

зована посредством метода Ньютона. 

Целью настоящей работы является постановка и решение краевых за-

дач теории больших упругопластических деформаций о прямолинейных те-

чениях материалов с учетом теплофизических и реологических эффектов.  

Диссертация включает введение, четыре главы, заключение и список 

литературы. 

Во введении дано обоснование актуальности темы диссертационной 

работы, приводится литературный обзор работ, посвященных моделирова-

нию больших упругопластических деформаций. 

В первой главе диссертации приводятся основные соотношения ис-

пользуемой в дальнейшем при решении задач теории больших упругопла-

стических деформаций. В качестве такой теории выбрана модель, предло-

женная А.А. Бурениным, Г.И. Быковцевым и Л.В. Ковтанюк [5], и обобщен-

ная на случай учета вязких и теплофизических свойств материала [14, 45, 54].  

Во второй главе поставлены и решены краевые задачи теории больших 

упруговязкопластических деформаций о прямолинейных течениях материала 

в зазоре между двумя жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхно-

стями в случаях, когда одна из поверхностей (внутренняя или внешняя) дви-
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жется, причем на одной из поверхностей выполняется условие проскальзы-

вания материала, а на другой – условие жесткой спайки, а также, когда на 

обеих поверхностях возможно проскальзывание материала. Первоначально 

решается упругая задача, определяются необходимые условия и место заро-

ждения вязкопластического течения с последующей разгрузкой.  

В третьей главе рассматривается краевая задача термоупругопластич-

ности о сползании тяжелого слоя с наклонной плоскости при его нагреве за 

счет вязкопластического течения, обусловленного зависимостью предела те-

кучести материала слоя от температуры.  

В четвертой главе решается последовательность связанных задач тер-

моупруговязкопластичности о развитии течения в слое материала, находяще-

гося в условиях нарастающего чистого сдвига, когда неоднородность напря-

женного состояния слоя вызывается тепловыделением за счет трения о его 

граничную поверхность; о течении материала слоя при постоянной нагрузке, 

о торможении течения и его остановке при уменьшающейся нагрузке вплоть 

до полной разгрузки и охлаждении материала слоя до комнатной температу-

ры. Разработаны конечно-разностные схемы для неизотермических задач с 

неизвестными движущимися упругопластическими границами. 

В заключении приводятся основные результаты и выводы работы. 

Увеличение температуры и скорости протекания технологических 

приемов формования профилей приводит к заметному повышению поверх-

ностной температуры металла, вплоть до оплавления. Предварительный на-

тяг оснастки может вызвать неконтролируемый процесс приповерхностного 

течения формуемого материала, выводящий технологию на недопустимые 

режимы. Подобные технологические приемы для своего модельного описа-

ния с необходимостью требуют учета в математических моделях связанности 

процессов деформирования и тепловыделения. При этом часто отсутствует 

возможность положить деформации малыми.  

Известно [115], что штампуемый материал выплавляемой модели, ос-



 15 

новное содержание которого составляет парафино-стеариновая смесь, пла-

стически деформируется в пристеночных областях пресс-формы, нагревается 

до оплавления, заполняя ее конструктивные вогнутости, а после этого засты-

вает, формируя упрочненный приповерхностный слой. Подобные эффекты 

присущи штамповке в порошковой металлургии. В таких процессах дефор-

мации, приобретаемые материалами, большие, наряду с упругими свойства-

ми материалов необходимо учитывать пластические, а в областях течения и 

вязкие. При этом деформирование и трение о жесткие стенки вызывает за-

метный разогрев материала. Таким образом, соответствующая задача мате-

матического моделирования оказывается задачей теории больших деформа-

ций сред с упругими, пластическими и вязкими свойствами, в которой предел 

текучести зависит от температуры, а деформирование, тепловыделение и те-

плопередача не разделяются. Постановок и решений задач, включающих в 

себя все отмеченные деформационные и теплофизические особенности, тео-

рия больших деформаций до настоящего времени не содержит. В диссерта-

ции предпринята попытка поставить и решить ряд модельных задач для дан-

ных целей. 

Полученные решения также могут оказаться полезными для тестирова-

ния алгоритмов и программ численных расчетов. Расчетная сложность ин-

тенсивного формоизменения с учетом вязкопластических течений в неизо-

термических условиях продиктована не только существенной нелинейностью 

математической модели процесса, но и, главное, присутствием движущихся 

границ, которые разделяют область деформирования на части. В этих облас-

тях деформирование и течение подчинено разным системам дифференциаль-

ных уравнений в частных производных. В таких случаях требуются специ-

альные алгоритмические приемы. Полученные численно-аналитические ре-

шения с успехом могут послужить такой цели.  

По теме диссертации опубликовано 11 работ, четыре из них в журналах 

из перечня ВАК [14, 51, 53, 92]. 
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Глава 1. Основные соотношения математической  

модели больших упругопластических деформаций 

 

Математические модели больших деформаций, разделяющихся на об-

ратимые и необратимые, предлагались неоднократно [24, 55, 65, 83, 109, 127, 

149, 168, 185]. Предложение об использовании уравнений переноса для опре-

деления экспериментально не измеримых обратимой (упругой) и необрати-

мой (пластической) составляющих полных деформаций высказывалось ранее 

в [5, 54, 83]. Основной гипотезой для разделения тензора полных деформа-

ций на составляющие в [5] является неизменность необратимых деформаций 

в процессах разгрузки. Данного предположения оказалось достаточно для то-

го, чтобы разгрузочное состояние материала полностью определялось его со-

стоянием в момент начала процесса разгрузки, то есть не зависело от харак-

тера самого процесса разгрузки. При этом если считать термодинамический 

потенциал не зависящим от необратимых деформаций, напряжения в дефор-

мируемой среде определяются только уровнем и распределением обратимых 

деформаций.  

Математическая модель усложняется при отказе от условий изотер-

мичности процесса деформирования. В этом случае деформирование являет-

ся источником тепловыделения и инициирует процесс теплопроводности в 

материале, а постоянные материала (предел текучести, вязкость пластическо-

го течения) становятся зависящими от температуры. В этой главе мы запи-

шем замкнутую связанную систему уравнений, описывающую взаимовлия-

ние процессов деформирования и теплопередачи. 
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1.1. Кинематика больших упругопластических  

деформаций 

 

Движение точек деформируемой среды будем рассматривать в про-

странственных координатах Эйлера. С целью упрощения последующих зави-

симостей будем использовать прямоугольную декартову систему координат 

321 ,, xxx . Тогда 

   ,,,,,,, 321321 txxxaxtxxxu iii   

где ia  – начальные (материальные) координаты точки движущейся среды 

(координаты Лагранжа); iu  – компоненты вектора перемещений. Гипотеза 

сплошности позволяет записать следующие соотношения 
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Последние зависимости в (1.1) называют уравнениями изменения (пе-

реноса) тензоров дисторсии 
jia ,
 и градиента перемещений 

jiu ,
.  

В качестве тензора деформаций выберем тензор деформаций Альманси 

   jkikijjiijijij uuuugd ,,,,
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1
  , 

jkikij aag ,, , 

где ij  – компоненты единичного тензора (составленного из символов Кро-

некера), ijg  – компоненты метрического тензора. 

Используя соотношения (1.1), можно получить уравнения изменения 

метрического тензора 
ijg  и тензора деформаций Альманси 

ijd  
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Здесь 
Dt

D
 – оператор конвективной производной Коттера-Ривлина. 

Из (1.1) и (1.2) замечаем, что тензор дисторсии и метрический тензор 

сохраняются вдоль траектории частицы, так как уравнения их изменения не 

содержат слагаемых типа источника. Уравнения изменения тензора градиен-

та перемещений и тензора деформаций Альманси включают в себя такие сла-

гаемые (
jiv ,
 и 

ij  соответственно), поэтому могут изменяться при движении 

материальной точки. Тело движется без деформаций, как жесткое целое, при 

0ij . Из (1.2) в таком случае следует 

                    
  .

2

1

,,

,, jijsissisiis

jmimmjim

ij

jmimmjim

ij

wvvww

wddw
dt

dd
wggw

dt

dg





               (1.3) 

Здесь 
ijs – кососимметричный тензор, составленный из символов Леви-

Чивита, 
jw  – компоненты угловой скорости жесткого вращения среды. Та-

ким образом, если для некоторого тензора 
ijs  в течение какого-то промежут-

ка времени справедлива зависимость 

                                     
siisjmimmjim

ij
nnnssn

dt

ds
 , ,                     (1.4)  

то изменение компонент тензора 
ijs  связано только с жестким перемещением 

и поворотом системы координат с угловой скоростью kn , определяемой тен-

зором 
ijn   ijkijk nn 2/1 . Это означает, что tjktkiij zszs 0 , где 0

kts  – значения 

компонент тензора в момент начала вращения системы координат, kiz  – ком-
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поненты ортогонального тензора. При жестком вращении тела (или системы 

координат) 
kjn  не зависят от 

jx . Если такая зависимость присутствует, то 

вращение системы координат для разных точек тела происходит по-разному. 

Уравнения (1.3) показывают, как изменяются компоненты тензоров в случае 

неизменности самих тензоров (деформации при жестком вращении не изме-

няются). Аналогично, будем говорить, что тензор 
ijs  не меняется в данной 

точке в течение времени, пока выполнено (1.4). 

Представим метрический тензор 
ijg  в виде произведения 

                                 
   sjsjksksikikij mpmg   2 ,                     (1.5) 

а для тензора дисторсии 
jia ,
 примем представление 

 ., kjkjikji mYa    

Согласно (1.1) можно получить уравнения изменения тензоров 
ijm  и 

ijp  

                      
  .,

2

1

,

1

,,

dt

dY
Ybbppbbb

dt

dp

mbvmbv
dt

dm

kj

ikijkjikkjkijiij

ij

kjikjkikijji

ij





          (1.6) 

Потребуем, чтобы тензоры 
ijm  и 

ijp  были симметричными. Это воз-

можно только при условии, следующем из зависимостей (1.6) 

             
).()()()( ,, tjtjktjtktktjtktkttjtjkt mvvmbmmb        (1.7) 

Согласно (1.7) тензор ktb
 
не может быть произвольным. Данное равен-

ство можно рассматривать в качестве уравнения для определения компонент 

тензора ktb , при которых тензоры 
ijm  и 

ijp  становятся симметричными. Ре-

шение такого уравнения имеет вид [75] 

                                          
  .kjikikijij tmrb                                       (1.8) 

В (1.8) 
kjt  – компоненты произвольного симметричного тензора. Тензор 

ijr
 
является кососимметричным с компонентами 
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   


.,,

,2,
3

1

3

1
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3
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2
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21
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tjstksiktjstksik

sjksiksjksikkjikkjikijij

mmmLmmLmL

LBLLLLLA

mmmmmm

mmmmBmmBAwr







 





       

При выполнении условия (1.5) компоненты тензора 
ijp
 
определены со-

отношением 

 ,
2

1
kjkiijij YYp  

 

а компоненты тензора полных деформаций Альманси вычисляются через 
ijm  

и 
ijp  зависимостью 

               
.

2

1
sjksikkjikkjikkjikijijij mpmmppmmmpmd                 (1.9) 

Уравнения изменения тензоров 
ijm  и 

ijp  при этом имеют вид 

        

   

     

.

2

1

,,

kjmkimmjkmik

kjkjikkjikikkjikkjikij

ij

kjtkitkjikikkjjkikijijijij

ij

pmttmp

trpptrmttmt
dt

dp

mtmmtrtvmwrt
dt

dm





 

     (1.10) 

В силу произвольности тензора 
ijt  положим первоначально, что 0ijt . 

Тогда уравнение изменения тензора 
ijp  принимает форму 

                                           
.jkikkjik

ij
rppr

dt

dp
                                      (1.11) 

Сравнение (1.11) с (1.4) позволяет сделать вывод о неизменности тен-

зора 
ijp  в данном случае. Будем считать, что в это время происходит разгруз-

ка среды, и тензор 
ijp  назовем тензором необратимых (пластических) дефор-

маций. Тензор 
ijm  в (1.9) целесообразно назвать тензором обратимых дефор-
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маций. При этом, учитывая симметрию 
ijm , первое соотношение (1.6) можно 

переписать в виде 

                       .
2

1
,, jkikkjikkjikkjikij

ij
vmmvrmmr

dt

dm
                (1.12) 

Если считать тепловое расширение обратимым, то  

                                                    .0 ijijij TTem                                                

Здесь 
ije  – тензор упругих деформаций,   – коэффициент линейного расши-

рения, T  – текущая температура, 0T  – температура тела в свободном состоя-

нии. Заметим, что процесс разгрузки полностью кинематически определен, 

так как условием разгрузки  0ijt  исключается из рассмотрения неизвест-

ный до настоящего времени тензор 
ijt . Определение данного тензора выходит 

за рамки кинематики. 

Следуя (1.9) обратимыми деформациями следовало бы назвать компо-

ненты тензора kjikij mmm
2

1
 , так как именно им оказываются равными ком-

поненты полных деформаций при отсутствии пластических ( 0ijp ). Однако, 

это только усложняет запись не только уравнения переноса для обратимых 

деформаций, но и запись формулы Мурнагана при наличии необратимых де-

формаций 0ijp  и, следовательно, всех последующих соотношений. 

 

1.2. Определяющие законы 

 

С целью получения зависимостей напряжений от кинематических па-

раметров воспользуемся законами термодинамики. В качестве термодинами-

ческого потенциала будем использовать свободную энергию, для плотности 

распределения которой, имеем: Tse  , где se,  – массовые плотности 

распределения внутренней энергии и энтропии. Параметрами состояния в 
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этом случае следует считать абсолютную температуру T , компоненты обра-

тимых 
ijm  и необратимых 

ijp  деформаций. Следствием закона сохранения 

энергии является соотношение 

     

.0, 




























jjjiij

ij

ij

ij

ij

q
dt

dT
s

dt

ds
T

dt

dT

Tdt

dp

pdt

dm

m



    (1.13) 

В (1.13) 
ij  – компоненты тензора напряжений Эйлера – Коши, 

jq  – 

компоненты вектора теплового потока,   – плотность среды. В случае 0ijt  

из (1.13) следуют зависимости 

       

 

,

21











































































 

njtnst

ks

ik

njtn

st

ksiktjstks

ik

sj

ts

ktik

sjks

ik

sj

ks

ikkjkj

ik

ij

mmm
m

m

mm
m

mmmmm
m

m
m

mmB

mm
m

m
m

mBAm
m











     (1.14) 
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При 0ijt  получим 
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(1.15) 

Отметим, что правая часть первой формулы (1.14) содержит возможно 

несимметричные слагаемые kj

ik

m
m


, sjks

ik

mm
m


, tj

st

ksik m
m

mm



, 

tjstks

ik

mmm
m


, njtnst

ks

ik mmm
m

m



. Однако, для того чтобы тензор напряжений 
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ij  был симметричным, необходимо полагать 

         

.0

1

1

21






































































































njtnst

ks

ik

nj

tn

stksik

tj

stksiktjstks

ik

tj

stksiktjst

ks

iktj

st

ksik

sjks

iksj

ksikkj

ikkj

ik

mmm
m

m

m
m

mmmA
m

mmmmmm
m

m
mmmmm

m
mm

m
mmBA

mm
mm

mmBAm
mm

m









     (1.16) 

Равенство (1.16) возможно только в случае симметрии тензора 

kj

ik
m

m



. Из второго уравнения (1.14) в таком случае следует и симметрия 

тензора 
kj

ik
p

p



. Тогда первое соотношение (1.14) переписывается в форме, 

аналогичной формуле Мурнагана, известной в нелинейной теории упругости 

                                       

 .kjkj

ik

ij m
m





 


                                      (1.17) 

Третье соотношение (1.14) является уравнением баланса энтропии. В 

силу необратимости процесса пластического течения в правой части этого 

уравнения, записанного для процессов необратимого деформирования (пер-

вая формула (1.15)), стоит источник энтропии D . В теории идеальной пла-

стичности производство энтропии называют диссипативной функцией и оп-

ределяют зависимостью p

jiijD  , где p

ij  – тензор скоростей пластических 

деформаций. Принятие данного положения позволяет определить механиче-

ский смысл тензора 
ijt ; с тензором скоростей пластических деформаций p

ij  

он связан зависимостью 

.ijij
p

ijij tN  
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Наиболее просто на основе этого соотношения произвольный тензор 
ijt  

встраивается в кинематическую схему, если, как и в [5], принять гипотезу о 

независимости свободной энергии от пластических деформаций. В этом слу-

чае имеем 

.p
ijijij rb   

Исключая тензор 
ijb  из второго уравнения (1.6), получим зависимость, 

которая определяет однозначную связь тензора пластических деформаций с 

тензором скоростей пластических деформаций 

                  
.p

ijsj
p
sisjsi

p
sjissjis

ijij
pprprp

dt

dp

Dt

Dp
                  (1.18) 

Соотношением (1.18) вводится определение объективной производной 

по времени, связывающей необратимые деформации со скоростью их изме-

нения. Заметим, что (1.18) явилось не предметом «выбора», как в большинст-

ве теорий [65], а прямым следствием законов термодинамики. 

При построении модели упругопластической среды предполагается, 

что материал деформируется обратимо, если напряженное состояние соот-

ветствует в пространстве напряжений неравенству 0),,,( TF i
p

ijij  .  

Поверхность нагружения 0),,,( TF i
p

ijij  , где i  – параметры исто-

рии, в условиях принципа максимума Мизеса   0  p

ijijij  , где 

ij  – стати-

чески допустимое напряжение, оказывается пластическим потенциалом. Ас-

социированный закон пластического течения при этом записывается в форме 

                                             .0,,, 



 iij

p
ij

ij

p
ij p

F



                        (1.19)

 

 

Математическая модель будет замкнутой, если постулировать кинети-

ческие уравнения для параметров истории: jiji A   .  

В простейшем случае можно принять уравнение поверхности нагруже-

ния в виде 
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  ,1)( TkF ij    

где k  – предел текучести материала. В качестве )( ijF   можно использовать 

классические зависимости максимального касательного напряжения (призма 

Треска), максимального приведенного напряжения (призма Ивлева) или мак-

симального октаэдрического напряжения (цилиндр Мизеса). В качестве 

обобщения модели можно принять, что тепловое расширение имеет необра-

тимую составляющую. В этом случае в качестве поверхности нагружения 

следует в простейшем случае использовать соответствующее обобщение ко-

нуса Мизеса – Шлейхера или пирамиды Кулона – Мора.  

 

1.3. Конкретизация определяющих законов 

 

В областях, где пластические деформации отсутствуют, тензор полных 

деформаций Альманси имеет компоненты 

.
2

1
kjikijij mmmd   

Закон связи напряжений с деформациями для таких областей согласно 

(1.17) принимает вид 

                                          

 .2 kjkj

ik

ij d
d





 


                                   (1.20) 

В случае независимости свободной энергии от пластических деформа-

ций в областях, где пластические деформации отсутствуют, можно принять, 

что  

 TdWW ij ,0   , 

где W  – упругий потенциал, 0  – плотность материала в недеформирован-

ном состоянии ( 0ijd , constT  ). Зависимость (1.20) для вычисления на-

пряжений в упругой области в этом случае перепишется в виде 
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 Для изотропной среды данная функция зависит только от инвариантов тен-

зора 
ijd  и температуры T :  TJJJWW ,,, 321 . Выберем ее в виде разложения 

в ряд Тейлора относительно свободного состояния, ограничиваясь слагаемы-

ми до третьего порядка по компонентам  
ijd  и T : 
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Коэффициенты 23211 ,,,,,,,,,,  nml  являются термоупругими 

постоянными среды. Воспользовавшись уравнением неразрывности 
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Раскрывая скобки, приводя подобные слагаемые и оставляя слагаемые 

до второго порядка по деформациям и температуре, получим зависимость 

для вычисления напряжений в областях обратимого деформирования 
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Из уравнения баланса энтропии (третье равенство (1.14)) в этом случае 

следует  
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Учитывая, что 
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,42,2 21
tsktskskskskskkk ddd
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dJ
d
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   

из (1.23) следует уравнение теплопроводности 
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  (1.24) 

Здесь q  – коэффициент температуропроводности. 

В области разгрузки для упругого потенциала  TmW ij ,  примем зави-

симость, аналогичную (1.21) 
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Подстановка зависимостей (1.25) в формулу для вычисления напряже-

ний (1.17), записанную для нашего случая в виде 
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приводит к соотношению 
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   (1.26) 

Выбор инвариантов в виде (1.25) и присутствие слагаемых до четверто-

го порядка по компонентам деформаций 
ijm  в (1.26) обеспечивает предель-

ный переход от (1.26) к (1.22) при стремлении к нулю пластических дефор-

маций. 
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Вычислим производные 
dt

dI1  и 
dt

dI2 , необходимые при записи уравнения теп-

лопроводности 
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       (1.27) 

Воспользовавшись зависимостью (1.12), получим 
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(1.28) 

С учетом (1.28) уравнение теплопроводности для областей разгрузки запи-

шется в виде 
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В областях пластического течения напряжения будут вычисляться по форму-

ле (1.26) Учитывая, что производная 
dt

dmij
 в этом случае определяется пер-

вым соотношением (1.10), из (1.27) получим 

   

   

    .4

52

,2

2

1

kisktsntntinsitsntntin

tintntintiitit

tintntintiititkkkk

mmmbmmmbm

mbmmb
dt

dI

mbmmbb
dt

dI













         (1.30) 

В простейшем варианте теории, при выполнении условия независимости 

свободной энергии от пластических деформаций, тензор ijb  в (1.30) следует 

заменить его симметричной частью p
ij . Тогда уравнение теплопроводности 

для областей пластического течения перепишется в форме 
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Рассмотрим далее случай присутствия в среде внутренней геометриче-

ской связи, запрещающей изменение ее объема за счет механического воз-

действия. Выделенный объем среды может измениться только за счет тепло-

вого расширения (сжатия). Тогда формулы Мурнагана (1.17) и (1.20) следует 

записать в форме 
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В (1.32) 1, PP  – неизвестные функции добавочного гидростатического 

давления. Условие механической несжимаемости  
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в областях обратимого деформирования и аналогичное с использованием ин-

вариантов 321 ,, III  в областях пластического течения и разгрузки позволяют 

считать независимыми только  2121 ,, IIJJ  и  . В этом случае напряжения 

могут присутствовать и в недеформированной среде, поэтому в разложении 

функции  ,, 21 JJW  в ряд Тейлора могут присутствовать и линейные сла-

гаемые 
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В (1.34)   – модуль сдвига, другие термомеханические постоянные 

23211 ,,,,,,,,, ba  не имеют ярко выраженного механического смыс-

ла, но могут быть определены экспериментально.  

Подстановка (1.34) в третье соотношение (1.32) приводит к зависимо-
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которая перепишется в виде 
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Приводя в (1.35) подобные слагаемые, окончательно получим 
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 Уравнение теплопроводности в областях обратимого деформирования 

принимает форму 
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Если в среде присутствуют необратимые деформации, инварианты 

21, JJ  в (1.34) следует заменить инвариантами 21 , II . Тогда, воспользовавшись 

первой формулой (1.32), получим  
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или, окончательно 
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 Соотношение (1.36) является предельным при стремлении пластиче-

ских деформаций к нулю для зависимости (1.38), которой напряжения опре-

деляются в областях пластического течения и разгрузки. 

 Уравнение теплопроводности для областей разгрузки принимает вид 
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Для областей пластического течения это уравнение в случае выполне-

ния условия пластической несжимаемости 0p
kk  принимает форму 
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Ограничение в геометрии движения среды (предположение о ее не-

сжимаемости) накладывает ограничения на вид функциональной зависимо-

сти  21, JJW . Предположив осуществимость антиплоского движения несжи-

маемой среды так, чтобы 021  uu  и  txxuu ,, 213  , условию ее несжимае-

мости удовлетворим заведомо. Но в разложении функции  21, JJWW   в ряд 

Тейлора относительно свободного состояния коэффициенты разложения 

окажутся зависимыми. Антиплоское движение будет осуществимо, если вос-

пользоваться потенциалом 
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для упругой области и аналогичным с инвариантами 1I , 2I  для областей пла-

стического течения или разгрузки, то зависимости для вычисления напряже-

ний принимают форму: 

в областях обратимого деформирования: 
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в областях пластического течения и разгрузки: 
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       (1.43) 

 Если тепловым расширением можно пренебречь, то в зависимостях 

(1.32), (1.33), (1.36)-(1.40), (1.42) и (1.43) коэффициент   следует положить 

равным нулю. 

При деформировании любое твердое тело проявляет упругие, вязкие и 

пластические свойства. Поэтому для изучения процесса деформирования 

требуются соответствующие модели, в основе которых лежат три основных 

механизма деформирования: упругий, пластический и вязкий. Первый меха-

низм определяет обратимый процесс деформирования, два других – необра-

тимый. Считается, что необратимое деформирование, связанное с проявлени-

ем пластических свойств материалов, проявляется только в условиях соот-

ветствия напряжений в некоторой области тела поверхности нагружения.  

Вязкие же свойства материалов могут проявляться на любых стадиях процес-

са деформирования. В теории упругопластического тела вязкими свойствами, 

как правило, пренебрегают. В теории течения вязкопластических жидкостей 

в областях, где течение отсутствует, пренебрегается не только вязкими свой-

ствами, но и упругими. Однако в областях течения наряду с пластическими 

свойствами материалов учитывается и их вязкость. Классическим примером 

этого является математическая модель Шведова – Бингама. В нашем случае 

упругими свойствами пренебрегать не станем, но вязкостью на стадии де-

формирования, предваряющей пластическое течение, будем так же, как и в 
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классических теориях, пренебрегать. В дальнейшем для учета вязких свойств 

материала на стадии пластического течения будем использовать обобщенное 

условие пластичности Треска: 

                                 .max22max p
kji k                                (1.44) 

Здесь   – коэффициент вязкости, p
k  – главные значения тензора скоростей 

пластических деформаций, i  – главные значения тензора напряжений. 
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Глава 2. Прямолинейное течение в упруговязкопласти-

ческом  цилиндрическом слое в условиях возможного 

проскальзывания материала 

 
Прямолинейные движения вязкопластических сред рассматривались 

ранее в [23, 81, 82]. Даже без учета упругих свойств среды, в рамках модели 

Шведова – Бингама, таких решений получено немного. Упругими деформа-

циями, как правило, пренебрегают, считая их пренебрежимо малыми в срав-

нении с пластическими. Однако, в процессах интенсивного формоизменения 

деформируемых тел, например, при обработке металлов давлением, именно 

обратимые деформации могут приводить к заметным геометрическим изме-

нениям в форме и объеме обрабатываемых заготовок в процессах разгрузки 

после снятия нагружающих усилий и к недопустимым уровням остаточных 

напряжений в готовых деталях. Изучение подобных эффектов возможно 

лишь в рамках модели больших упруговязкопластических деформаций, так 

как хотя бы необратимые деформации в рассматриваемых процессах нельзя 

считать малыми. 

В [8, 12, 18, 46], в рамках построенной авторами модели больших упру-

гопластических деформаций [46], обобщенной на случай учета вязких 

свойств материалов на стадии пластического течения [8], были получены 

аналитические решения в случаях, когда напряжения считаются с точностью 

до слагаемых второго порядка по компонентам тензора градиента перемеще-

ний. Такой подход, не требуя сложных вычислений, позволяет определять в 

каждый момент времени положение упругопластических границ и получить 

аналитические выражения для перемещений, как в областях обратимого де-

формирования, так и в областях вязкопластического течения.  

Здесь, используя тот же подход, приводятся решения краевых задач 

теории больших упруговязкопластических деформаций о прямолинейном 
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движении материала, расположенного между жесткими коаксиальными ци-

линдрическими поверхностями. Одна из поверхностей движется, вторая же-

стко закреплена. В окрестности одной из поверхностей (или обеих) возможно 

проскальзывание. Задачи решаются в квазистатической постановке. 

 

2.1 Прямолинейное течение в упруговязкопластическом  цилинд-

рическом слое в случае проскальзывания материала в окрестности 

внутренней поверхности 

 

2.1.1.  Постановка задачи, обратимое деформирование 

 

Пусть несжимаемый упруговязкопласти-

ческий материал находится между двумя жест-

кими коаксиальными цилиндрическими по-

верхностями 
0

rr    и Rr   (
0

rR  ). Деформи-

рование происходит за счет движения одной из 

жестких поверхностей.  

Будем полагать, что внешний цилиндр 

закреплен, в то время как внутренняя стенка 

равноускоренно движется (рис. 2.1): 

 .
2

,,0
2

1
1

00

ta
utavuv

rrrrRrRr











(2.1) 

Здесь ),( truu z  – единственная не равная нулю компонента вектора пере-

мещений, ),( trvv z  – компонента скорости перемещения, 1
a  – постоянная, 

v , 
u  – скорость и перемещение внутренней жесткой стенки. В дальнейшем 

будем использовать цилиндрическую систему координат r ,  , z .  

 Считаем, что до момента начала воздействия ( 0t ) деформации в слое 

отсутствуют, а напряженное состояние, вызванное начальным поджатием, 

задается одним параметром  

Рис. 2.1 
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0
0

 
rrrr , 

где 
rr

  – радиальная компонента тензора напряжений. 

Полагаем также, что до некоторого момента времени *tt   на границе 

0rr   выполняется условие прилипания, т.е. материал удерживается за счет 

сухого трения с коэффициентом трения покоя f :  

                                                  0
0


rrrrrz f  .                                (2.2) 

Рассчитаем параметры упругой задачи до момента времени *tt  . Не-

нулевыми компонентами тензора Альманси в рассматриваемом случае явля-

ются: 
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Из зависимостей (1.42) для компонент напряжений в квадратичном 

приближении по 'u  получаем: 
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Согласно уравнениям равновесия 
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переменная s  является функцией только координаты z , так что 0agzs  , 

где g  – неизвестная постоянная. Для того чтобы напряжения rr ,   и zz  

были конечными при z , необходимо положить 0g . Тогда при гра-

ничных условиях (2.1) решение упругой задачи принимает вид: 
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          (2.4) 

Так как 0
  влияет только на распределение компонент нормальных напряже-

ний, положим 
f

k
0 . В этом случае проскальзывание на внутренней по-
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верхности начнется до возникновения пластического течения на ней же. 

 
Рис. 2.2. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 
 

Компоненты обратимых деформаций, согласно уравнению (1.9), вы-

числяются по найденному полю перемещений  из соотношений 

                       .
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Однако с момента времени *tt   перемещение материала на границе 

0rr   достигает такого предельного значения, что неравенство (2.2) обраща-

ется в равенство и материал начинает проскальзывать в окрестности внут-

ренней стенки. В таком движении потребуем выполнения условия 

              0
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
rrrrrz vf  ,    где    
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*
r

R

a

rf
tt




 .          (2.6) 

где   – коэффициент вязкого трения,     vvv , 
v  – скорость движения 

материала в окрестности движущейся внутренней поверхности.  

Новое граничное условие (2.6) приведет к изменению функции )(tc  в 

(2.4), для которой получим дифференциальное уравнение 
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Рис. 2.3. Распределение напряжения rz  в разные моменты времени 

 
 

Решением этого уравнения является функция 
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Для скоростей, перемещений и напряжений частиц деформируемой 

среды выполняются те же зависимости (2.4). Только теперь функция )(tc  оп-

ределяется по формуле (2.8). 

На рисунке 2.2 представлено распределение перемещений 
R

u  в зави-

симости от радиуса 
R

r  в разные моменты времени 
0

2

1

r
ta

 : штрихпунк-

тирной линией – в момент времени 0   ( *0   ), штриховой линией – в 

момент времени *   и сплошной линией – в момент начала пластического 

течения 0  . Рисунок 2.3 иллюстрирует распределение напряжения 
 rz  в 

разные моменты времени: сплошной линией – в момент времени 0  , 

штриховой линией – в момент времени *   и штрихпунктирной линией – 

в момент времени 0  . При расчетах использовались следующие безраз-
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мерные значения постоянных: 08,00 
R

r
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a
. 

 

2.1.2.  Вязкопластическое течение 

 

В некоторый момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   вы-

полнится условие пластичности (1.44), которое в рассматриваемом случае 

примет вид k
rrrz 

 0
 . Из первого соотношения (2.4) получим уравнение 

для определения момента времени 0tt   начала вязкопластического течения 

00
)( krtc  . 

Развивающаяся с момента времени 

0tt   область вязкопластического течения 

)(10 trrr   ограничена поверхностями 0rr   

и )(1 trr   (рис. 2.4). В области Rrtr )(1  

материал по-прежнему деформируется обра-

тимо, то есть )(1 tr  является движущейся гра-

ницей области вязкопластического течения.  

В области обратимого деформирования Rrtr )(1  интегрированием 

уравнений равновесия (2.3) в условиях прилипания на поверхности Rr   

найдем 
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В (2.9) )(tc , как и ранее, остается неизвестной функцией интегрирова-

ния. С учетом  непрерывности компонент упругих деформаций на упруго-

Рис. 2.4 
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пластической границе )(
1

trr   две последние кинематические зависимости из 

(2.5) будут справедливы и в области вязкопластического течения. Тогда, со-

гласно формуле Мурнагана (1.32), для компонент напряжений с точностью 

до слагаемых второго порядка малости по rze  в данной области имеют место 

выражения 

.2,4)(),()(2)2( 2
11

2
1 rzrzrzzzrzrr eetstsebp     

С другой стороны, интегрируя уравнения равновесия и используя усло-

вие непрерывности компонент напряжений на упругопластической границе 

)(1 trr  , получим, что в области вязкопластического течения )(10 trrr   для 

компонент напряжений выполняются те же зависимости (2.9), что и в упру-

гой области. 

Пластический потенциал (1.44) в квадратичном приближении может 

быть записан в форме: 

    0,
22

1
 p

rzrz

p

rzrz
kF . 

Следуя ассоциированному закону пластического течения (1.19), нахо-

дим  

p
rzrz k   ,     

kp
rz

p
rz






 . 

Сравнение этих соотношений и (2.9) позволяет определить скорость 

пластических деформаций 
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Учитывая, что на упругопластической границе )(1 trr   скорости пла-

стических деформаций равны нулю, найдем 

                                                   )()(
1

tkrtc  .                                        (2.11) 

Кинематические зависимости 
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Рис. 2.5. Развитие области вязкопластического течения 

 
 

имеющие место в рамках квадратичного приближения, и краевое условие 

вязкого трения (2.6) позволяют найти скорости точек в области вязкопласти-

ческого течения: 
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      (2.13) 

Положение упругопластической границы )(1 trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением, следую-

щим из (2.11) и условия непрерывности скорости точек материала на этой 

границе  

                           .0,,,,, 10101101  tarkrHrrkrBRrrkA                    (2.14) 

Из (2.10) и (2.12) найдем компоненты пластических деформаций  
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Здесь )(rg  – неизвестная функция интегрирования. 

Выполняя условие равенства нулю пластических деформаций на про-

двигающейся упругопластической границе, получаем систему дифференци-

альных уравнений 
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с начальными условиями 
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Решением этой системы находится неизвестная функция )(rg  в (2.15). 

Учитывая (2.5), (2.15), равенство  

                                               )(2' rzrz peu                                           (2.17) 

и непрерывность перемещений на упругопластической границе )(
1

trr  , для 

компонент перемещений в области вязкопластического течения находим  
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На рисунке 2.5 изображено изменение границы 
R

r1  в зависимости от 

безразмерного времени  . 

Пусть, начиная с момента времени 01
ttt  , скорость движения внут-

ренней цилиндрической поверхности становится постоянной: 
11

tav 
. Это 
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изменение приведет к появлению новой упругопластической границы 

)(
2

trr  , совпадающей в момент времени 

1tt   со стационарной границей )( 11 trr  . Те-

перь вязкопластическое течение продолжает-

ся в области )(
20

trrr   (рис.2.6), а в облас-

ти Rrtr )(
2

 материал по-прежнему 

деформируется обратимо.  

В области обратимого деформирования 

Rrtr )(
2

 выполняются зависимости (2.9). В области вязкопластического 

течения для скорости точек среды получим 

                           11000 ),(,),(,),( tartcHrrtcBrrtcAv   .               (2.19) 

Положение упругопластической границы )(
2

trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением, следую-

щим из условия непрерывности скоростей при )(
2

trr   и равенства 

)()(
2

tkrtc  , 

                           0,,,,, 110202202  tarkrHrrkrBRrrkA                  (2.20) 

с начальным условием )()(
1112

trtr  . 

 
Рис. 2.7. Развитие области вязкопластического течения при постоянной скорости 

движения внутреннего цилиндра 

Рис. 2.6 
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 Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  из (2.10) и 

(2.12) имеем 
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В (2.21) функция )(
1

rg  – неизвестная функция интегрирования. В интервале 

)(
110

trrr   она совпадает с функцией )(rg , т.е. 

)()(
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rgrg     при   )(
110

trrr  , 

а в промежутке )()(
211

trrtr   для ее определения получим систему диффе-

ренциальных уравнений 
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Рис. 2.8. Пластическая деформация rzp  в разные моменты времени 

 

 

Из (2.5), (2.17), (2.21) и условия непрерывности компоненты вектора 

перемещений на упругопластической границе )(
2

trr   найдем  

    
r

r

dxxgrrtcBRrtcAu
2

)(2,),(,),( 1211 . 

 В области вязкопластического течения для напряжений также справед-
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ливы соотношения (2.9). 

 Область течения увеличивается при равноускоренном движении гра-

ничной поверхности. После того, как движение становится равномерным 

(
1

tt  ), упругопластическая граница )(
2

trr   асимптотически приближается к 

своему предельному значению и далее область течения не увеличивается  

(рис. 2.7).  

 
Рис. 2.9. Перемещения в разные моменты времени 

 

Рисунок 2.8 показывает распределение компоненты rzp  тензора пла-

стических деформаций в момент времени 1  , 110    (сплошная ли-

ния), в момент времени 1   (штриховая линия) и в момент времени 2   

(пунктирная линия). На рисунке 2.9 иллюстрируется распределение переме-

щений в разные моменты времени: в момент времени 1    штрихпунктир-

ной линией, в момент времени 1   штриховой линией и в момент времени 

2   сплошной линией. 
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2.1.3. Торможение вязкопластического течения и разгрузка среды 

 

Положим теперь, что с некоторого момента времени 
12

ttt   внутрен-

ний цилиндр начинает двигаться равноза-

медленно со скоростью 

)(
2211

ttatav  , 

где 
2

a  – заданная постоянная. Торможение 

продолжается до полной остановки внутрен-

ней поверхности. Конечным моментом тор-

можения является момент времени 

                            
21

2

1 tt
a

a
t

k
 .                  (2.22) 

Такое изменение в режиме нагружения приводит к возникновению новой уп-

ругопластической границы )(
3

trr  , которая движется к центру от стацио-

нарной поверхности )(
22

trr   (рис. 2.10). Деформируемая область Rrr 
0

 

разбивается теперь на три подобласти: вязкопластическое течение продолжа-

ется в области )(
30

trrr  , в области )()(
223

trrtr   пластические деформа-

ции присутствуют, но не накапливаются, а в области Rrtr )(
22

 материал 

по-прежнему деформируется обратимо. Здесь  )(
3

trr   – подвижная граница, 

отделяющая область течения от области, где наряду с обратимыми имеются и 

неизменяющиеся необратимые деформации. Заметим, что неизменным оста-

ется тензор необратимых деформаций, в то время как его компоненты могут 

меняться. В рассматриваемом случае не меняется величина rzp , а rrp  и zzp  

изменяются в данной области. 

Для области обратимого деформирования  Rrtr )(
22  остаются спра-

ведливыми зависимости (2.9). Кроме того, соотношения для напряжений из 

(2.9) остаются верными в области продолжающегося вязкопластического те-

Рис. 2.10 
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чения и в области с неизменяющейся компонентой 
rzp .  

 

Рис. 2.11. Изменение границы 
R

r3  со временем 

 

 

В области )()(
223

trrtr   получим 

  ).()(,,),(,0 3 tkrtcRrtcAvp

rz    

В области )(
30

trrr   для скоростей точек среды из (2.6) и (2.12) най-

дем 

                    )(),(,),(,),( 2211000 ttatartcHrrtcBrrtcAv   .   (2.23) 

Движущаяся упругопластическая граница )(
3

trr   определяется из 

обыкновенного дифференциального уравнения 

                   0)(,,,,, 22110303303  ttatarkrHrrkrBRrrkA     (2.24) 

с начальным условием )()(
2223

trtr  . 

Компонента 
p

rz
  тензора скоростей пластических деформаций в области 

вязкопластического течения определяется по соотношению (2.10), а компо-

нента rz
p  тензора пластических деформаций – по (2.21). 

В области )()(
223

trrtr  , в которой компонента rzp  не изменяется, она 
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имеет вид 
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Рис. 2.12. Распределение пластической деформации rzp  в разные моменты времени 

 
 

Здесь функция )(r  – обратная функция времени от радиуса. Значение этой 

функции в какой-либо точке )(
220

trrr   равно моменту времени, в который 

упругопластическая граница )(
3

trr   достигает этой точки. Для определения 

функции )(r  из (2.24) получим дифференциальное уравнение 
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Из первых зависимостей (2.5) и (2.9), уравнения (2.17), соотношения 

(2.25) и условия непрерывности перемещений на упругопластической грани-

це )(
22

trr   в области с неизменяющейся компонентой rzp  найдем 
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А из условия непрерывности перемещений на движущейся границе 

)(
3

trr   в области вязкопластического течения получим 
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Рис. 2.13. Распределение напряжения rz  в разные моменты времени 

 
 

В зависимости от свойств материала граница )(
3

trr   достигает по-

верхности 
0

rr   раньше или позже момента времени 
k

tt  , когда жесткий 

цилиндр остановится. В рассматриваемом случае, граница )(
3

trr   достигнет 

поверхности 
0

rr   до того, как она остановится, т.е. в некоторый момент 

времени 
k

ttt 
3

 выполнится равенство: 
033

)( rtr  .  

Деформируемая область Rrr 
0

 разбивается теперь на две части: в 

области )(
220

trrr   компонента rzp  не изменяется,  в области Rrtr )(
22

 

материал деформируется обратимо. 

С момента времени 3
tt   скорость становится одинаковой во всей об-

ласти деформирования и вычисляется по последней формуле (2.9). Используя 

эту формулу и условие (2.6) получим дифференциальное уравнение для 

функции )(tc  
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Рис. 2.14. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 
 

Решением этого уравнения является функция 
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   (2.29) 

Для нахождения параметров напряженно-деформированного состояния 

по формулам (2.9), (2.25) и (2.27) в областях )(
220

trrr   и Rrtr )(
22

 

функцию )(tc  нужно заменить ее текущим значением (2.29). 

В момент времени 
k

tt   внутренний жесткий цилиндр остановится. 

Интегрируя уравнения равновесия в областях )(
220

trrr   и Rrtr )(
22

, 

получим, что для напряжений и скорости выполняются зависимости (2.9). В 

области обратимого деформирования Rrtr )(
22  перемещение вычисляется 

по последнему соотношению (2.9), а в области с неизменяющейся компонен-

той rzp  – по формуле (2.27). Из условия (2.6) выразим дифференциальное 

уравнение для неизвестной функции )(tc  

                                              










0

0

0ln
f

r

c

R

rc
.                                   (2.30) 



 51 

Решением этого уравнения будет функция 
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  (2.31) 

В момент времени  
4

tt   на внутренней границе выполнится равенство 

  0
0


rrrrrz

f . С этого момента времени напряжения, деформации и пе-

ремещения перестают изменяться. Дальнейшая разгрузка связана с уменьше-

нием напряжения 
rr

  до нуля. Равенство нулю напряжений в конечный мо-

мент разгрузки на поверхности 
0

rr   означает их равенство нулю во всей об-

ласти деформирования. Равными нулю в конечный момент разгрузки будут и 

перемещения в области обратимого деформирования. В области с накоплен-

ными пластическими деформациями перемещения будут определяться сле-

дующим образом: 
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Изменение границы 
R

r3  в зависимости от времени представлено на 

рисунке 2.11. Рисунок 2.12 иллюстрирует распределения пластической де-

формации rzp  в момент времени 3  , 332    (сплошная линия), в мо-

мент времени 3  , 333    (штриховая линия) и в момент времени 

3   (пунктирная линия). На рисунке 2.13 изображено распределение на-

пряжений rz  в моменты времени 1  , 1   и 3   штриховой, штрих-

пунктирной и сплошной линиями соответственно. Перемещения точек среды 

представлены на рисунке 2.14 в моменты времени 3  , 3   и 4   

штрихпунктирной, штриховой и сплошной линиями соответственно. 
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2.1.4. Деформирование среды при движении внешнего жесткого 

цилиндра 

 

 Пусть теперь внешний цилиндр движется равноускоренно, а внутренний 

жестко закреплен: 

                        .
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Рис. 2.15. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 

 

Полагаем также, что до некоторого момента времени *tt   на границе 

0rr   выполняется условие прилипания (2.2). Интегрируя уравнения равно-

весия (2.3) и используя граничные условия (2.32), получим 
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    (2.33) 

В момент времени *tt   неравенство (2.2) обратится в равенство, и ма-

териал начнет проскальзывать в окрестности внутренней жесткой стенки. 

Условие (2.2) заменим следующим 
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Условие (2.34) приведет к изменению функции )(tc  в (2.33), для кото-

рой будем иметь дифференциальное уравнение 
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Рис. 2.16. Распределение пластических деформаций rzp  в разные моменты времени 

 

 

Решением этого уравнения является функция 
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Для скоростей, перемещений и напряжений частиц деформируемой 

среды выполняются те же зависимости (2.33). Только теперь функция )(tc  

определяется по формуле (2.36).  

В момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   выполнится ус-

ловие пластичности (1.44), которое в рассматриваемом случае примет вид 
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k
rrrz


 0

. Из первого соотношения (2.33) получим уравнение для определе-

ния момента времени 0tt  : 
00

)( krtc  . 

При дальнейшем движении внешней поверхности область вязкопла-

стического течения ограничена поверхностями 0rr   и )(1 trr  . В области 

Rrtr )(1  материал по-прежнему деформируется обратимо. В области об-

ратимого деформирования интегрированием уравнений равновесия (2.3) в 

условиях прилипания на поверхности Rr   установим, что выполняются  

соотношения  (2.33). Для области вязкопластического течения в этом случае 

следуют соотношения 
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Рис. 2.17. Распределение напряжений rz  в разные моменты времени 

 
 

В зависимостях (2.37) функция )(
1

tc  определяется следующим образом 
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     (2.38) 

Положение упругопластической границы )(1 trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением (2.14). 

Функция )(rg  находится из решения системы уравнений 
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с начальными условиями 
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Пусть, начиная с момента времени 
01

ttt  , скорость движения внеш-

ней цилиндрической поверхности становится постоянной: 
11

tav
Rr



. Теперь 

область вязкопластического течения ограничена поверхностями 0rr   и 

)(
2

trr  . В области Rrtr )(
2

 материал деформируется обратимо.  

 
Рис. 2.18. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 
 

В области обратимого деформирования Rrtr )(
2 , интегрируя урав-
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нения равновесия, найдем 
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ttaRrtcAu    

 В области вязкопластического течения скорости точек среды опреде-

ляются по третьему соотношению  (2.37). Положение упругопластической 

границы )(
2

trr   в каждый момент времени задается дифференциальным 

уравнением (2.20).  

 Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  имеем 
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 В (2.41) функция )(
1

rg  – неизвестная функция интегрирования. В ин-

тервале )(
110

trrr   она совпадает с функцией )(rg , а в интервале 

)()(
211

trrtr   для ее определения получим систему дифференциальных 

уравнений 
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Рис. 2.19. Распределение пластической деформации rzp  в разные моменты времени 

 
 

Перемещение в области вязкопластического течения будет иметь вид 
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С некоторого момента времени 
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ttt   внешний цилиндр начинает 

двигаться равнозамедленно со скоростью )(
2211

ttatav
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
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. Деформируе-

мая область Rrr 
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 разбивается теперь на три подобласти: вязкопластиче-

ское течение продолжается в области )(
30

trrr  , в области )()(
223

trrtr   

компонента rzp  перестает изменяться, а в области Rrtr )(
22

 происходит 

обратимое деформирование.  

Для области обратимого деформирования  Rrtr )(
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 получим 
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В области с неизменяющейся компонентой rzp  выполняются соотно-

шения 

    ).()(,,),(,0 32211 tkrtcttataRrtcAvp
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В области вязкопластического течения для скоростей точек среды оста-

ется справедливой третья зависимость из (2.37). Движущаяся упругопласти-

ческая граница )(
3

trr   определяется из обыкновенного дифференциального 

уравнения (2.24). 

В области )()(
223

trrtr   компонента rzp  имеет вид 
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Для определения функции )(r  служит дифференциальное уравнение (2.26). 

Перемещение в этой области определяется по формуле 
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а в области вязкопластического течения по соотношению 
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В некоторый момент времени 
k

ttt 
3

 выполнится равенство: 

033
)( rtr  . Деформируемая область Rrr 

0
 разбивается теперь на две части: 

в области )(
220

trrr   компонента rzp  не изменяется,  в области Rrtr )(
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материал деформируется обратимо. С момента времени 
3

tt   скорость стано-

вится одинаковой во всей области деформирования и вычисляется по второй 

формуле (2.42). Для функции )(tc  получим дифференциальное уравнение  

                             










0

221

00

)(ln
f

ttata
r

c

r

Rc
.                          (2.44) 

 
Рис. 2.20. Распределение напряжений rz  в разные моменты времени 

 

 

Решением этого уравнения является функция 
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В момент времени 
k

tt   внешний жесткий цилиндр останавливается. 

Интегрируя уравнения равновесия в области  Rrtr )(
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, получим 
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В области )(
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trrr   скорость вычисляется по второй зависимости 

из (2.46), а  перемещения имеют вид 
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Дифференциальное уравнение для неизвестной функции )(tc  при ktt   

принимает форму 
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Решением этого уравнения будет функция 
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Рис. 2.21. Распределение перемещений в разные моменты времени 
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В момент времени  
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ремещения перестают изменяться. Дальнейшая разгрузка связана с уменьше-
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На рисунке 2.15 изображены перемещения в моменты времени *   

(штрихпунктирная линия) и 0   (сплошная линия),  на рисунке 2.18 – в 

моменты времени 1   (штрихпунктирная линия), 1   (штриховая линия) 

и 2   (сплошная линия), а на рисунке 2.21 – в моменты времени 3   

(штрихпунктирная линия), 3   (штриховая линия) и 4   (сплошная ли-

ния). Распределения пластической деформации rzp  показаны на рисунке 2.16 

в моменты времени 1   (пунктирная линия), 1   (штриховая линия) и 

2   (сплошная линия), а на рисунке 2.19 в моменты времени 3   (пунк-

тирная линия), 3   (штриховая линия) и 3   (сплошная линия). Рисунок 

2.17 иллюстрирует распределения напряжения rz  в моменты времени 0   

(штрихпунктирная линия), *   (штриховая линия) и 0   (сплошная ли-

ния), а рисунок 2.20 – в моменты времени 1   (штриховая линия), 1   

(сплошная линия) и 3   (штрихпунктирная линия). 

 



 61 

2.2 Прямолинейное течение в упруговязкопластическом  цилиндриче-

ском слое в случае проскальзывания материала в окрестности внешней 

поверхности 

 

2.2.1.  Обратимое деформирование и вязкопластическое течение 

 

Будем полагать, что внешний цилиндр закреплен, а внутренний  равно-

ускоренно движется 

.
2

,,0
2

1
1

00

ta
utavuv

rrrrRrRr








  

Положим 
fR

kr0
0  , тогда вязкопластическое течение материала в 

момент времени 0tt   на внутренней границе начнется одновременно с про-

скальзыванием материала в окрестности внешнего цилиндра. До момента 

времени 0tt   на границе Rr   выполняется условие  

                                              0
Rrrrrz f  .                                   (2.48) 

 Решение упругой задачи, соответствующей промежутку 00 tt   имеет 

вид (2.4). 

 
Рис. 2.22. Изменение области вязкопластического течения со временем 
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В момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   выполнится ус-

ловие пластичности k
rrrz 

 0
 , а на внешней – неравенство (2.48) обратит-

ся в равенство.  В таком движении условие (2.48) заменим следующим 

                                             0
Rrrrrz vf  ,                            (2.49) 

где    
01

0
0 ln

2

r

R

a

kr
tt


 . 

Развивающаяся с момента времени 0tt   область вязкопластического 

течения )(10 trrr   ограничена поверхностями 0rr   и )(1 trr  . В области 

Rrtr )(1  материал по-прежнему деформируется обратимо, то есть )(1 tr  

является движущейся границей области вязкопластического течения.  

 

Рис. 2.23. Изменение границы 
R

r2  течения со временем 

 

 

В области обратимого деформирования Rrtr )(1  с использованием 

условия (2.49) найдем скорость точек среды 

                                                .),(,),( RtcHRrtcAv                                (2.50) 

Скорость пластических деформаций в области вязкопластического те-

чения определяется из соотношения (2.10). Зависимости (2.12) и условие 
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прилипания материала к внутренней поверхности  позволяют найти скорости 

точек в области вязкопластического течения: 

    .,),(,),( 100 tarrtcBrrtcAv    

Положение упругопластической границы )(1 trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением 

                             0,,,,, 1101101  taRkrHrrkrBRrrkA  .           (2.51) 

Из (2.10) и (2.12) найдем компоненту пластических деформаций rzp  

                                .
ln6

)()(),(
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t
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
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
     (2.52) 

Для определения функции )(rg  имеем систему дифференциальных 

уравнений 

    
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Учитывая (2.5), (2.17), (2.52) и условие прилипания границе 0rr  , для ком-

поненты перемещений в области вязкопластического течения находим  

    .
2

)(2,),(,),(
2

1
0110

0

ta
dxxgrrtcBrrtcAu

r

r

       

Тогда, учитывая непрерывность перемещений на упругопластической 

границе )(1 trr  , в области обратимого деформирования получим 

    .
2

)(2,),(,),(
2

1
01110

1

0

ta
dxxgrrtcBrrtcAu

r

r

   

Пусть, начиная с момента времени 01
ttt  , скорость движения внут-

ренней цилиндрической поверхности становится постоянной: 11tav  . Изме-

нение в режиме нагружения приводит к появлению новой границы )(
2

trr  . 

Теперь область вязкопластического течения )(
20

trrr   ограничена поверх-

ностями 0rr   и )(
2

trr  . В области Rrtr )(
2  материал по-прежнему де-
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формируется обратимо.  

В области обратимого деформирования Rrtr )(
2

 для скорости вы-

полняется зависимость (2.50), а в области вязкопластического течения полу-

чим 

    .,),(,),( 1100 tarrtcBrrtcAv        

Положение упругопластической границы )(
2

trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением 

                                 .0,,,,, 11202202  taRkrHrrkrBRrrkA           (2.53) 

 Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  выполняется 

соотношение (2.21), в котором функция )(
1

rg  в интервале )(
110

trrr   сов-

падает с функцией )(rg , а в интервале )()(
211

trrtr   определяется из систе-

мы дифференциальных уравнений 
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Перемещения в области обратимого деформирования имеют вид  

    ,
2

)(2,),(,),(
2

11
11102110

2

0

ta
ttadxxgrrtcBrrtcAu
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r

   

в области вязкопластического течения 

    .
2

)(2,),(,),(
2

11
1110110

0

ta
ttadxxgrrtcBrrtcAu

r

r

   

На рисунках 2.22 и 2.23 представлено изменение границ 
R

r1  и 
R

r2  в 

зависимости от времени   соответственно. 
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2.2.2. Торможение вязкопластического течения и разгрузка среды 

 

Положим теперь, что с некоторого момента времени 
12

ttt   внутрен-

ний цилиндр начинает двигаться равнозамедленно со скоростью 

)( 2211 ttatav  . Такое изменение в режиме нагружения приводит к воз-

никновению новой упругопластической границы )(
3

trr  , которая движется 

к центру от стационарной поверхности )(
22

trr  . Деформируемая область 

Rrr 
0

 разбивается теперь на три зоны: вязкопластическое течение про-

должается в области )(
30

trrr  , в области )()(
223

trrtr   компонента rzp  

перестает изменяться, а в области Rrtr )(
22

 материал продолжает дефор-

мироваться обратимо.  

 

Рис. 2.24. Изменение границы 
R

r3  течения со временем 

 
 

Для области обратимого деформирования  Rrtr )(
22  остается спра-

ведливой зависимость (2.50). В области с не изменяющейся компонентой  rzp  

скорость также вычисляется из соотношения (2.50). В области вязкопласти-

ческого течения для скоростей точек среды найдем 
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    ).(,),(,),( 221100 ttatarrtcBrrtcAv    

Движущаяся упругопластическая граница )(
3

trr   определяется из 

обыкновенного дифференциального уравнения  

                  .0)(,,,,, 2211303303  ttataRkrHrrkrBRrrkA     (2.54) 

Компонента 
rz

p  в области вязкопластического течения имеет вид 

(2.21), а в области, в которой она не изменяется, – (2.25), где  функция )(r  

является решением дифференциального уравнения 

               .)(,ln,,,)(' 22
0

02211 tr
R

r
kRkrHrrkrBtata     (2.55) 

 

Рис. 2.25. Изменение границы 
R

r4  течения со временем 

 
 

Для перемещений выполняются зависимости: 

– в области обратимого деформирования 
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– в области, где rzp  не изменяется, 
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– в области вязкопластического течения 
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В момент времени ktt   внутренний цилиндр 
0

rr   останавливается, но 

граница )(3 trr   все еще больше 0r .  Для области обратимого деформирова-

ния и области с неизменяющейся компонентой rzp  скорость вычисляется из 

соотношения (2.50), а в области вязкопластического течения для скоростей 

точек среды получим 

   .,),(,),( 00 rrtcBrrtcAv    

 
Рис. 2.26. Распределение компоненты rzp  в разные моменты времени 

 
 

Тогда для новой упругопластической границы )(4 trr   получим диф-

ференциальное уравнение 

                                    .0,,,,, 404404  RkrHrrkrBRrrkA                   (2.56) 
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В области )()( 224 trrtr  , в которой пластические деформации не изменяют-

ся, пластическая деформация имеет вид (2.25), где  функция )(r  в интервале 

)()( 223 trrtr k  определяется из дифференциального уравнения (2.55), а в 

интервале )()( 34 ktrrtr   для нее получим уравнение  

                                  .)(,ln,,,' 3
0

0 ktr
R

r
kRkrHrrkrB             (2.57) 

 
Рис. 2.27. Распределение напряжения rz  в разные моменты времени 

 

 

Для перемещений выполняются зависимости: 

– в области обратимого деформирования 
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– в области, где rzp  не изменяется, 
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– в области вязкопластического течения 
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В момент времени 
3

tt   упругопластическая граница )(4 trr   достигает 

внутренней поверхности и в этот же момент на внешней поверхности нера-

венство (2.48) вновь обращается в равенство. Деформируемая область 

Rrr 
0

 разбивается теперь на две части: в области )(
220

trrr   компонен-

та rzp  не изменяется,  в области Rrtr )(
22

 материал деформируется обра-

тимо. Дальнейшая разгрузка связана с уменьшением напряжения 
rr

  до нуля. 

В конечный момент разгрузки перемещения имеют вид 

– в области обратимого деформирования 
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– в области с накопленными необратимыми деформациями 
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Рис. 2.28. Распределение перемещений в разные моменты времени 
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На рисунках 2.24 и 2.25 представлено изменение границ 
R

r3  и 
R

r4   в 

зависимости от времени   соответственно. Распределение пластической де-

формации rzp  в моменты времени 1  , 2   и 3   представлено на ри-

сунке 2.26 сплошной, штриховой и штрихпунктирной линиями соответст-

венно. На рисунке 2.27 изображено распределение напряжения rz  в момен-

ты времени 0   (сплошная линия), 1   (штрихпунктирная линия) и 

k   (штриховая линия). Рисунок 2.28 иллюстрирует перемещения в момен-

ты времени 1  , 2   и 3   штрихпунктирной, штриховой и сплошной 

линиями соответственно. 

 

2.2.3. Деформирование среды при движении внешнего цилиндра 

 

 Пусть теперь внешний цилиндр движется равноускоренно, а внутренний 

жестко закреплен 
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Интегрируя уравнения равновесия (2.3) и используя данные граничные 

условия, получим решение упругой задачи (2.33) 

В момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   выполнится ус-

ловие пластичности k
rrrz


 0

 и одновременно начнется проскальзывание 

материала в окрестности внешней жесткой стенки. Поэтому условие (2.48) 

заменим следующим 

                                                0
Rrrrrz vf  .                        (2.58) 

При дальнейшем движении внешней поверхности область вязкопла-

стического течения ограничена поверхностями 0rr   и )(1 trr  . В области 

Rrtr )(1  деформирование материала происходит обратимо. В области об-

ратимого деформирования Rrtr )(1  с использованием условия (2.58) най-
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дем скорость точек среды 

    .),(,),( 1taRtcHRrtcAv    

Скорость пластических деформаций в области вязкопластического те-

чения определяется из первой зависимости (2.37). Из соотношений (2.12) и 

условия прилипания материала к внутренней поверхности  найдем скорости 

точек среды в области вязкопластического течения: 

                                             .,),(,),( 00 rrtcBrrtcAv                             (2.59) 

Положение упругопластической границы )(1 trr   задается обыкновен-

ным дифференциальным уравнением (2.51). Компонента пластических де-

формаций rzp  вычисляется по второй формуле (2.37), где  
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а функция )(rg  определяется из системы обыкновенных дифференциальных 

уравнений 
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Рис. 2.29. Распределение пластической деформации rzp  в разные моменты времени 
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Для перемещений получим 

– в области обратимого деформирования 

    ,)(2,),(,),(
1

0

01110 
r

r

dxxgrrtcBrrtcAu  

– в области течения 

    .)(2,),(,),(
0

0110 
r

r

dxxgrrtcBrrtcAu  

В момент времени 
01

ttt  , скорость движения внешнего цилиндра 

становится постоянной: 
11tav 
. Теперь область вязкопластического течения 

)(
20

trrr   ограничена поверхностями 0rr   и )(
2

trr  . В области 

Rrtr )(
2

 материал по-прежнему деформируется обратимо.  

В области обратимого деформирования Rrtr )(
2

 для скорости вы-

полняется зависимость  

    ,),(,),( 11taRtcHRrtcAv    

а в области вязкопластического течения скорость находится по формуле 

(2.59). Положение упругопластической границы )(
2

trr   задается обыкно-

венным дифференциальным уравнением (2.53). Для компоненты 
rz

p  тензора 

пластических деформаций  выполняется соотношение (2.41), в котором 

функция )(
1

rg  в интервале )(
110

trrr   совпадает с функцией )(rg , а в ин-

тервале )()(
211

trrtr   для ее определения получим систему дифференциаль-

ных уравнений 

    
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Для перемещений  в области обратимого деформирования имеем 

    ,)(2,),(,),(
2

0

102110 
r

r

dxxgrrtcBrrtcAu  

в области вязкопластического течения 
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    .)(2,),(,),(
0

10110 
r

r

dxxgrrtcBrrtcAu  

 В момент времени 
12

ttt   внешний цилиндр начинает двигаться рав-

нозамедленно со скоростью )( 2211 ttatav  . Появляется новая упруго-

пластическая граница )(
3

trr  , которая движется к центру от поверхности 

)(
22

trr  . Деформируемая область Rrr 
0

 разбивается теперь на три части: 

вязкопластическое течение происходит в области )(
30

trrr  , в области 

)()(
223

trrtr   компонента rzp  не изменяется, а в области Rrtr )(
22

 про-

должается обратимое деформирование.  

 
Рис. 2.30. Распределение напряжения rz  в разные моменты времени 

 

 

В области обратимого деформирования  Rrtr )(
22  и области  с не-

изменяющейся компонентой rzp  )()(
223

trrtr   скорость имеет вид 

    ).(),(,),( 2211 ttataRtcHRrtcAv    

В области вязкопластического течения для скоростей точек среды 

справедливо соотношение (2.59). Движущаяся упругопластическая граница 

)(
3

trr   определяется из дифференциального уравнения (2.54). Компонента 
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rz
p  тензора пластических деформаций определяется по формуле (2.41). В об-

ласти )()(
223

trrtr   пластическая деформация имеет вид (2.43), где  функ-

ция )(r  удовлетворяет дифференциальному уравнению (2.55). 

Для перемещений выполняются зависимости: 

– в области обратимого деформирования 
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– в области, в которой rzp  не изменяется, 
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   (2.61) 

– в области вязкопластического течения 

                               .)(2,),(,),(
0

10110 
r

r

dxxgrrtcBrrtcAu                 (2.62) 

 
Рис. 2.31. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 

 

В момент времени ktt   внутренний цилиндр 0
rr   останавливается, но 

граница )(3 trr   все еще не достигла 0r .  Для области обратимого деформи-

рования и области с неизменяющейся компонентой rzp  скорость вычисляется 
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из соотношения 

   ,),(,),( RtcHRrtcAv    

а в области вязкопластического течения для скоростей точек среды выполня-

ется зависимость (2.59). Для упругопластической границы )(4 trr   диффе-

ренциальное уравнение имеет вид (2.56). В области )()( 224 trrtr   компо-

нента rzp  определяется по формуле (2.43), где  функция )(r  в интервале 

)()( 223 trrtr k   является решением дифференциального уравнения (2.55), а в 

интервале )()( 34 ktrrtr   удовлетворяет уравнению (2.57). Для перемещений 

остаются справедливыми зависимости (2.60)-(2.62).  

В момент времени 
3

tt   упругопластическая граница )(4 trr   достигает 

внутренней поверхности и в этот же момент на внешней поверхности вновь 

выполняется условие прилипания. Деформируемая область Rrr 
0

 разби-

вается теперь на две части: в области )(
220

trrr   компонента rzp  не изме-

няется,  в области Rrtr )(
22

 материал деформируется обратимо. Дальней-

шая разгрузка связана с уменьшением напряжения 
rr

  до нуля. В конечный 

момент разгрузки перемещения имеют вид 

– в области обратимого деформирования 
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– в области с неизменяющейся компонентой rzp  тензора пластических де-

формаций 
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На рисунке 2.29 изображено распределение компоненты rzp  тензора 

пластических деформаций, а на рисунке 2.31 – распределение перемещений  

в моменты времени 1   (пунктирная линия), 2   (штриховая линия) и 

3   (сплошная линия). Рисунок 2.30 показывает напряжение rz  в моменты 



 76 

времени 
0   (пунктирная линия), 

1   (сплошная линия) и 
k   (штри-

ховая линия). 

 

2.3. Прямолинейное течение в упруговязкопластическом  цилиндриче-

ском слое при возможном двустороннем проскальзывании материала 

 

2.3.1. Обратимое деформирование и вязкопластическое течение 

 

Как и ранее, рассмотрим деформирование цилиндрического слоя не-

сжимаемого упруговязкопластического материала, расположенного между 

двумя жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхностями 
0

rr    и 

Rr   (
0

rR  ). Полагаем, что внешний цилиндр закреплен, а внутренняя по-

верхность равноускоренно движется 

.
2

,,0
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1
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На границах 0rr   и Rr   выполняется условие прилипания:  

                                               0 rrrz f  .                                       (2.63) 

 Решение упругой задачи имеет вид (2.4). Положим, как и в первом слу-

чае 
f

k
0

, тогда проскальзывание на внутренней поверхности начнется до 

возникновения пластического течения на ней же. 

В некоторый момент времени *tt   на границе 0rr   неравенство 

(2.63) обратится в равенство и материал начнет проскальзывать в окрестно-

сти внутреннего цилиндра. Условие (2.63) для границы 0rr   заменим усло-

вием (2.6), а на границе Rr   оно будет по-прежнему выполняться. Новое 

граничное условие (2.6) приведет к изменению функции )(tc  в соотношениях 

(2.4). Для нее получим дифференциальное уравнение (2.7), решением которо-

го будет функция (2.8). Для скоростей, перемещений и напряжений частиц 
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деформируемой среды выполняются зависимости (2.4), в которых функция 

)(tc  определяется по формуле (2.8). 

В некоторый момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   вы-

полнится условие пластичности k
rrrz 

 0
 . Момент времени 0tt   начала 

вязкопластического течения определим из уравнения 
00

)( krtc  . 

Развивающаяся с момента времени 0tt   область вязкопластического 

течения )(10 trrr   ограничена поверхностями 0rr   и )(1 trr  . В области 

Rrtr )(1  материал по-прежнему деформируется обратимо.  

В области обратимого деформирования Rrtr )(1  интегрированием 

уравнений равновесия (2.3) в условиях прилипания на поверхности Rr   по-

лучим соотношения (2.9). 

В области вязкопластического течения компонента p

rz  тензора скоро-

стей пластических деформаций определяется из зависимости (2.10), а компо-

нента rzp  тензора пластических деформаций – из выражения (2.15). Скорость 

точек среды имеет вид (2.13). Положение упругопластической границы 

)(1 trr   в каждый момент времени задается обыкновенным дифференциаль-

ным уравнением (2.14). Для неизвестной функции интегрирования )(rg в 

(2.15) также получим систему дифференциальных уравнений (2.16). Компо-

нента перемещений в области вязкопластического течения вычисляется по 

формуле (2.18). 

В некоторый момент времени stt  , который определяется из уравне-

ния Rftc s 0)(   на границе Rr   неравенство (2.63) обратится в равенство, 

т.е. материал начнет проскальзывать и в окрестности внешнего цилиндра. В 

таком движении потребуем выполнения условия (2.49). 

Область вязкопластического течения )(
20

trrr   теперь ограничивает-

ся поверхностями 0rr   и )(
2

trr  . В области Rrtr )(
2  по-прежнему про-
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исходит обратимое деформирование, )(
2

tr  – новая движущаяся граница об-

ласти вязкопластического течения.  

В области обратимого деформирования, интегрируя уравнения равно-

весия, получим 

                              .),(,),(,
)(

RtcHRrtcAv
r

tc
rz                        (2.64) 

 

Рис. 2.32. Упругопластические границы 
R

r1  и 
R

r2  

 
 

Интегрируя второе соотношение (2.64) по времени и учитывая непре-

рывность перемещения в момент времени stt  , получим компоненту пере-

мещений в области обратимого деформирования 

                              .
)()()(

,),( 011






ss ttf

R

tctc
RrtcAu





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В области вязкопластического течения для скорости выполняется зави-

симость (2.13). Из условия равенства скоростей на упругопластической гра-

нице )(2 trr   получим для нее дифференциальное уравнение  

               .0,,,,,, 120202202  taRkrHrkrHrrkrBRrrkA     (2.66) 
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Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  выполняется 

соотношение (2.21), в котором функция )(
1

rg  в интервале )(10 strrr   сов-

падает с функцией )(rg , а в промежутке )()( 21 trrtr s   выражается из сис-

темы дифференциальных уравнений 
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 Из (2.5), (2.17), (2.21) и условия непрерывности компоненты вектора 

перемещений на упругопластической границе )(
2

trr   найдем перемещение 

в области течения. 
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Пусть, начиная с момента времени sttt  1 , скорость движения внут-

ренней цилиндрической поверхности становится постоянной: 
11

tav 
. Те-

перь область вязкопластического течения )(30 trrr   ограничена поверхно-

стями 0rr   и )(3 trr  . В области Rrtr )(3  происходит обратимое дефор-

мирование материала.  

 

Рис. 2.33. Изменение упругопластической границы  
R

r3  



 80 

В области обратимого деформирования Rrtr )(3
 выполняются зави-

симости (2.64) и (2.65). В области вязкопластического течения )(30 trrr   

для скоростей точек среды получим соотношение (2.19) 

Положение упругопластической границы )(3 trr   в каждый момент 

времени задается обыкновенным дифференциальным уравнением, следую-

щим из условия непрерывности скоростей при )(3 trr   и равенства 

)()( 3 tkrtc  , 

              .0,,,,,, 1130303303  taRkrHrkrHrrkrBRrrkA        (2.67) 

 Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  из (2.10) и 

(2.12) имеем 

                                                  )(
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2
1 rgkt
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Здесь функция )(2 rg  – неизвестная функция интегрирования. В интервале 

)( 120 trrr   она совпадает с функцией )(1 rg , а в области )()( 312 trrtr   для 

ее определения получим систему дифференциальных уравнений 

      
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Из (2.5), (2.17), (2.68) и условия непрерывности компоненты вектора 

перемещений на упругопластической границе )(3 trr   найдем в области пла-

стического течения 

    
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
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r

r

ss ttf

R

tctc
dxxgrrtcBRrtcAu
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




 

 После того, как движение становится равномерным ( 1
tt  ), упругопла-

стическая граница )(3 trr   асимптотически приближается к своему предель-

ному значению и далее область течения не увеличивается.  

На рисунке 2.32 изображено изменение границ 
R

r1  и 
R

r2 , а на рисунке 
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2.33 – изменение границы 
R

r3  со временем. 

 

2.3.2. Торможение вязкопластического течения и разгрузка среды 

 

Положим теперь, что с некоторого момента времени 
12

ttt   внутрен-

ний цилиндр начинает двигаться равнозамедленно со скоростью 

)(
2211

ttatav  . Торможение продолжается до полной остановки внут-

ренней поверхности. Конечным моментом торможения является момент вре-

мени ktt   (2.22). Изменение в режиме нагружения приводит к возникнове-

нию новой упругопластической границы )(4 trr  , которая движется к центру 

от стационарной поверхности )( 23 trr  . Деформируемая область Rrr 
0

 

разбивается на три части: вязкопластическое течение продолжается в области 

)(40 trrr  , в области )()( 234 trrtr   компонента rzp  перестает изменяться, 

а в области Rrtr )( 23  материал деформируется обратимо.  

 

Рис. 2.34. Упругопластические границы 
R

r4  и 
R

r5  
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Для области обратимого деформирования  Rrtr )( 23  остаются спра-

ведливыми зависимости (2.64) и (2.65). В области с неизменяющейся компо-

нентой rzp  скорость вычисляется по второй формуле (2.64). В области вязко-

пластического течения для скоростей точек среды выполняется зависимость 

(2.23). Движущаяся упругопластическая граница )(4 trr   определяется из 

обыкновенного дифференциального уравнения 

        0)(,,,,,, 221140404404  ttataRkrHrkrHrrkrBRrrkA  . (2.69) 

Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций остается вер-

ным соотношение (2.68).  

 
Рис. 2.35. Распределение пластической деформации rzp  в разные моменты времени 

 

 

В области )()( 234 trrtr   пластическая деформация rzp  имеет вид 

                                 
 
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.                             (2.70) 

Для определения функции )(r  из (2.69) получим дифференциальное уравне-

ние 
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  (2.71) 
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Из первых зависимостей (2.5) и (2.64), уравнения (2.17), соотношения 

(2.70) и условия непрерывности перемещений на упругопластической грани-

це )( 23 trr   в области с неизменяющейся компонентой rzp  найдем 
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Из условия непрерывности перемещений на движущейся границе 

)(4 trr   в области вязкопластического течения получим 
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В момент времени att  , для которого выполняется равенство 

Rftc a 0)(  , на внешней границе Rr   вновь выполнится условие прили-

пания   0
Rrrrrz f  . С этого момента времени условие (2.49) вновь 

следует заменить неравенством (2.63). 

 
Рис. 2.36. Распределение напряжения rz  в разные моменты времени 
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Деформируемая область Rrr 
0

 состоит из трех частей: вязкопласти-

ческое течение продолжается в области )(50 trrr  , в области 

)()( 235 trrtr   компонента rzp  не изменяется, а в области Rrtr )( 23  про-

исходит обратимое деформирование.  

Для области обратимого деформирования  Rrtr )( 23  в этом случае 

получим 

            .
)()()(

,),(,,),( 011






sasa ttf

R

tctc
RrtcAuRrtcAv





    (2.72) 

В области )()( 235 trrtr   скорость вычисляется по первой формуле 

(2.72). В области вязкопластического течения для скоростей точек среды вы-

полняется зависимость (2.23). Значение движущейся упругопластической 

границы )(5 trr   в каждый момент времени определяется из обыкновенного 

дифференциального уравнения  

              0)(,,,,, 22110505505  ttatarkrHrrkrBRrrkA  .     (2.73) 

Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций в области вяз-

копластического течения остается верным соотношение (2.68). В области 

)()( 235 trrtr   пластическая деформация rzp  имеет вид (2.70). В интервале 

)()( 234 trrtr a   для определения функции )(r  следует использовать диф-

ференциальное уравнение (2.71), а в интервале )()( 45 atrrtr   –  уравнение 

(2.26) с начальным условием atr )( 4 . 

В области с неизменяющейся компонентой rzp  перемещение имеет вид 
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       (2.74) 

В области вязкопластического течения получим 
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В некоторый момент времени 
k

ttt 
3

 упругопластическая граница 

)(5 trr   доходит до внутренней границы 0rr  . Деформируемая область 

Rrr 
0

 разбивается теперь на две части: в области )( 230 trrr   компонен-

та rzp  не изменяется, в области Rrtr )( 23  материал деформируется обра-

тимо. С момента времени 
3

tt   скорость становится одинаковой во всей об-

ласти деформирования и вычисляется по первой зависимости (2.72). Исполь-

зуя эту формулу и условие (2.6) получим дифференциальное уравнение для 

функции )(tc  (2.28), решением которого будет функция (2.29). Соотношения 

(2.72) и (2.74) остаются справедливыми, только в этом случае для функции 

)(tc  следует использовать выражение (2.29). 

 
Рис. 2.37. Распределение перемещений в разные моменты времени 
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В момент времени 
k

tt   внутренний жесткий цилиндр останавливается. 

С этого момента времени функция )(tc  удовлетворяет дифференциальному 

уравнению (2.30) и имеет вид (2.31). 

В момент времени  
4

tt   на внутренней границе выполнится равенство 

  0
0


rrrrrz

f . С этого момента времени напряжения, деформации и пе-

ремещения перестают изменяться. Дальнейшая разгрузка связана с уменьше-

нием напряжения 
rr

 . В конечный момент разгрузки перемещения в области 

обратимого деформирования примут форму 

.
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В области с накопленными пластическими деформациями перемеще-

ния будут определяться формулой 
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На рисунке 2.34 изображено изменение границ 
R

r4  и 
R

r5  со временем. 

Распределение пластической деформации показано на рисунке 2.35 в момен-

ты времени s   (сплошная линия), 1   (штриховая линия) и 3   

(штрихпунктирная линия). Рисунок 2.36 иллюстрирует распределение на-

пряжения в моменты времени s   (штриховая линия), 1   (штрихпунк-

тирная линия) и k   (сплошная линия). На рисунке 2.37 показано распре-

деление перемещений в моменты времени 1   (пунктирная линия), a   

(штриховая линия) и k   (сплошная линия). 

 

 

 

 

 



 87 

2.3.3. Деформирование среды при движении внешнего жесткого 

цилиндра 

 

Пусть теперь внешний цилиндр движется равноускоренно, а внутрен-

ний жестко закреплен  

.
2

,,0
2

1
1

00

ta
utavuv

RrRrrrrr
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













  

Полагаем также, что до некоторого момента времени *tt   на границах 

0rr   и Rr   выполняется условие (2.63). Интегрируя уравнения равновесия 

(2.3), получим соотношения (2.33). В момент времени *tt   на границе 0rr   

неравенство (2.63) обратится в равенство, и материал начнет проскальзывать 

в окрестности внутренней жесткой стенки. Условие (2.63) заменим зависимо-

стью (2.34), которая приведет к изменению функции )(tc  в (2.33). Функция 

)(tc  удовлетворяет дифференциальному уравнению (2.35) и имеет вид (2.36). 

В момент времени 0tt   на внутренней границе 0rr   выполнится ус-

ловие пластичности k
rrrz


 0

.  

При дальнейшем движении внешней поверхности область вязкопла-

стического течения ограничена поверхностями 0rr   и )(1 trr  . В области 

Rrtr )(1  материал деформируется обратимо. В области обратимого де-

формирования интегрированием уравнений равновесия (2.3) в условиях при-

липания на поверхности Rr   установим, что выполняются  соотношения  

(2.33). Для области вязкопластического течения в этом случае следуют соот-

ношения (2.37) и (2.38). Положение упругопластической границы )(1 trr   в 

каждый момент времени задается обыкновенным дифференциальным урав-

нением (2.14). Функция )(rg  находится из решения системы уравнений 

(2.39) и (2.40). 
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В момент времени stt  , который определяется из уравнения 

Rftc s 0)(   теперь уже на границе Rr   неравенство (2.63) обратится в ра-

венство, т.е. материал начнет проскальзывать и в окрестности внешнего ци-

линдра. В таком движении потребуем выполнения условия (2.58). 

Область вязкопластического течения )(
20

trrr   ограничена поверх-

ностями 0rr   и )(
2

trr  . В области Rrtr )(
2

 материал по-прежнему де-

формируется обратимо.  

В области обратимого деформирования перемещение и скорость при-

нимают форму 
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В области вязкопластического течения для скорости выполняется тре-

тья зависимость (2.37). Из условия равенства скоростей на упругопластиче-

ской границе )(2 trr   получим для нее дифференциальное уравнение (2.66). 

Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций  выполняется второе 

соотношение (2.37), в котором функция )(
1

rg  в интервале )(10 strrr   сов-

падает с функцией )(rg , а в интервале )()( 21 trrtr s   для ее определения 

служит система дифференциальных уравнений 
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 Из (2.5), (2.17), второй зависимости (2.37) и условия непрерывности 

компоненты вектора перемещений на упругопластической границе )(
2

trr   

найдем в области течения 
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Пусть, начиная с момента времени 
01

ttt  , скорость движения внеш-

ней цилиндрической поверхности становится постоянной: 11tav
Rr





. Те-

перь область вязкопластического течения ограничена поверхностями 0rr   и 

)(3 trr  . В области Rrtr )(3  материал по-прежнему деформируется обра-

тимо.  

 
Рис. 2.38. Распределение пластической деформации в разные моменты времени 

 
 

В области обратимого деформирования Rrtr )(3  перемещение и 

скорость имеют вид 

 

    .),(,),(

,
)()()(

2
,),(

11

011

2

1
11

taRtcHRrtcAv

ttf

R

tctcta
ttaRrtcAu ss














  

 В области вязкопластического течения для скорости точек среды вы-

полняется третье соотношение из (2.37). Положение упругопластической 

границы )(3 trr   в каждый момент времени задается дифференциальным 

уравнением (2.67). Для компоненты rz
p  тензора пластических деформаций  

имеем 

                                                   )(
)(1

2
1 rgkt
r

tс
prz 











.                           (2.75) 
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Здесь функция )(2 rg  в интервале )( 120 trrr   совпадает с функцией )(1 rg , а 

в интервале )()( 312 trrtr   для ее определения получим систему дифферен-

циальных уравнений 
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Перемещение в области вязкопластического течения определяется по 

формуле 

   

.
)()()(

2
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1
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2311
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R
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
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 
 

С некоторого момента времени 
12

ttt   внешний цилиндр начинает 

двигаться равнозамедленно со скоростью )( 2211 ttatav
Rr





. Деформи-

руемая область Rrr 
0

 разбивается теперь на три подобласти: вязкопла-

стическое течение продолжается в области )(40 trrr  , в области 

)()( 234 trrtr   компонента rzp  перестает изменяться, а в области 

Rrtr )( 23  происходит обратимое деформирование.  

Для области обратимого деформирования  Rrtr )( 23  получим 

       
 
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

   (2.76) 

В области с неизменяющейся компонентой rzp  для скорости справед-

ливо второе соотношение (2.76). В области вязкопластического течения для 

скоростей точек среды выполняется третья зависимость из (2.37). Движущая-

ся упругопластическая граница )(4 trr   определяется из обыкновенного 

дифференциального уравнения (2.69). 

В области )()( 234 trrtr   компонента rzp  имеет вид 
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Для определения функции )(r  получим дифференциальное уравнение 

(2.71). В области с неизменяющейся компонентой rzp  перемещение опреде-

ляется по формуле 
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а в области вязкопластического течения по соотношению 
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В момент времени att  , для которого выполняется равенство 

Rftc a 0)(  , на внешней границе Rr   вновь выполнится условие прилипа-

ния   0
Rrrrrz f  . С этого момента времени условие (2.58) вновь сле-

дует заменить неравенством (2.63). 

Деформируемая область Rrr 
0

 состоит из трех частей: вязкопласти-

ческое течение продолжается в области )(50 trrr  , в области 

)()( 235 trrtr   компонента  rzp  не изменяется, а в области Rrtr )( 23  ма-

териал деформируется обратимо.  

Для области обратимого деформирования  Rrtr )( 23  в этом случае 

получим 
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   (2.78) 

В области )()( 235 trrtr   скорость вычисляется по второй зависимости 

(2.78). В области вязкопластического течения для скоростей точек среды вы-
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полняется третье соотношение (2.37). Значение движущейся упругопластиче-

ской границы )(5 trr   в каждый момент времени находим из обыкновенного 

дифференциального уравнения (2.73). 

 
Рис. 2.39. Распределение напряжения в разные моменты времени 

 

 

Для компоненты 
rz

p  тензора пластических деформаций в области вяз-

копластического течения остается верным соотношение (2.75). В области 

)()( 235 trrtr   компонента rzp  имеет вид (2.77). В интервале 

)()( 234 trrtr a   функция )(r  определяется из дифференциального уравне-

ния (2.71), а в интервале )()( 45 atrrtr   – из уравнения (2.26) с начальным 

условием atr )( 4 . 

В области с неизменяющейся компонентой rzp  тензора пластических 

деформаций перемещение имеет вид 

 
 

,
)()()(

)(
22

)(2)(
)(2

,),(

0112

2
2

2

1

112
1

33












sasa

r

r

r

r

ttf

R

tctc
tt

ata

ttadxxgdxxk
x

xс
RrtcAu















 

    

В области вязкопластического течения получим 
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В некоторый момент времени 
k

ttt 
3

 выполнится равенство: 

035 )( rtr  . Деформируемая область Rrr 
0

 разбивается теперь на две части: 

в области )( 230 trrr   компонента rzp  не изменяется,  в области 

Rrtr )( 23  материал деформируется обратимо. С момента времени 
3

tt   

скорость становится одинаковой во всей области деформирования и вычис-

ляется по второй формуле (2.78). Для функции )(tc  получим дифференци-

альное уравнение (2.44), решением которого является функция (2.45). 

 
Рис. 2.40. Распределение перемещений в разные моменты времени 

 
 

В момент времени k
tt   внешний жесткий цилиндр останавливается. 

Интегрируя уравнения равновесия в области  Rrtr )( 23 , получим 
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В области )( 230 trrr   скорость вычисляется по второй зависимости из 

(2.79), а для перемещения имеем 
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Функция )(tc  имеет вид (2.47). 

В момент времени  
4

tt   на внутренней границе выполнится равенство 

  0
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f . С этого момента времени напряжения, деформации и пе-

ремещения перестают изменяться. Дальнейшая разгрузка связана с уменьше-

нием радиального напряжения 
rr

 . В конечный момент разгрузки в  области 

обратимого деформирования для перемещений получим 
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а в области с накопленными пластическими деформациями перемещения бу-

дут определяться формулой 
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Распределение компоненты rzp  изображено на рисунке 2.38 в моменты 

времени s  , 1   и 3   пунктирной, штриховой и сплошной линиями 

соответственно. Рисунок 2.39 иллюстрирует распределение напряжений в 

моменты времени s   (штриховая линия), 1   (сплошная линия) и k   

(штрихпунктирная линия). Перемещения показаны на рисунке 2.40  в момен-

ты времени 1   (штрихпунктирная линия), a   (штриховая линия) и 

k   (сплошная линия). 
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Глава 3. Неизотермическое деформирование  

упруговязкопластического плоского тяжелого слоя 

 

Деформационные и тепловые процессы всегда взаимосвязаны. Дефор-

мирование вызывает тепловыделение, а изменение температуры может вы-

зывать деформирование тела, в том числе и необратимое. Такие процессы 

могут рассматриваться лишь в рамках модели больших деформаций, так как 

хотя бы в областях течения деформации не являются малыми. Изучение же 

закономерностей продвижения упругопластических границ и формирования 

уровня и распределения остаточных напряжений приводит к необходимости 

учета упругих свойств материала при его вязкопластическом течении. 

Заметим, что нелинейная теория вязкопластических течений в модели 

Шведова - Бингама [81, 89] привела к заметному продвижению в моделиро-

вании технологий смазки, нефтедобычи и нефтепередачи, прокатки, волоче-

ния и формовки металлоизделий. Созданные на такой основе расчетные ме-

тодики [81, 108] во многом опираются на полученные в рамках математиче-

ской модели Шведова - Бингама точные решения [23, 82] модельных задач. 

Последние послужили также развитию теории вариационных неравенств 

[172] и созданию на такой основе алгоритмов расчетов. 

Очевидно, что отказ от предположения о недеформируемости жестких 

ядер и застойных зон, связанный с учетом упругих свойств материалов, су-

щественно усложняет как построение моделей [24, 109, 167], так и особенно-

сти постановок краевых задач [9]. Тем более это относится к случаю учета в 

рамках модели теплофизических эффектов деформирования. 

Постановка краевых задач в такой существенно нелинейной теории, где 

область деформирования разбивается на части, в которых процессы дефор-

мирования подчинены принципиально различным системам уравнений с не-

известными заранее и продвигающимися границами, вызывает трудности, 

неразрешимые в общем случае. Для этого могут оказаться исключительно 
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полезными постановки задач в простейших модельных случаях и получае-

мые на такой основе решения. Точные решения в модели больших упруго-

пластических деформаций без учета связанности процессов деформирования 

и теплопередачи получены сравнительно недавно [11, 12, 18, 20, 46]. 

Здесь рассмотрим простейшую связанную краевую задачу процессов 

теплопроводности и деформирования, когда вязкопластическое течение пря-

молинейно и одномерно. Таким оно оказывается в тяжелом слое упруговяз-

копластического материала, расположенном на наклонной плоскости и на-

греваемом на его свободной поверхности. Задача решается в квазистатиче-

ской постановке и, следуя подходу [11, 12, 18, 20, 46], обратимые деформа-

ции считаем малыми настолько, что при вычислении по ним напряжений 

можно пренебречь их кубами. Последнее равносильно тому, что не учитыва-

ется тепловое расширение в поперечном сечении слоя. 

 

3.1. Обратимое деформирование  

 

Рассмотрим тяжелый слой высоты h  

несжимаемого упруговязкопластического ма-

териала, помещенный на наклонную плос-

кость (рис. 3.1).  Полагаем, что в промежуток 

времени *0 tt  , пока пластическое течение 

отсутствует, краевые условия задачи имеют 

вид 
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 (3.1) 

Здесь  21 xuu   – единственная отличная от нуля компонента   вектора  пе-

ремещений, )(tG  – задаваемая функция.  

Рис. 3.1 
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Ненулевыми компонентами тензора Альманси в рассматриваемом слу-

чае будут 
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Для компонент напряжений, следуя (1.42), с точностью до слагаемых 

второго порядка малости по 
2,1u , найдем 
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Пренебрегая далее силами инерции (квазистатическое приближение), 

интегрируя уравнения равновесия 
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где   – плотность материала, g  – ускорение свободного падения,   – угол 

наклона плоскости, используя условия (3.1), получим распределение напря-

жений в слое 

                         ).(),( 22222112 xhgxhg                              (3.5) 

Уравнение теплопроводности (1.37), учитывая соотношения (3.2) и 

(3.3), принимает вид 
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Уравнение (3.6) с использованием краевых условий (3.1) и начального 

условия 0
0


t
  решается численно. Для расчетов использовался пакет 

Mathematica, функция )(tG  полагалась линейной: ttG )( , где   – задавае-

мая постоянная. 

Согласно соотношению (1.44) условие пластичности в рассматривае-

мом случае впервые выполнится на плоскости 02 x  в форме 
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                                                  *)(
012

2
tk

x



 .                                       (3.7) 

Зависимость предела текучести ),( 2 txk  от температуры примем в виде 
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где 0k  – предел текучести при комнатной температуре, 
pl  – температура 

плавления. Условия (3.7) и (3.8) с известной температурой ),( 2 tx  позволяют 

определить момент начала пластического течения *t  из уравнения 
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Перемещение в слое по известной температуре ),( 2 tx  согласно (3.3) и 

(3.5) определяется интегрированием уравнения 

                                           




l

xhg
u






)( 21
2,1                                            (3.9) 

с использованием граничного условия (3.1). Компоненты напряжений 11 , 

22  и 33  вычисляются согласно формулам (3.3). 

 
Рис. 3.2. Распределение температуры в разные моменты времени 
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Распределения температуры   и перемещений 
h

u
 по слою в момент 

времени ** t   приведено на рис. 3.2 (сплошная линия) и 3.3 соответствен-

но. Значения постоянных, соответствующие алюминию, принимались сле-

дующие: 

.0009.0,0005.0,065.646

,52.2798,01.0,104.5
g

,0.00229796

31

1

2

2

710



 










 h

qlhk

 

Заметим, что если начальная высота слоя 
1

0

g

k
h


  [44], то пластическое 

течение происходит и без изменения температуры под действием его собст-

венного веса, поэтому в полученном решении выбиралось 
1

0

g

k
consth


  

(тепловым расширением пренебрегаем). 

 
Рис. 3.3. Распределение перемещений в момент начала вязкопластического течения 
 

Согласно формуле (1.9) для компонент деформаций выполняются со-

отношения 

                   .
2

3
,

2

1
,

2

1 2
1222

2
12112,11212 mmmmumd                 (3.10) 
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3.2. Вязкопластическое течение 

 

Начиная с момента времени *tt  , от границы 02 x  развивается об-

ласть течения, которая занимает слой )(0 2 trx  , в слое hxtr  2)(  мате-

риал деформируется обратимо. Таким образом )(2 trx   – движущаяся гра-

ница области вязкопластического течения. Напряжения в области обратимого 

деформирования и уравнение теплопроводности имеют вид (3.5) и (3.6). 

В области вязкопластического течения )(0 2 trx  , учитывая, что две 

последние зависимости (3.10) в силу непрерывности компонент обратимых 

деформаций на упругопластической границе )(2 trx   справедливы и в слое 

)(0 2 trx  , согласно формуле Мурнагана (1.32) при 0ijp  получим 

           

.4)(

,)(2,4)(),(

)183()6()(2)2(

2
12122

1212
2
121111

22
1

2
1233

mlts

mlmtsts

mbp













 (3.11) 

В соотношениях (3.11) оставлены слагаемые до второго порядка 12m . С 

другой стороны, интегрируя уравнения равновесия и учитывая условие не-

прерывности компонент напряжений при )(2 trx  , получим, что и в области 

вязкопластического течения для компонент напряжений справедливы зави-

симости (3.5). 

Используя пластический потенциал (1.44) и следуя ассоциированному 

закону пластического течения (1.19), получим, что в области )(0 2 trx   

выполняется соотношение 

                                                   pk 1212   .                                       (3.12) 

Сравнение формул (3.5) и (3.12) позволяет найти скорость пластиче-

ских деформаций 
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Учитывая равенство нулю p
12  на границе )(2 trx  , из (3.13) получим 

уравнение для определения данной границы: 
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 .                        (3.14) 

Уравнение теплопроводности (1.40) в области течения с учетом соот-

ношений (3.5), (3.12) и (3.13) принимает форму 
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                 (3.15) 

Для температуры   выполняются граничные условия (3.1). Также при-

мем, что при )(2 trx   искомая функция   и ее производная 
2x


 непрерыв-

ны. Непрерывна и температура в момент начала пластического течения 

*tt  . 

Для решения уравнений (3.6) , (3.14) и (3.15) используется конечно-

разностный метод. В области обратимого деформирования на пространст-

венно-временную область hxtr  2)( , plttt * , где plt  – момент времени, 

когда температура на верхней границе слоя достигнет температуры плавле-

ния, наносится конечно-разностная сетка  

     221
1

1 ,1*,;,0,
21

NjtjhtNirihx jj
ihh              (3.16) 

с пространственным шагом 
1

1)1(
1 N

r j

h
  и шагом по времени 

2

*)(

2 N

ttplh


 . 

Здесь величина 1jr  означает значение упругопластической границы на вре-

менном шаге 1j .  В области вязкопластического течения берется следую-

щая конечно-разностная сетка:  

              2233 ,1*,;,0,
23

NjtjhtNiihx j
ihh                        (3.17) 
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с пространственным шагом 
3

1

3 N
r j

h


   и тем же временным шагом 2h .  

На сетках (3.16) и (3.17) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2 , значения 

которых известны и обозначают температуру на временном шаге j  в облас-

тях обратимого и необратимого деформирования соответственно. Для нахо-

ждения значений этих функций 11 j
i , 12 j

i  на шаге 1j  в уравнениях (3.14) 

и (3.15) заменим дифференциальные операторы отношением конечных раз-

ностей [114] и получим следующие соотношения: 
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 (3.18) 

.1,1),(
2

1)(
)(

222222

)2(

)(

2
21

32
2
3

2

031

1

31

2
3

1
1

11
1

2

1

3

2
3

2
1

2
3

1










































































NihhOkihhg
ihhg

h
q

hl

ihhlg

pl

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i

j
i
















 (3.19) 

 К уравнениям (3.18) и (3.19) добавим краевые и начальные условия в  

форме 
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*),(2 3
0 tihi   .                                                       

Уравнение для определения упругопластической границы (3.4) тогда 

примет вид 
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Система (3.18)-(3.21) далее решается в пакете Mathematica с использо-
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ванием метода прогонки [114]. Таким образом, получаем распределение тем-

пературы и значение упругопластической границы на каждом j -м шаге по 

времени. 

Построенная конечно-разностная схема для решения квазилинейных 

уравнений (3.6) и (3.15) является абсолютно устойчивой [114], и шаг 2h  вы-

бирается только из соображений точности. Кроме того, сходимость данной 

конечно-разностной схемы проверялась прогонами модели на сужающихся 

сетках.  

 
Рис. 3.4. Распределение перемещений в момент времени pl  

 

 

Кинематика среды в нашем случае задается соотношениями 

    

,'
2

1
,'

2

1

,'
2

1
,

,2
2

1

,2
2

1

1212
1212121221

1212
121212

1212
2
12222222

1212
2
12111111

t

p

t

m
vvrr

v
t

d

dt

dd
pmd

pmmpmd

pmmpmd

pe























 

12122211

121212
22

22121212
11

11

2

),(2),(2

m

rp
dt

dp
rp

dt

dp

ppp

pppp








 

Используя данные зависимости, найдем компоненту пластических де-



 104 

формаций 12p  

 dtp p
1212  , 

принимая во внимание условие 0*)(12 tp . 

Из (3.5) и (3.11) в области течения )(0 2 trx   найдем 

)(2

)( 21
12





l

xhg
m




 . 

Тогда перемещение в области вязкопластического течения с учетом 

первого условия из (3.1) можно вычислить из дифференциального уравнения 

)(2 1212

2

pm
x

u





. 

 

 

Рис. 3.5. Изменение границы области вязкопластического течения htr /)(  

со временем   

 
 

В области обратимого деформирования компонента перемещения оп-

ределяется из уравнения  

12

2

2m
x

u





 

и условия ее непрерывности на упругопластической границе )(2 trx  . 

Распределение температуры по слою в моменты времени *1    

(штриховая линия) и pl   (штрих-пунктирная линия) представлены на рис. 



 105 

3.2. Распределение перемещений в момент времени 
pl  приведено на рис. 

3.4. Изменение границы области вязкопластического течения htr /)(  со вре-

менем   иллюстрирует рис. 3.5. 

Полученное решение модельной задачи о сползании тяжелого слоя с 

наклонной плоскости за счет только температурного воздействия показывает, 

что методика расчетов формования изделий в условиях сдвиговых нагрузок 

на оснастку обязана учитывать связанность процессов деформирования и ра-

зогрева за счет деформирования. Особенно это относится к процессам, про-

текающим при повышенных температурах, когда процесс нагревания пред-

шествует моменту приложения нагрузок. Предварительный натяг оснастки 

может вызвать неконтролируемый процесс приповерхностного течения фор-

муемого материала, выводящий технологию на недопустимые режимы. 

Возможность стендового осуществления модельных постановочных 

условий задачи предопределяет использование ее решения для обработки 

специальных экспериментов по определению зависимостей пределов текуче-

сти материалов от температуры. Известно, что фундаментальная механика 

деформирования именно в этом испытывает определенные трудности. 

Найденное решение может оказаться полезным при расчетах парамет-

ров волнообразования дорожного полотна на склонах в жаркие летние меся-

цы, когда, как известно, нежелательное явление осуществляется даже без на-

личия силовых воздействий на полотно. 
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Глава 4. Неизотермическое деформирование упруговяз-

копластического плоского горизонтального слоя 

 

В данной главе приводится численное решение задачи о неизотермиче-

ском деформировании плоского слоя, расположенного на жесткой горизон-

тальной поверхности. Деформирование осуществляется за счет движения 

слоя, к верхней границе которого прилагается сдвиговая нагрузка, а его ниж-

ний край трется о жесткую поверхность.  Трение материала вызывает его ра-

зогрев, что приводит к связанной задаче процессов теплопроводности и де-

формирования. В рамках теории больших деформаций рассмотрено упругое 

равновесие материала, зарождение и развитие вязкопластического течения 

при увеличении сдвиговой нагрузки, развитие течения при постоянном и 

уменьшающемся напряжении, разгрузка и охлаждение. 

 

4.1. Постановка задачи. Упругое деформирование  

 

Рассмотрим задачу о проскальзывании слоя несжимаемого упруговяз-

копластического материала высоты h  при движении его по горизонтальной 

плоскости за счет приложения 

сдвиговой нагрузки к верхнему 

краю слоя. Решение будем ис-

кать в классе функций 

),( 21 txuu  , ),( 21 txvv  .  

При выбранной кинема-

тике движения отличными от 

нуля будут компоненты 12d  и 22d  тензора деформаций Альманси и компо-

ненты 11 , 12 , 22  и 33  тензора напряжений.  

На верхней границе слоя заданы следующие краевые условия 

Рис. 4.1 
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                               022112
22

, at
hxhx



 ,                                       (4.1) 

где 1  и 0a  – задаваемые постоянные. 

Пока верно соотношение  

                                             2212  f ,                                                    (4.2) 

где f  – задаваемый коэффициент сухого трения,  на нижней границе упруго-

вязкопластического слоя выполняются  условия прилипания  

                                                0,0
00 22


 xx
vu .                                          (4.3) 

При увеличении со временем напряжения 12  согласно первому соот-

ношению (4.1) первоначально происходит только упругое деформирование 

материала.  

Для отличных от нуля компонент тензора деформаций в рассматривае-

мом случае получим 

                       
2

1
2,1

2
2,1222,112 ,

2

1
,

2

1

x

u
uudud




 .                           (4.4) 

Воспользовавшись зависимостью (1.42) для компонент напряжений 

найдем с точностью до слагаемых второго порядка малости по компонентам 

градиента перемещений            

    2,112

2

2,111

2

2,13322 ,,)(
2

1
)2( uussubp   .  (4.5) 

Пренебрегая далее силами инерции (квазистатическое приближение) из 

уравнений равновесия  

                                           0,0
2

22

2

12 









xx


                                      (4.6) 

найдем, что компоненты напряжений 12  и 22  не зависят от координаты 2x , 

т.е. постоянны по слою упруговязкопластического материала. Интегрируя 

уравнения равновесия (4.6) и учитывая краевые условия (4.1), находим 

                                           022112 , at   .                                        (4.7) 

Рис. 1. 
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Из третьего соотношения (4.5),  выражений (4.7) и условия прилипания 

(4.3) имеем 

                                         






 211
2,1 ,

tx
u

t
u  .                                       (4.8) 

Для компонент напряжений из (4.5), (4.7) и (4.8) получаем 

                                     .,
22

1
01103322






t
aa                           (4.9)         

Компоненты упругих деформаций согласно (1.9) найдем из системы 

уравнений                                                 















.2

,02

,2

2,112

2
1211

2
2,1

2
1222

ue

ee

uee

 

Таким образом, через поле перемещений (4.8) упругие деформации вы-

ражаются зависимостями 

                                
2

1222

2

1211
1

12
2

3
,

2

1
,

2
eeee

t
e 




.                       (4.10) 

Полученное решение (4.7)-(4.9), (4.10) при возрастающем напряжении 

12  остается приемлемым до момента времени *tt  , пока выполняется стро-

гое неравенство (4.2). В момент времени *tt   на жесткой стенке 02 x  мо-

жет начаться либо вязкопластическое течение, либо проскальзывание мате-

риала. Принимая для постоянных материала неравенство 
f

k
a 0

0  , где 0k  – 

предел текучести при комнатной температуре, будем считать, что проскаль-

зывание материала при 02 x  начинается раньше в момент времени 

1

0*


fa
t  , чем вязкопластическое течение. Условия прилипания теперь не 

выполняются и заменяются краевым условием 

                                          ,0
02212

2


x
vf                                   (4.11) 

где   – коэффициент вязкого трения. 



 109 

Вследствие выполнения условия проскальзывания (4.11), начиная с 

момента времени *tt  , в материале слоя начнется разогрев за счет трения о 

жесткую поверхность. Принимая краевое условие 

                                                 ,0
02


x
u                                         (4.12) 

где   – задаваемая постоянная величина, рассчитаем параметры напряженно-

деформированного состояния при *tt  . 

 
Рис. 4.2. Распределение компоненты перемещений в момент начала проскальзыва-

ния *   
 

 

Компоненты тензора деформаций вычисляются также по соотношени-

ям (4.4). Компоненты тензора напряжений найдем из формулы (1.42), при 

этом они  становятся зависимыми от температуры: 

 

.3

,,)(,

,)183()6()(
2

1
)2(

3

2
2,11222,112

2
2,1111

1
22

1
2

2,133













l

ulsulus

subp

(4.13) 

Из (4.7) и третьего соотношения (4.13) получим градиент перемещений 

2,1u  

                                               




l

t
u


 1

2,1 .                                            (4.14) 
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Уравнение теплопроводности (1.37) с учетом соотношений (4.4) и 

(4.13) принимает вид 

                    
2

2

2

2

2

13

3

22

13
1

)()(
1

x
q

l

t

tl

tl




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


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








 .                   (4.15) 

Квазилинейное уравнение в частных производных (4.15) решается чис-

ленно с использованием краевого условия (4.12) и условий 

                                        .0,0
*

2
2









tt

hx
x




                                    (4.16) 

 
Рис. 4.3. Распределение температуры в разные моменты времени 

 

 

 Из соотношений (4.3), (4.7) и (4.11) можно найти скорость движения 

точек материала слоя на границе 02 x  

                                          


 01

02

fat
v

x





.                                           (4.17) 

Интегрируя уравнение (4.17) по времени с учетом начального условия 

0
*,02


 ttx
u  получим граничное условие для нахождения компоненты пере-

мещений 

                                   **
2

0221

02
tt

fa
ttu

x


 


.                          (4.18) 
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Из условия (4.12) и соотношения (4.18) установим граничное условие 

для температуры в виде 

                                 **
2

0221

02
tt

fa
tt

x


 






 .                          (4.19) 

Распределение температуры ),( 2 tx  было получено из уравнения теп-

лопроводности (4.15)  и условий (4.12), (4.16) и (4.19) с использованием 

встроенных функций  пакета Mathematica.  

Перемещение в слое по известной температуре ),( 2 tx  находится ин-

тегрированием уравнения (4.14) с учетом соотношения (4.18).  

Компоненты упругих деформаций согласно (1.9) найдем из системы 

уравнений 
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Таким образом, через найденное поле градиента перемещений (4.14) 

упругие деформации выражаются зависимостями 
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,
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,
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t
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
.            (4.20) 

Полученное решение справедливо до момента времени 1tt  , в который 

согласно соотношению (1.19) на нижней границе слоя впервые выполнится 

условие пластичности в форме 

                                                  )( 1012
2

tk
x




 .                                      (4.21) 

Зависимость предела текучести от температуры примем в виде 
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где 0k  – предел текучести при комнатной температуре, 
pl  – температура 

плавления. Зависимости (4.21) и (4.22) с известной температурой ),( 2 tx  по-

зволяют определить момент начала пластического течения 1t  из уравнения 
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
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Рис. 4.4. Распределение компоненты перемещений в момент начала вязкопластиче-

ского течения 1   

 
 

На рисунке 4.2 показано распределение компоненты перемещений в 

момент начала проскальзывания 
0

1 *
*

fa
t  , а на рисунке 4.4 – в момент 

начала пластического течения 
0

11
1 fa

t  . Распределения  температуры в за-

висимости от координаты 
h

x2 в разные моменты времени показаны на ри-

сунке 4.3: сплошной линией – в момент времени  1  , штриховой линией – 

в момент времени 11    и пунктирной линией – в момент времени 

11   . Для расчетов использовались следующие безразмерные значения 
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постоянных  5,01  , 5,03  , 3-0 102,29796 


k , 5-0 105 


fa
, 

2,68261pl , 0,01


l , 41
2

10733,7 
q

h


 , 6-
2

1 102,67984 


h , 

7-
2

1 103,34979 


 , 02h , 0.021 



, 5,0

1

2 



. 

 

4.2. Развивающееся вязкопластическое течение 

 

В момент времени 1tt  , 

который находится из уравне-

ния (4.23), от границы 02 x  

начинает развиваться область 

течения )(0 2 trx   (область I 

на рисунке 4.5). Движущаяся 

граница )(2 trx   отделяет об-

ласть вязкопластического течения от области hxtr  2)( , где материал слоя 

по-прежнему деформируется обратимо (область II на рисунке 4.5). Пренебре-

гая, как и ранее, силами инерции, интегрированием уравнений равновесия 

(4.6) в области обратимого деформирования найдем, что напряжения вычис-

ляются по формулам (4.7). Уравнение теплопроводности в области обрати-

мого деформирования имеет вид (4.15).  

В области вязкопластического течения напряжения определяются из 

соотношения (1.43). Оставляя слагаемые второго порядка малости по компо-

нентам 12m  и учитывая, что две последние зависимости (4.20) в силу непре-

рывности компонент обратимых деформаций на упругопластической границе 

)(2 trx   справедливы и в слое )(0 2 trx  , получим 

Рис. 4.5 
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 (4.24) 

С другой стороны, интегрируя уравнения равновесия и учитывая усло-

вие непрерывности компонент напряжений на упругопластической границе 

)(2 trx  , получим, что и в области вязкопластического течения для напряже-

ний справедливы зависимости (4.7). 

Условие вязкопластического течения (1.44) в нашем случае ( 012  , 

012 
p ) перепишется в форме 

                                    0,
2

12
2
121212  pp kF  .                           (4.25) 

Следуя ассоциированному закону пластического течения (1.19), из 

(4.25) найдем 

                                            pk 1212   .                                             (4.26) 

Сравнение зависимостей (4.7) и (4.26) позволяет вычислить компонен-

ту p
12  тензора скоростей пластических деформаций  
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Учитывая равенство нулю компоненты p
12  на упругопластической гра-

нице )(2 trx  , из (4.27) получим уравнение для определения ее значения в 

каждый момент времени t  
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Уравнение теплопроводности (1.40) в области течения с учетом соот-

ношений (4.7), (4.26) и (4.27) принимает форму 
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Заметим, что краевое условие (4.12) справедливо до момента времени 

pltt  , в который температура на границе слоя 02 x  станет равной темпера-

туре плавления. Этот момент можно найти из условия (4.19)  
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Начиная с момента времени 
pltt  , условие (4.12) необходимо заменить ус-

ловием 

                                                      .
02

plx
 


                                         (4.30) 

Полагая, что развитие течения с ростом напряжения 12  происходит до 

некоторого момента времени 
plttt  2

, для решения уравнений теплопро-

водности (4.15) и (4.29) воспользуемся краевыми условиями (4.12) и (4.16),  

условиями непрерывности искомой функции   и ее производной 
2x


 на уп-

ругопластической границе )(2 trx   и условием непрерывности   в момент 

времени 1tt  . 

 
Рис. 4.6. Распределение температуры по слою в разные моменты времени 
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Для решения уравнений (4.15), (4.28) и (4.29) использовалась неявная 

конечно-разностная схема первого порядка по времени и второго – по про-

странству [114]. 

В области обратимого деформирования на пространственно-временную 

область hxtr  2)( , 21 ttt   наносится конечно-разностная сетка  

        2121
1

1 ,1,;,0,
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NjtjhtNirihx jj
ihh              (4.31) 

с пространственным шагом 
1

1)1(
1 N

r j

h
  и шагом по времени 

2
12 )(

2 N
tth  . 

Здесь величина 1jr  означает значение упругопластической границы на вре-

менном шаге 1j .  В области вязкопластического течения )(0
2

trx   бе-

рется следующая конечно-разностная сетка:  

                21233 ,1,;,0,
23

NjtjhtNiihx j
ihh                        (4.32) 

с пространственным шагом 
3

1

3 N
r j

h


   и тем же временным шагом 2h .  

 
Рис. 4.7. Изменение границы области вязкопластического течения со временем от 

1   до 4   

 
 

На сетках (4.31) и (4.32) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2 , значения 

которых известны и обозначают температуру на временном шаге j  в облас-
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тях обратимого и необратимого деформирования соответственно. Для нахо-

ждения значений этих функций 11 j
i , 12 j

i  на шаге 1j  в уравнениях (4.15) 

и (4.29) заменим дифференциальные операторы отношением конечных раз-

ностей [114] и получим следующие соотношения: 
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Уравнение (4.28) при этом примет вид 
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В данное уравнение значение упругопластической границы 1jr  явно 

не входит, но из него можно найти значение температуры в точке, в которой 

в момент времени 1jt  находится упругопластическая граница 
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 К уравнениям (4.33), (4.34) и (4.36) добавим краевые и начальные ус-

ловия в  форме 
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Выражение для определения значения упругопластической границы 

1jr   получим из (4.36) и четвертого условия (4.37) в виде 
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Рис. 4.8. Распределение пластических деформаций 12p  в моменты времени 2   

и 2   

 
 

Система (4.33)-(4.38) далее решается в пакете Mathematica с использо-

ванием метода прогонки [114]. Таким образом, получаем распределение тем-

пературы j
i1  и j

i2 , и значение упругопластической границы jr  на каждом 

j -м шаге по времени в интервале от 
1

tt   до 2tt  . 

Кинематика среды в нашем случае задается соотношениями 
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Используя зависимости (4.39) и начальное условие 0)( 112 tp , найдем 

компоненту 12p  тензора пластических деформаций 

                                          
t

t

p dzzp

1

)(1212                                                (4.40) 

с применением условия 0)( 112 tp . 

Из равенств (4.7) и (4.24) установим, что в области течения )(0 2 trx   

выполняется первое соотношение из (4.20). 

 
Рис. 4.9. Распределение перемещений в моменты времени 1  , 2   и 2   

 

 

Тогда компоненту вектора перемещений в области вязкопластического 

течения с учетом граничного условия (4.18) можно вычислить из дифферен-

циального уравнения 

                                           1212

2
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x

u
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
.                                        (4.41) 

В области обратимого деформирования перемещение определяется из 

уравнения  

                                                12

2

2m
x

u





,                                              (4.42) 

и условия его непрерывности на упругопластической границе )(2 trx  . 



 120 

На рисунке 4.6 показано распределение температуры по слою в разные 

моменты времени: пунктирной линией – в момент начала пластического те-

чения 1  , штриховой - в момент времени 2   ( 221   ) и сплошной – 

в момент времени 2  . На рисунке 4.7 показано изменение границы облас-

ти вязкопластического течения 
h

tr )(   со временем от 1   до 2  .  

Рисунок 4.8 иллюстрирует распределение пластических деформаций 

12p  в моменты времени 2   (штриховая линия) и 2   (сплошная линия). 

На рисунке 4.9 показано распределение перемещений в моменты времени 

1   (пунктирная линия), 2   (штриховая линия) и 2   (сплошная ли-

ния).  

 

4.3. Течение при постоянном напряжении  

 
 

Пусть, начиная с момента 

времени 2tt  , напряжение 12  

далее не изменяется, т.е.  

     2112
2

t
hx

 


.                                                        

Изменение в режиме на-

гружения приводит к возникно-

вению новой упругопластической границы )(12 trx  , которая с момента вре-

мени 2tt   и до некоторого момента 3tt   движется вниз от стационарной 

границы  )( 22 trx   (рисунок 4.10), т.е. происходит разгрузка среды.  

Начиная с момента времени 2tt  , деформируемая область hx  20  

разбивается на три части: вязкопластическое течение продолжается в области 

)(0 12 trx   (область I на рисунке 4.10), в области )()( 221 trxtr   компонен-

та 12p  тензора пластических деформаций перестает изменяться (область III 

Рис. 4.10 
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на рисунке 4.10), а в области hxtr  22 )(  по-прежнему происходит обрати-

мое деформирование (область II на рисунке 4.10). 

Интегрируя уравнения равновесия (4.6) в области обратимого дефор-

мирования hxtr  22 )( , получим 

                                          0222112 , at   .                                    (4.43) 

Уравнение теплопроводности в этой области примет вид 
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В области вязкопластического течения )(0 12 trx   и в области с неиз-

меняющейся  компонентой 12p  )()( 221 trxtr   напряжения определяются из 

зависимости (1.43)  с учетом двух последних зависимостей (4.20) и имеют 

вид (4.24). Если же проинтегрировать уравнения равновесия, приняв во вни-

мание условие непрерывности компонент напряжений на границах )( 22 trx   

и )(12 trx  , получим, что в этих областях для напряжений справедливы соот-

ношения (4.43). 

Из  зависимостей (4.26) и (4.43)  можно найти скорость пластических 

деформаций в пластической области )(0 12 trx   
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Так как p
12  равняется нулю на упругопластической границе )(12 trx  , 

из (4.45) получим уравнение для нахождения ее значений в каждый момент 

времени 2tt   
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Уравнение теплопроводности (1.39) в области с неизменяющейся ком-

понентой 12p  )()( 221 trxtr   имеет вид (4.44). В области вязкопластического 

течения )(0 12 trx   уравнение (1.40)  принимает форму 
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Как и ранее, для температуры   выполняются соотношение (4.12) и 

первое условие (4.16). Также функция   и ее производная 
2x


 непрерывны 

на границах )(12 trx   и )( 22 trx  . Непрерывна  температура и в момент вре-

мени 2tt  . 

Из (4.11), (4.12), (4.21) и (4.43) найдем перемещение на границе 02 x  

                            **2
2

022

22
1

02
tt

fa
ttttu

x


 


.                      (4.48) 

Для решения уравнений (4.44), (4.46) и (4.47) также использовалась не-

явная конечно-разностная схема.  

В области обратимого деформирования на пространственно-временную 

область hxtr  22 )( , ttt 2 , наносится конечно-разностная сетка  
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с пространственным шагом 
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tth  .  

Для области вязкопластического течения )(0
12

trx   имеем следую-

щую сетку 

                      22233 ,1,;,0,
23

NjtjhtNiihx j
ihh                  (4.50) 

с пространственным шагом 
3

1
3 N

r
j

h  .  

В области )()(
221

trxtr  , в которой не изменяется компонента 12p , 

берется следующая конечно-разностная сетка:  
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с пространственным шагом 
4

21 ))((
4 N

trr
j

h


 . 

На сетках (4.49), (4.50) и (4.51) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2  и 

j
i3 , значения которых известны и обозначают температуру на временном 

шаге j  в области обратимого деформирования, области пластического тече-

ния и области с не изменяющейся компонентой 12p  соответственно. Для на-

хождения значений этих функций 11 j
i , 12 j

i , 13 j
i  на шаге 1j  в уравне-

ниях (4.44) и (4.47) заменим дифференциальные операторы отношением ко-

нечных разностей и получим следующие соотношения: 
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Уравнение (4.46) примет форму 
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Из этого соотношения найдем значение температуры в точке, в которой 

в момент времени 
1jt  находится упругопластическая граница 1

1
jr  

                                       
0

211

3 12
k

t
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j

N


                                           (4.56)                                                      
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 К уравнениям (4.52)-(4.54) добавим краевые и начальные условия в  

форме 
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Значение упругопластической границы 1
1
jr   получим из (4.56) и шес-

того условия из (4.57) в виде 
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После решения системы (4.52)-(4.58) в пакете Mathematica, получаем 

распределение температуры j
i1 , j

i2  и j
i3 , и значение упругопластической 

границы jr1  на каждом j -м шаге по времени. 

Компонента пластических деформаций 12p  в области )(0 12 trx  , как 

и ранее, вычисляется по соотношению (4.40) с учетом условия ее непрерыв-

ности в момент времени 2tt  . Компонента пластических деформаций 12p  в 

какой-либо точке области )()( 221 trxtr   равна значению пластических де-

формаций, вычисляемых по уравнению (4.40) до того момента времени, ко-

гда этой точки достигнет граница )(12 trx  , далее компонента 12p  в этой точ-

ке не изменяется. 

Из (4.24) и (4.43)  для областей )(0 12 trx   и )()( 221 trxtr   получим 

компоненту обратимых деформаций  12m  
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
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Рис. 4.11. Граница 
h

r )(1 
 во временном промежутке от 2   до    

 

                                  
Учитывая условие (4.48), перемещение в области вязкопластического 

течения можно вычислить из уравнения (4.41). В области с неизменяющейся 

компонентой 12p  перемещение определится из того же уравнения (4.41), а в 

области обратимого деформирования – из уравнения (4.42). При нахождении 

перемещения учитывается, что оно непрерывно на границах )(12 trx   и 

)( 22 trx  . 

На рисунке 4.11 пред-

ставлено изменение упругопла-

стической границы 
h

r )(1   в за-

висимости от безразмерного 

времени   в промежутке от 

2   до   . 

Рис. 4.12 
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Согласно результатам расчетов разгрузка среды (увеличение области 

)()( 221 trxtr  ) продолжается до некоторого момента времени 3tt   (рис. 

4.11), а, начиная с этого момента времени, граница )(1 tr  движется в сторону 

границы )( 2tr , т.е. увеличива-

ется область течения 

)(0 12 trx   (рис.4.12). В мо-

мент времени tt   граница 

)(1 tr  выходит на стационарную 

границу )( 22 trx   и в материа-

ле снова остается две области: 

область I продолжающегося вязкопластического течения )(0 12 trx   и об-

ласть II обратимого деформирования hxtr  21 )(  (рис. 4.13). Соотношения 

(4.43)-(4.48) в этом случае также будут выполняться. 

Изменение режима нагружения с возрастающего на постоянный приво-

дит к изменению краевого условия для перемещений с (4.18) на (4.48). Сле-

довательно, момент времени 
plt , в который температура на нижней границе 

слоя 02 x  станет равной температуре плавления, находится из соотношения 

(4.12) и нового условия (4.48). 
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Для решения уравнений (4.44), (4.46) и (4.47) во временном промежут-

ке plttt   использовалась следующая неявная конечно-разностная схема.  

В области обратимого деформирования на пространственно-временную 

область hxtr 
21

)( , plttt  , наносится конечно-разностная сетка  

           22111 ,1,;,0,
21

NjtjhtNirihx jj
ihh             (4.59) 

с пространственным шагом 
1

1 )1(
1 N

r
j

h


  и шагом по времени 
2

)(

2 N

tt plh


 .  

Рис. 4.13 

Рис. 4.13 
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Рис. 4.14. Граница 
h

r )(1 
 во временном промежутке от 2   до 

pl   

 
 

 Для области вязкопластического течения )(0
12

trx   имеем следую-

щую сетку 

                          2233 ,1,;,0,
23

NjtjhtNiihx j
ihh               (4.60) 

с пространственным шагом 
3

1
3 N

r
j

h  .  

На сетках (4.59) и (4.60) вводим  сеточные функции j
i1  и j

i2 . Из со-

отношений (4.44), (4.46) и (4.47) получим уравнения (4.52), (4.53) и (4.56)  

 К этим уравнениям добавим следующие краевые и начальные условия    
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 (4.61) 

Для определения значения упругопластической границы 1
1
jr   получим   
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После решения системы (4.52), (4.53), (4.56), (4.61) и (4.62) в пакете 

Mathematica, получаем распределение температуры j
i1 , j

i2  и значение уп-

ругопластической границы jr1  на каждом j -м шаге по времени в интервале 

от tt   до 
pltt  . 

На рисунках 4.7 и 4.14 представлено изменение границы 
h

r )(1   в зави-

симости от времени   в промежутке от 2   до 
pl  .  

 

4.4. Течение при уменьшающемся напряжении и разгрузка 

среды 

 

Пусть, начиная с момента 

времени 24 ttt  , напряжение 

на внешней границе слоя меня-

ется по закону 

0),( 2422112
2




 ttt
hx

 

Изменение в режиме нагружения приводит к возникновению новой уп-

ругопластической границы )(22 trx  . С момента времени 4tt   она движется 

к нижней границе слоя 02 x  (рисунок 4.15), и область деформирования сно-

ва разбивается на три части: вязкопластическое течение продолжается в об-

ласти )(0 22 trx   (область I на рисунке 4.15), в области )()( 4122 trxtr   

компонента 12p  не изменяется (область III на рисунке 4.15),  в области 

hxtr  241 )(  материал деформируется обратимо (область II на рисунке 4.15). 

Рис. 4.15 
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Проинтегрировав уравнения равновесия (4.6) в области обратимого де-

формирования, получим 

                               022422112 ),( attt   .                            (4.63) 

Уравнение теплопроводности в упругой области hxtr  241 )(  и в об-

ласти )()( 4122 trxtr   с неизменяющейся компонентой 12p  примет вид 
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В области вязкопластического течения )(0 22 trx   и в области 

)()( 4122 trxtr   напряжения определяются из зависимости (1.43) с учетом 

двух последних соотношений (4.20) и имеют вид (4.24). Если же проинтегри-

ровать уравнения равновесия, приняв во внимание условие непрерывности 

компонент напряжений на границах )( 412 trx   и )(22 trx  , получим, что в 

этих областях для напряжений справедливы зависимости (4.63). 

Из  соотношений (4.26) и (4.63)  найдем скорость пластических дефор-

маций в области течения )(0 22 trx   
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Рис. 4.16. Распределение пластических деформаций 12p  в моменты времени 4   

и 4   
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Из (4.65) и условия 0
22

12 
rx

p  получим уравнение для нахождения 

значения упругопластической границы )(22 trx   
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Для области вязкопластического течения )(0 22 trx   уравнение (1.40) 

с учетом соотношений  (4.26), (4.64) и (4.65)  примет форму 
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   (4.67) 

Из (4.11) и (4.48) найдем 
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Уравнения (4.64), (4.66) и (4.67) решаются при помощи конечно-

разностной схемы с использованием условия (4.12) и первого условия из 

(4.16). Учитывается также, что температура непрерывна в момент времени  

4tt   и на упругопластических границах )( 412 trx   и )(22 trx  . 

 
Рис. 4.17. Распределение температуры в моменты времени 4   и 4   
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В области обратимого деформирования на пространственно-временную 

область hxtr  241 )( , ttt 4 , наносится конечно-разностная сетка  

           2421411 ,1,;,0),(
21

NjtjhtNitrihx j
ihh       (4.69) 

с пространственным шагом 
1

41 ))(1(
1 N

trh   и шагом по времени 
2

4 )(
2 N

tth  .  

Для области вязкопластического течения имеем следующую сетку 
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с пространственным шагом 
3
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3 N
r

j

h  .  

В области, в которой не изменяется компонента 12p , берется следую-

щая конечно-разностная сетка:  
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с пространственным шагом 
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4 N
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h  .   

На сетках (4.69), (4.70) и (4.71) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2  и 

j

i
3 . Для них из уравнений (4.64) и (4.67) получим: 
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Из соотношения (4.66) найдем значение температуры в точке, в кото-

рой в момент времени 1jt  находится упругопластическая граница 1

2

jr  

                                 .12
0

22211
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k

jht
pl

j
N





                                   (4.75)                                                      

 К уравнениям (4.72)-(4.75) добавим краевые и начальные условия в  

форме 
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Рис. 4.18. Распределение перемещения в моменты времени 4   и 4   

 

 

 Для значения упругопластической границы 1
2
jr   получим 
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После решения системы (4.72)-(4.77) в пакете Mathematica, получаем 

распределение температуры j
i1 , j

i2  и j
i3 , и значение упругопластической 

границы jr2  на каждом j -м шаге по времени. 

Компонента пластических деформаций 12p  в области )(0 22 trx   вы-

числяется из соотношения (4.40) и условия ее непрерывности в момент вре-

мени 4tt  . Компонента остаточных пластических деформаций 12p  в какой-

либо точке области )()( 4122 trxtr   равна значению пластических деформа-

ций, вычисляемых по уравнению (4.40) до того момента времени, когда этой 

точки достигнет граница )(22 trx  , далее компонента 12p  в этой точке не из-

меняется. 

 

Рис. 4.19. Граница 
h

r )(2 
 во временном промежутке от 4  до    

 

 

Из (4.24) и (4.63)  для областей )(0
22

trx   и )()(
4122

trxtr   получим 

компоненту обратимых деформаций 
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 
)(2

4221
12





l

ttt
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


 . 

Учитывая условие (4.68), перемещение в области вязкопластического 

течения можно вычислить из уравнения (4.41). В области с неизменяющейся 

компонентой 12p  перемещения 

также определятся из уравне-

ния (4.41), а в области обрати-

мого деформирования – из 

уравнения (4.42). При нахожде-

нии перемещений также ис-

пользовалось условие их не-

прерывности на границах 

)( 412 trx   и )(22 trx  . 

На рисунке 4.17 показано распределение пластических деформаций 

12p , а на рисунке 4.19 распределение перемещений: штриховой линией в мо-

мент времени 4   ( 442   ) и  сплошной линией в момент 
4
 . Рису-

нок 4.18 иллюстрирует распределение температуры в моменты времени 

4   (штриховая линия) и 4   (сплошная линия). На рисунке 4.20 изо-

бражена зависимость упругопластической границы 
h

r )(2 
 от безразмерного 

времени  . 

Согласно рисунку 4.19 уменьшение области течения )(0 22 trx   про-

исходит до некоторого момента 

времени 5tt  . Начиная же с 

момента времени 5tt  , граница 

)(2 tr  движется в сторону гра-

ницы )( 41 tr  (рис. 4.20), в неко-

торый момент времени tt   

Рис. 4.20 

Рис. 4. 21 

Рис. 4. 20 
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эти границы совпадают, и область течения )(0 22 trx   продолжает разви-

ваться. 

Деформируемая область hx  20  снова разбивается на две подобла-

сти: пластическая область )(0 22 trx   (область I на рисунке 4.21) и область 

обратимого деформирования hxtr  22 )(  (область II на рисунке 4.21). Со-

отношения (4.63)-(4.68) в этом случае также будут выполняться. Для реше-

ния этих уравнений использовалась следующая конечно-разностная сетка. 

В области обратимого деформирования 

               ,,1,;,0, 2212121
NjtjhtNirihx jj
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tt plh
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 . Здесь 
plt   – момент времени, когда на нижней 

границе слоя 02 x  температура станет равной температуре плавления 
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Рис. 4.22. Граница  
h

r )(
  во временном промежутке от 1   до 2  ,  граница 

h
r )(1   от 2   до 4   и граница 

h
r )(2   от 4   до 

pl   
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 Для области вязкопластического течения имеем следующую сетку 

                         ,,1,;,0, 223323
NjtjhtNiihx j

ihh               (4.79) 

где 
3

2
3 N

r
j

h  .  

На сетках (4.78) и (4.79) вводим  сеточные функции j
i1  и j

i2 . Из 

уравнений (4.64), (4.66) и (4.67) получим соотношения (4.72), (4.73) и (4.75).  

 
Рис. 4.23. Распределение перемещений в моменты времени 5   и 

pl   

 
 

К этим уравнениям добавим краевые и начальные условия  
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(4.80)                                                  

Для значения упругопластической границы 1
2
jr   получим   
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После решения системы (4.72), (4.73), (4.75), (4.80) и (4.81) в пакете 
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Mathematica, получаем распределение температуры j
i1 , j

i2  и значение уп-

ругопластической границы jr2  на каждом j -м шаге по времени. 

На рисунке 4.22 иллюстрируется изменение упругопластической гра-

ницы 
h

r )(
 в зависимости от времени   в промежутке от 1   до 2  , 

изменение упругопластической границы 
h

r )(1   в промежутке от 2   до 

4   и изменение упругопластической границы 
h

r )(2   в промежутке от 

4   до 
pl  . 

Рисунок 4.23 иллюстрирует распределение перемещений: штриховой 

линией в момент времени 5   (
pl  54

) и сплошной линией в момент 

времени 
pl  . 

В момент времени 
pltt   температура на нижней границе слоя 02 x  

станет равной температуре плавления и далее выполняется условие (4.30) 

вместо условия (4.12), что приведет к изменению конечно-разностной схемы.  

В области обратимого деформирования   

         ,,1,;,0, 2212121
NjtjhtNirihx pl

jj

ihh            (4.82) 

где 
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2 N

tt plh
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 , 
plttt  6

 – момент времени, когда область тече-

ния перестанет увеличиваться. Момент времени 6tt   получается численно 

из условия выполнения соотношения 0)( 2

2

2

1

2 


hO
h

rr jj

. 

 Для области вязкопластического течения имеем следующую сетку 

                       ,,1,;,0, 223323
NjtjhtNiihx pl

j

ihh               (4.83) 

где 
3

2
3 N

r
j

h  .  

На сетках (4.82) и (4.83) вводим  сеточные функции j
i1  и j

i2 . Уравне-

ния (4.72), (4.73), (4.75) и (4.81) останутся прежними. Второе краевое условие 
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(4.80) изменится на следующее 

                                                  pl
j  1
02 ,                                            (4.84)           

К системе (4.72), (4.73), (4.75), (4.80), (4.81) и (4.84) добавим также на-

чальные условия  
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plpliplpli trrtihttrih    

Граница )(22 trx   будет увеличиваться до момента времени 6tt  . Да-

лее, с этого момента времени, начнется разгрузка, и появится новая упруго-

пластическая граница )(32 trx  , отделяющая область продолжающегося вяз-

копластического течения от области, в которой компонента тензора необра-

тимых деформаций 12p  не изменяется. Слой материала hx  20  будет раз-

делен на три области: в области )(0 32 trx   продолжается пластическое те-

чение (область I на рисунке 4.24), в области )()( 6223 trxtr   не изменяется 

компонента 12p  (область III на рисунке 4.24), а в области hxtr  262 )(  мате-

риал деформируется обратимо (область II на рисунке 4.24). 

Уравнение для нахожде-

ния положения упругопласти-

ческой границы )(32 trx   име-

ет вид (4.66), где вместо грани-

цы )(
22

trx   нужно подставить 

)(32 trx  . Уравнение тепло-

проводности в области обрати-

мого деформирования hxtr  262 )(  и в области с неизменяющейся компо-

нентой 12p  )()( 6223 trxtr   имеет вид (4.64), а в области вязкопластического 

течения )(0 32 trx   – (4.67).  Решение этих уравнений проводилось с ис-

пользованием неявной конечно-разностной схемы. 

В области обратимого деформирования на пространственно-временную 

область hxtr  262 )( , prttt 6 , где 
prt  – момент времени, когда на нижней 

Рис. 4. 24 
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границе слоя выполнится условие прилипания 
022012

22 


xx
f , наносится 

конечно-разностная сетка  
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ihh          (4.85) 

с пространственным шагом 
1

62 ))(1(
1 N

trh   и шагом по времени 
2

6 )(

2 N

ttprh


 .  

Для области вязкопластического течения )(0
32

trx   имеем следую-

щую сетку 

                         
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                (4.86) 

с пространственным шагом 
3

3

3 N
r

j

h  .  

В области, в которой не изменяется 12p , берется следующая конечно-

разностная сетка:  

                      
262434

,1,;,0,
24

NjtjhtNirihx jj

ihh
           (4.87) 

с пространственным шагом 
4

623 ))((

4 N
trr

j

h  .   

 
Рис. 4.25. Распределение пластических деформаций 12p  в моменты времени 

pl  , 6   и 
pr   

 

 

На сетках (4.85), (4.86) и (4.87) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2  и 

j

i
3 . Уравнения (4.72)-(4.75) будут также выполняться. Краевые условия из 
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(4.76) кроме четвертого не изменяются. А четвертое условие из (4.76)  заме-

ним на следующее 

pl

j  1

0
2 . 

 Добавим также начальные условия  

                                   
).(),),((3

),,(2),),((1

62

0

36624

0

63

0

6621

0

trrttrih

tihttrih

i

ii




                         (4.88) 

После решения системы (4.72)-(4.76), (4.88) в пакете Mathematica, по-

лучаем распределение температуры j
i1 , j

i2  и j
i3 , и значение упругопла-

стической границы jr3  на каждом j -м шаге по времени. 

Пластическую деформацию 12p  в области вязкопластического течения 

)(0 32 trx   также находим по формуле (4.40) с учетом ее непрерывности в 

момент времени 6tt  . Остаточные пластические деформации 12p  в какой-

либо точке области )()( 6223 trxtr   равны значению пластических дефор-

маций, вычисляемых по уравнению (4.40) до того момента времени, когда 

этой точки достигнет граница )(32 trx  .  

 
Рис. 4.26. Распределение температуры по слою в моменты времени  6   и 

pr   
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Учитывая (4.68), перемещение в области вязкопластического течения 

можно найти из уравнения (4.41). В области с накопленными необратимыми 

деформациями компонента перемещений определится из того же уравнения 

(4.41), а в области обратимого деформирования – из уравнения (4.42). При 

этом перемещение непрерывно на границах )( 622 trx   и )(32 trx  . 

Как уже отмечалось, в момент времени  

                                               
2

0
2

2

1
4



 fa
ttt pr                                   

напряжение 12  в слое станет равным 
22

f  и на нижней границе слоя выпол-

нится условие прилипания 

     *
2

*
0

2

1

2

21

2

42

2

2

0422102
t

fatttt
fatt

t
u

prpr

x 











.  (4.89) 

При дальнейшем уменьшении напряжения материал начнет остывать. Крае-

вое условие для температуры (4.30) изменится на следующее 

                                         prplx
tt 

 10
1

2
 ,                                (4.90) 

где 1  – задаваемая постоянная. 

Согласно (4.66) и (4.90) в момент времени 
prttt  7

, который можно 

вычислить из уравнения 

                            
 

,
1

1

2

71

047221 




















 
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




prtt
kttt                

граница )(32 trx   достигнет нижнего края слоя, т.е. 0)( 73 tr .  

Для нахождения распределения температуры  tx ,
2

  и значений упру-

гопластической границы )(
3

tr  построим следующую конечно-разностную 

схему. В области обратимого деформирования на пространственно-

временную область hxtr  262 )( , 7ttt pr  , наносится конечно-разностная 

сетка  

      221621 ,1,;,0),(
21

NjtjhtNitrihx pr
j

ihh          (4.91) 
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с пространственным шагом 
1

62 ))(1(
1 N

trh   и шагом по времени 
2

7 )(

2 N

tt prh


 .  

Для области вязкопластического течения имеем следующую сетку 

                       
2233

,1,;,0,
23

NjtjhtNiihx
pr

j

ihh
                 (4.92) 

с пространственным шагом 
3

3

3 N
r

j

h  .  

В области, в которой не изменяется компонента 12p , берется следую-

щая конечно-разностная сетка:  

                    
22434

,1,;,0,
24

NjtjhtNirihx
pr

jj

ihh
            (4.93) 

с пространственным шагом 
4

623 ))((

4 N
trr

j

h  .   

На сетках (4.91), (4.92) и (4.93) вводим  сеточные функции j
i1 , j

i2  и 

j

i
3 . Уравнения (4.72)-(4.75) будут также выполняться. Краевые условия из 

(4.76) кроме четвертого не изменяются, а четвертое условие заменим на сле-

дующее 

 
21

1

0
12 jh

pl

j   . 

 
Рис. 4.27. Изменение упругопластической границы   во временном промежутке от 

1   до 7   
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Начальные условия в этом случае примут вид 

                            
).(),),((3

),,(2),),((1

3

0

334

0

3

0

621

0

prprpri

pripri

trrttrih

tihttrih




                    (4.94) 

После решения системы (4.72)-(4.76), (4.94) получаем распределение 

температуры j
i1 , j

i2  и j
i3 , и значение упругопластической границы jr3  на 

каждом j -м шаге по времени. 

Начиная с момента вре-

мени 7tt   в слое останется две 

области – область обратимого 

деформирования hxtr  262 )(  

(область II на рисунке 4.28)  и 

область с накопленными пла-

стическими деформациями 

)(0 622 trx   (область III на рисунке 4.28).  

 
Рис. 4.29. Распределение перемещений в моменты времени 

pl   и 7   

 
 

Учитывая (4.89), перемещение в области с накопленными необратимы-

ми деформациями определится из уравнения (4.41), а в области обратимого 

Рис. 4. 28 
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деформирования – из уравнения (4.42). При этом перемещение непрерывно 

на границе )( 622 trx  . 

На рисунке 4.25 показано распределение пластической деформации 12p  

в моменты времени 
pl  , 6   (

prpl   6
) и 

pr   пунктирной, штри-

ховой и сплошной линиями соответственно. Рисунок 4.26 иллюстрирует рас-

пределение температуры по слою в моменты времени  6   и 
pr  штриховой и 

сплошной линиями соответственно. На рисунке 4.27 продемонстрировано 

движение упругопластической границы   во временном промежутке от 1   

до 7  . Рисунок 4.29 показывает распределение перемещений в моменты 

времени 2

pl   (пунктирная линия) и 7   (сплошная линия). 

 
Рис. 4.30. Распределение температуры по слою в моменты времени  7  , 7   

и k   

 

 

В момент времени  

2

2

1
4 tttk




  

компонента тензора напряжений 12  станет равной нулю. Следовательно, 

разгрузка материала связана с уменьшением компоненты 22  до нуля. 

Уравнение теплопроводности во всем слое hx  20  примет вид 
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                                              
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11
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q
t 


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





 .                                  

Это уравнение решалось с помощью встроенных функций пакета Mathemati-

ca.  

Условие (4.89) изменится на следующее 

                       
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t
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 .      (4.95) 

Перемещение в области с накопленными необратимыми деформациями 

определится из дифференциального уравнения 

                                                 12

2

2 p
x

u





                                              (4.96) 

и условия (4.95), а в области обратимого деформирования перемещение бу-

дет иметь вид 
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t
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 На рисунке 4.30 показано распределение температуры по слою в мо-

менты времени  7  , 7   ( k  77 ) и k   сплошной, штриховой и 

пунктирной линиями соответственно 

 

4.5. Охлаждение 

 

В момент времени  

                                                
1

1


 prohl tt                                             

на нижней границе слоя температура станет равной нулю, но в материале ос-

танется еще некоторое ее распределение.  

Дальнейшее понижение температуры связано с заданием потока тепла 

на верхней границе слоя  
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                                               t
x

hx

2

2
2











,                                           

где 2  – известная постоянная величина. 

 
Рис. 4.31. Распределение температуры по слою в моменты времени  k   и  

ohl   

 

 

Перемещение в области с накопленными необратимыми деформациями 

также определяется из (4.95) и (4.96), а в области обратимого деформирова-

ния вычисляется по формуле (4.97). 

 
Рис. 4.32. Распределение пластических деформаций 12p  в конечный момент вре-

мени 8   
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В конечный момент времени 8tt  , который определяется из численных 

расчетов, слой полностью остынет. 

 
Рис. 4.33. Распределение перемещений в конечный момент времени 8   

 

На рисунке 4.31 показано распределение температуры в моменты вре-

мени  k   и  ohl   сплошной и штриховой линиями соответственно. Ри-

сунки 4.32 и 4.33 иллюстрируют распределение пластических деформаций 

12p  и перемещений в конечный момент времени 8  . 
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Заключение 
 

В настоящей диссертационной работе в рамках теории больших упру-

гопластических деформаций, обобщенной на случай учета вязких свойств 

материала на стадии пластического течения, строятся решения ряда краевых 

задач. 

 Во второй главе диссертации получены точные решения краевых задач 

теории больших упруговязкопластических деформаций о прямолинейных 

течениях несжимаемого упруговязкопластического материала в зазоре ме-

жду двумя жесткими коаксиальными цилиндрическими поверхностями в 

случаях, когда одна из поверхностей (внутренняя или внешняя) движется. 

Движение материала, находящегося между поверхностями, связано с воз-

можностью проскальзывания с сухим и вязким трением на внешней или 

внутренней поверхности или на обеих сразу. Рассмотрены все шесть по-

становочных возможностей:  В первом случае движется внутренняя по-

верхность, на ней же выполняется условие проскальзывания, в то время 

как на внешней поверхности задано условие жесткой спайки. Во втором 

случае движется внешняя поверхность, на которой выполняется условие 

жесткой спайки, а на внутренней поверхности возможно проскальзывание 

материала.  Третья  и четвертая задачи – условие проскальзывания выпол-

няется на внешней поверхности, а на внутренней задано условие жесткой 

спайки. В третьем случае движется внутренний цилиндр, а в четвертом – 

внешний. В последних двух вариантах – движется внутренняя или внеш-

няя поверхность, проскальзывание возможно в окрестностях обоих гра-

ничных поверхностей. Рассмотрены упругое деформирование материала, 

развивающееся вязкопластическое течение при равноускоренном и равно-

мерном движениях граничных поверхностей, торможение и процесс раз-

грузки при равнозамедленном движении поверхностей. 
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 Указаны условия зарождения и закономерности развития вязкопласти-

ческих течений. Показано, что пластическое течение всегда начинается в 

окрестности внутреннего цилиндра, и области пластического течения раз-

виваются одинаково, как при движении внутреннего цилиндра, так и при 

движении внешнего. Получены  законы продвижения упругопластических 

границ, рассчитаны поля деформаций, напряжений, скоростей и переме-

щений, как в областях течения, так и в областях обратимого деформирова-

ния.  

 В третьей главе получено решение краевой задачи термоупругопластич-

ности о сползании тяжелого слоя с наклонной плоскости при его нагреве. 

Эффект сползания обусловлен развитием вязкопластического течения за 

счет зависимости предела текучести материала слоя от температуры. В 

рамках теории больших деформаций указана закономерность продвижения 

упругопластической границы, а также вычислены напряжения, деформа-

ции и скорости деформаций, как в области термоупругого деформирова-

ния, так и в области течения. Для численного решения уравнений тепло-

проводности использовалась конечно-разностная схема. С ее помощью 

удалось получить распределение температуры в области обратимого де-

формирования и области вязкопластического течения, а также получить 

закономерность изменения неизвестной заранее упругопластической гра-

ницы. По найденным полям температуры рассчитаны деформации, скоро-

сти деформаций и перемещения точек слоя. 

 В четвертой главе получено решение последовательности связанных за-

дач термоупруговязкопластичности о развитии течения в слое материала, 

находящегося в условиях нарастающего чистого сдвига, когда неоднород-

ность напряженного состояния слоя вызывается тепловыделением за счет 

трения о его граничную поверхность; о течении материала слоя при посто-

янной нагрузке, о торможении течения и его остановке при уменьшающей-

ся нагрузке вплоть до полной разгрузки и охлаждении материала слоя до 
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комнатной температуры. В рамках теории больших деформаций указаны 

закономерности продвижения упругопластических границ, найдены на-

пряжения, деформации и скорости деформаций. Поля температур, а также 

положения упругопластических границ получены с помощью конечно-

разностных схем в области обратимого деформирования, области течения 

и области с не изменяющимися пластическими деформациями. По найден-

ным полям температуры рассчитаны деформации, скорости деформаций и 

перемещения точек материала слоя. 

 Для решения неизотермических задач были разработаны неявные ко-

нечно-разностные схемы для неравномерных сеток с неизвестными дви-

жущимися упругопластическими границами. Данные схемы позволяют по-

лучить распределение температуры в области течения, в области обрати-

мого деформирования и в области разгрузки, а также положение неизвест-

ной упругопластической границы на каждом шаге по времени. Сходимость 

конечно-разностных схем была проверена прогонами модели на сужаю-

щихся сетках.  
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