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ÒÅÎÐÅÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

Î ÑÂÎÉÑÒÂÀÕ ÎÏÅÐÀÒÎÐÀ ÊÐÈÂÈÇÍÛ Â ÐÀÑÑËÎÅÍÈÈ
ÁÈÂÅÊÒÎÐÎÂ ÍÀÄ ×ÅÒÛÐÅÕÌÅÐÍÛÌÈ ÃÐÓÏÏÀÌÈ ËÈ

Î.Ï. Ãëàäóíîâà (ÀëòÃÓ, Áàðíàóë).

Èññëåäîâàíèþ ñâÿçè ìåæäó òîïîëîãèåé è êðèâèçíîé ðèìàíîâà ïðî-
ñòðàíñòâà ïîñâÿùåíû ðàáîòû ìíîãèõ ìàòåìàòèêîâ [1, 2]. Äëÿ ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî îðèåíòèðîâàííîãî ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ M îïåðàòîð Õîäæà
çàäàåò ýíäîìîðôèçì � : �2T �M ! �2T �M , äëÿ êîòîðîãî �2 = Id. Â
ñëåäñòâèè ÷åãî

�2M = �+ � ��; (1)

ãäå �+ è �� îáîçíà÷àþò ñîáñòâåííûå ïðîñòðàíñòâà, îòâå÷àþùèå ñîîò-
âåòñòâåííî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì +1 è �1 îïåðàòîðà �. Îòíîñèòåëüíî
ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîð êðèâèçíû R : �2M ! �2M ïðåäñòàâèì â
áëî÷íîì âèäå [3]:

R =

�
W+ + s

12
Id Z

Zt W� + s
12
Id

�
; (2)

ãäå W+ è W� � ìàòðèöû àâòîäóàëüíîé è àíòèàâòîäóàëüíîé ñîñòàâëÿ-
þùèõ òåíçîðà Âåéëÿ W .

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûå àëãåáðû Ëè, ãðóïï
Ëè êîòîðûõ íàäåëåíû ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé, è äëÿ êî-
òîðûõ îäèí èç áëîêîâ W+, W� èëè Z â ðàçëîæåíèè ìàòðèöû îïåðàòîðà
êðèâèçíû îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè ýòîì ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþòñÿ ðå-
çóëüòàòû ðàáîò [4, 5, 6].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü G � âåùåñòâåííàÿ 4-ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâî-
èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé. Òîãäà W+ = 0 åñëè è òîëüêî åñëè
W = 0.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü G � âåùåñòâåííàÿ 4-ìåðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëå-
âîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òàêàÿ, ÷òî W� = 0. Òîãäà ëèáî
W = 0, ëèáî àëãåáðà Ëè ãðóïïû G åñòü îäíà èç àëãåáð ñëåäóþùåãî ñïèñ-
êà: àëãåáðà Ëè A�

4;9 (�1 < � � 1) ñ íàáîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò
c11;4 = 2A, c12;3 = c22;4 = c33;4 = A > 0, � = 1 èëè c11;4 = c12;3 = 2A,
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c22;4 = c33;4 = A > 0, � = 1; àëãåáðà Ëè A�
4;11 (� > 0) ñ íàáîðîì ñòðóê-

òóðíûõ êîíñòàíò c11;4 = 2A�, c12;3 = c22;4 = c33;4 = A�, c32;4 = �c23;4 = �A,
A > 0 èëè c11;4 = c12;3 = 2A�, c22;4 = c33;4 = A�, c32;4 = �c23;4 = �A, A > 0.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü G � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ óíèìî-
äóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òàêàÿ,
÷òî Z = 0. Òîãäà àëãåáðà Ëè ãðóïïû G èçîìîðôíà ëèáî àëãåáðå Ëè 4A1,
ëèáî A3;6 � A1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü G � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷åòûðåõìåðíàÿ íåóíèìî-
äóëÿðíàÿ ãðóïïà Ëè ñ ëåâîèíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ìåòðèêîé òàêàÿ,
÷òî Z = 0. Òîãäà åå àëãåáðà Ëè èçîìîðôíà ëèáî àëãåáðå Ëè 2A2 ñ íà-
áîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c21;2 = c43;4 = A > 0, ëèáî A�;�

4;5 ñ íàáîðîì

ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c11;4 = c22;4 = c33;4 = L > 0, ëèáî A�;�
4;6 ñ íàáî-

ðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c11;4 = c22;4c
3
3;4 = �L; c23;4 = �c32;4 = L > 0,

� > 0, ëèáî A�
4;9 ñ íàáîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c11;4 = c12;3 = 2A; c22;4 =

c33;4 = A > 0, ëèáî A�
4;11 ñ íàáîðîì ñòðóêòóðíûõ êîíñòàíò c11;4 = c12;3 =

2�A; c22;4 = c33;4 = �A; c23;4 = �c32;4 = A, A>0,� > 0.
Çàìåòèì, ÷òî ñèñòåìà îáîçíà÷åíèé âåùåñòâåííûõ ÷åòûðåõìåðíûõ àë-

ãåáð Ëè ñîîòâåòñòâóåò ââåäåííîé Ã.Ì. Ìóáàðàêçÿíîâûì â [6].
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (� 08-01-98001,

� 10-01-90000-Áåë_à), Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ äëÿ ïîääåðæ-
êè ìîëîäûõ ó÷åíûõ è âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (� ÍØ-5682.2008.1),
à òàêæå ïðè ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû
èííîâàöèîííîé Ðîññèè¿ íà 2009-2013 ãã. (ãîñ. êîíòðàêò � 02.740.11.0457).

Ëèòåðàòóðà

1. Áàëàùåíêî Â.Â., Íèêîíîðîâ Þ.Ã., Ðîäèîíîâ Å.Ä., Ñëàâñêèé Â.Â.
Îäíîðîäíûå ïðîñòðàíñòâà: òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ: ìîíîãðàôèÿ. Õàí-
òû-Ìàíñèéñê, 2008.

2. Áåññå À. Ìíîãîîáðàçèÿ Ýéíøòåéíà: ïåð. ñ àíãë.; â 2 ò. � Ì., 1990.

3. Singer I.M., Thorpe J.A. The curvature of 4-dimensional Einstein spaces
// Global Analisis, Papers in Honour of K. Kodarira, Univ. Tokyo
Press, 1969. P. 355-365.

4. Êðåìëåâ À.Ã., Íèêîíîðîâ Þ.Ã. Ñèãíàòóðà êðèâèçíû Ðè÷÷è ëåâî-
èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè.
Óíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé// Ìàò. òðóäû. 2008. Ò.11, � 2. Ñ. 115-147.
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5. Êðåìëåâ À.Ã., Íèêîíîðîâ Þ.Ã. Ñèãíàòóðà êðèâèçíû Ðè÷÷è ëåâî-
èíâàðèàíòíûõ ðèìàíîâûõ ìåòðèê íà ÷åòûðåõìåðíûõ ãðóïïàõ Ëè.
Íåóíèìîäóëÿðíûé ñëó÷àé// Ìàò. òðóäû. 2009. Ò.12, � 1. Ñ. 40-116.

6. Ìóáàðàêçÿíîâ Ã.Ì. Î ðàçðåøèìûõ àëãåáðàõ Ëè // Èçâ. âóçîâ, ñå-
ðèÿ: ìàòåìàòèêà. 1963. Ò. 32, � 1. Ñ. 144�123.

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÉ ÊÐÈÒÅÐÈÉ NED-ÌÍÎÆÅÑÒÂ
Þ. Â. Äûì÷åíêî (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê).

Êîíäåíñàòîðîì íàçîâåì òðîéêó ìíîæåñòâ (E0; E1; G), ãäå G� îáëàñòü
â R

n
, E0, E1 � çàìêíóòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ìíîæåñòâà èç G.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç F = (G; ds2F ) ïîâåðõíîñòü íàä D ñ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé ìåòðèêîé

ds2F =
nX

i;j=1

gij(x)dxidxj;

ãäå gij(x), i; j = 1 : : : n � íåïðåðûâíûå ôóíêöèè íà G, êîòîðûå îáðàçó-
þò ñèììåòðè÷åñêóþ ìàòðèöó (gij(x)). Ïóñòü g(x) = det(gij(x)), à d� =p
g(x)dx � ýëåìåíò îáúåìà F .
Ïóñòü ' : R+ 7! R+ � N -ôóíêöèÿ (ò. å. âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ' òà-

êàÿ, ÷òî '0(0) = 0, '0(1) = lim
t!1

'0(t) = 1), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ:

ñóùåñòâóåò C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî t > 0 '(2t) � C'(t): Ýòî óñëîâèå

ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó: ñóùåñòâóåò p òàêîå, ÷òî 1 <
t'0(t)

'(t)
� p äëÿ

ëþáîãî t > 0. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ a � 1 è t > 0 âåðíî
íåðàâåíñòâî

'(at) � ap'(t):

Ïóñòü äàíî íåêîòîðîå ñåìåéñòâî � êðèâûõ â G. ('; F )-Ìîäóëåì ñå-
ìåéñòâà � íàçîâåì âåëè÷èíó

M';F (�) = inf

Z
'(�)d�;
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ãäå èíôèìóì áåð¼òñÿ ïî áîðåëåâñêèì íåîòðèöàòåëüíûì ôóíêöèÿì � òà-
êèì, ÷òî äëÿ ëþáîé êðèâîé 
 2 � âûïîëíåíî

R



�dsF � 1. Òàêèå ôóíêöèè

� íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè (îáîçíà÷åíèå: � ^ �).
Ìîäóëåì êîíäåíñàòîðà (E0; E1; G) íàçîâ¼ì ìîäóëü ñåìåéñòâà êðèâûõ,

ñîåäèíÿþùèõ E0 è E1 â G è îáîçíà÷èì ÷åðåç M';F (E0; E1; G).
Ìíîæåñòâî E � G íàçîâåì ('; F )�NED-ìíîæåñòâîì, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîìïàêòîâ E0 è E1 èç G âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
M';F (E0; E1; G) =M';F (E0; E1; G n E).

Äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü E � êîìïàêò, ëåæàùèé â îáëàñòè G. E ÿâëÿåòñÿ

('; F ) � NED-ìíîæåñòâîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ñåìåéñòâî êîîðäèíàòíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ f�g, îáðàçóþùèõ ïîêðûòèå
Âèòàëè, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî:

� Äëÿ ('; F )-ïî÷òè âñåõ ñîñòàâíûõ ïîâåðõíîñòåé � n E, îòäåëÿþùèõ
ïðîòèâîïîëîæíûå ãðàíè �0 è �1 ïàðàëëåëåïèïåäà �,

Hn�1
p;F (� n E) � AHn�1

p;F (�0);

è ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé ïàðû ïðîòèâîïîëîæíûõ ãðà-
íåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-
000 28) è ÄÂÎ ÐÀÍ (ãðàíò 07-III-A-01-0007).

Î ÐÀÄÈÓÑAX ÍÅÉÌÀÍÀ ÍÅÍÀËÅÃÀÞÙÈÕ ÎÁËÀÑÒÅÉ
Ò.Â. Âèíîêóðîâà, Ñ.Â. Ðàõèìîâ (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê).

Ðàçâèòèå ìåòîäà ýêñòðåìàëüíîé ìåòðèêè [1] è òåîðèè ïëîñêèõ êîí-
äåíñàòîðîâ [2] ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ Íåéìàíà. Ôóíêöèÿ
Íåéìàíà îáëàñòè B c ïîëþñîì â òî÷êå z0 2 B îïðåäåëÿåòñÿ (ñ òî÷íîñòüþ
äî êîíñòàíòû) êàê ôóíêöèÿ NB(z; z0), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

1)NB(z; z0) ãàðìîíè÷åñêàÿ â Bnfz0g;
2) NB(z; z0) + log jz � z0j � ãàðìîíè÷åñêàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0.
3) íà ãðàíèöå @B íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.
Â îáëàñòè B äëÿ äâóõ òî÷åê z1; z2 îïðåäåëèì êîíñòàíòû
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N12(B) := NB(z1; z2)
N11(B) := lim

z!z1
(NB(z; z1) + log jz � z1j);

N22(B) := lim
z!z2

(NB(z; z2) + log jz � z2j)
Ââåäåì âåëè÷èíó

�(B; z1; z2) = exp(2N12(B)�N11(B)�N22(B)):

Íàçîâåì �(B; z1; z2) ðàäèóñîì Íåéìàíà îáëàñòè B îòíîñèòåëüíî òî-
÷åê z1; z2. Ðàäèóñ Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì õîðîøî èç-
âåñòíîãî â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé ïîíÿòèÿ âíóòðåííåãî ðàäè-
óñà. Åñëè îáëàñòè B1, B2 íå ïåðåñåêàþòñÿ è ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå
U := fz : jzj < 1g, òî ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êóôàðåâà äëÿ ïðîèçâåäåíèé
âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ èìååò ìåñòî îöåíêà

r(B1; z1)r(B2; z2) � jz1 � z2j2(1� jz1j)2(1� jz2j2)
j1� z1z2j2 :

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèé
ðàäèóñîâ Íåéìàíà íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé. Íàïðèìåð, ïóñòü íåïåðåñå-
êàþùèåñÿ îáëàñòè B1, B2 ëåæàò â åäèíè÷íîì êðóãå U , z1; z2 2 B1 è
z3; z4 2 B2: Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

�(B1; z1; z2)�(B2; z3; z4) � f(z1; z2; z3; z4);

ãäå ÷åðåç f(z1; z2; z3; z4) îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà

(1� jz1j2)(1� jz2j2)(1� jz3j2)(1� jz4j2)jz2 � z4j2j1� z2z4j2jz1 � z3j2j1� z1z3j2
jz1 � z2j2j1� z1z2j2jz3 � z4j2j1� z3z4j2jz1 � z4j2j1� z1z4j2jz2 � z3j2j1� z2z3j2 :

Ëèòåðàòóðà

1. Åìåëüÿíîâ Å.Ã. Î êâàäðàòè÷íûõ äèôôåðåíöèàëàõ â ìíîãîñâÿçíûõ
îáëàñòÿõ, ÿâëÿþùèõñÿ ïîëíûìè êâàäðàòàìè. II.//Çàï. íàó÷. ñåìèí.
ÏÎÌÈ. 2007. Ò.350. C.40-51.

2. Karp D., Prilepkina E. Reduced modules with free boundary and its
applications // Annales Academi Scient. Fen., V.34, 2009. 353-378
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÅ ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ
ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ñ.È. Êàëìûêîâ (ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê)

Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëèíîìîâ
è ðàöèîíàëüíûõ ôóíêöèé, â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâ êîòîðûõ ëåæàò îöåíêè
ðàäèóñîâ îäíîëèñòíîñòè [1] âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé è íåðàâåíñòâà äëÿ
îäíîëèñòíûõ îãðàíè÷åííûõ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèé [2].

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

Rc
n;m :=

8>><>>:r(z) : r(z) =
p(z)

nQ
k=1

(z � ak)
; p(z) 2 Pc

m; ak 2 C; jakj > 1; k = 1; n

9>>=>>; ;

Äëÿ ôóíêöèè r(z) 2 Rc
n;m îïðåäåëèì ôóíêöèþ

B(z) =
nY

k=1

1� akz

z � ak
:

jjf jj := max
jzj=1

jf(z)j:
Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà. Ïóñòü ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ r(z) ïðèíàäëåæèò êëàññó

Rc
n;m è jjrjj = 1. Òîãäà èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà

jzj(jz
1+m�nB(z)j+ jr(z)j)(jzj �R)

(jz1+m�nB(z)j � jr(z)j)(jzj+R)

�
����z(1 +m� n)� z2

r0(z)

r(z)
+B0(

1

z
)B(z)

����
� jzj(jz

1+m�nB(z)j � jr(z)j)(jzj+R)

(jz1+m�nB(z)j+ jr(z)j)(jzj �R)
; jzj > R � 1;

ãäå

R =

nQ
k=1

jakj
jcmj +

vuuut nQ
k=1

jakj2

jcmj2 � 1 � 1:

Åñëè r(z) = zkB(z); k 2 N0, òîãäà R = 1 è ýòè íåðàâåíñòâà ñòàíî-
âÿòñÿ ðàâåíñòâàìè äëÿ âñåõ òî÷åê z, jzj > 1.
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Ëèòåðàòóðà

1. Goodman A.W.Univalent functions. I. Tampa, FL: Mariner Publ. 1983.

2. Äóáèíèí Â.Í. Êîíôîðìíûå îòîáðàæåíèÿ è íåðàâåíñòâà äëÿ àëãåá-
ðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ // Àëãåáðà è àíàëèç. 2001. Ò. 13, �5. Ñ. 16-43.

ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÅ ÃÈÏÅÐÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ Â
ÂÈÄÅ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß ÑÒÈËÜÒÜÅÑÀ

Ä.Á. Êàðï(ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê), È.Ñ. Õàëîâà (ÄÂÔÓ,
Âëàäèâîñòîê)

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ñòèëüòüåñà íåîòðèöàòåëüíîé è èíòåãðèðóåìîé íà
(0;1) ôóíêöèè � íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f(z) =

1Z
0

�(t)dt

1 + zt
; (1)

îïðåäåëåííàÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñ ðàçðåçîì ïî îòðèöàòåëü-
íîé ïîëóîñè. Òàêèå ôóíêöèè íàçûâàþò òàêæå ôóíêöèÿìè Ñòèëüòüåñà.
Äëÿ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ôîðìóëîé (1) Ñòèëüòüåñîì áûëà ðàçðàáî-
òàíà ïîäðîáíàÿ òåîðèÿ èõ ïðåäñòàâëåíèé ÷åðåç íåïðåðûâíûå äðîáè, äëÿ
íèõ èçâåñòíà ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü èõ äèàãîíàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé
Ïàäå íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè,
íîðìàëüíîñòü òàáëèöû Ïàäå è ðÿä äðóãèõ ôàêòîâ.

Äëÿ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ p è q è êîìïëåêñíûõ a1; : : : ; ap, b1; : : : ; bq
îáîáù¼ííûé ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèé ðÿä îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

pFq (a1; : : : ; ap; b1; : : : ; bq; z) =
1X
n=0

(a1)n(a2)n � � � (ap)n
(b1)n � � � (bq)nn! zn; (2)

ãäå (a)k = a(a + 1) � � � (a + k � 1) = �(a + k)=�(a) - ñèìâîë Ïîõãàììåðà
èëè âîñõîäÿùèé ôàêòîðèàë. Ýòîò ðÿä ñõîäèòñÿ âî âñåé êîìïëåêñíîé z-
ïëîñêîñòè ïðè p � q, è â åäèíè÷íîì êðóãå ïðè p = q+1 (â âòîðîì ñëó÷àå
ñóììà ðÿäà îáëàäàåò àíàëèòè÷åñêèì ïðîäîëæåíèåì âî âñþ êîìïëåêñ-
íóþ ïëîñêîñòü ñ ðàçðåçîì ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè, ñîåäèíÿþùèì òî÷êè 1
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è1). Ñóììà ðÿäà, êîãäà îíà îïðåäåëåíà, íàçûâàåòñÿ îáîáù¼ííîé ãèïåð-
ãåîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ Ýéëåðà

2F1 (a; b; c;�z) = �(c)

�(b)�(c� b)

1Z
0

tb�1(1� t)c�b�1dt

(1 + zt)a
;

ñïðàâåäëèâîãî ïðè <(c) > <(b) > 0, ñðàçó ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ 2F1 (1; b; c;�z)
ÿâëÿåòñÿ ïðè c > b > 0 ôóíêöèåé Ñòèëüòüåñà. Åñòåñòâåííûì îáîáùåíèåì
ïðåäñòàâëåíèÿ (1) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå

g(z) =

1Z
0

�(t)dt

(1 + zt)�
; (3)

ñ íåêîòîðûì � > 0. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè 0 < � < 1 íåîòðèöàòåëü-
íàÿ ïëîòíîñòü �, çàäàííàÿ äðîáíûì èíòåãðàëîì Ðèìàíà-Ëèóâèëëÿ

�(x;�) =
sin(��)

�
x��1

1Z
x

�(t)dt

(t� x)�
; (4)

äà¼ò ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè g(z) èç (3) îáû÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ñòèëü-
òüåñà

g(z) =

1Z
0

�(t)dt

1 + zt
:

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ 2F1 (�; b; c;�z) ïðè 0 < � < 1 è c > b > 0 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ñòèëüòüåñà.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ôóíêöèþ q+1Fq, q > 1. Â äîêëàäå ïîêàçàíî, ÷òî
äëÿ íåå ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå îáîáù¼ííûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ñòèëü-
òüåñà:

q+1Fq

�
�; (aq)
(bq)

����� z

�
=

1Z
0

�(t)dt

(1 + tz)�
; (5)

ñïðàâåäëèâîå ïðè <fPq
k=1(bk � ak)g > 0 è j arg(1 + z)j < �. Çäåñü

�(s) =

qY
i=1

�(bi)

�(ai)

1

s
Gq;0
q;q

�
s

(bq)
(aq)

�
; (6)
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ãäå Gq;0
q;q ýòî G-ôóíêöèÿ Ìåéåðà. Ïðè äîïîëíèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè bk >

ak > 0 äîêàçàíî íåðàâåíñòâî �(t) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè (5) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ñòèëüòüåñà ïðè 0 < � < 1.

Áëàãîäàðíîñòè. Ðàáîòà ïåðâîãî àâòîðà ïîääåðæàíà Äàëüíåâîñòî÷-
íûì Îòäåëåíèåì ÐÀÍ (ãðàíò 09-III-A-01-008) è ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-01-
00028-a).

ÎÁ ÎÖÅÍÊÀÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Ä.À. Êèðèëëîâà (ÄÂÃÑÃÀ, Áèðîáèäæàí).

Ïîëó÷åíèå îöåíîê êîýôôèöèåíòîâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé îòíîñèòñÿ
ê ÷èñëó êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñ-
íîãî ïåðåìåííîãî. Â ðÿäå ñëó÷àåâ ê îöåíêàì íåêîòîðûõ êîìáèíàöèé êî-
ýôôèöèåíòîâ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé ïðèâîäÿò çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíîì
ðàçáèåíèè. Íàïðèìåð, êëàññè÷åñêàÿ îöåíêà øâàðöèàíà

jSf (0)j 6 6

îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî äëÿ ôóíêöèé f(z) = z + c2z
2 + c3z

3 + : : : èç-
âåñòíîãî êëàññà S [1] ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

jc3 � c22j 6 1:

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè Ê¼áå f(z) = z=(1� z)2.
Â íàñòîÿùåé çàìåòêå ïîêàçàíî ïðèìåíåíèå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà

Íåõàðè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êàê êëàññè÷åñêèõ, òàê è íîâûõ îöåíîê â êëàñ-
ñå
P

� ôóíêöèé

f(z) = z + a0 +
a1
z

+ : : : = z +
1X
k=0

ak
zk
;

ìåðîìîðôíûõ (ñ ïîëþñîì â 1) è îäíîëèñòíûõ â jzj > 1. Çàìåòèì, ÷òî
ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññîì S n-å òåëî êîýôôèöèåíòîâ â êëàññå

P
èìååò

áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó. Òî÷íûå îöåíêè ÷åòâåðòîãî è ñëåäóþùèõ çà
íèì êîýôôèöèåíòîâ â ýòîì êëàññå äî ñèõ ïîð íåèçâåñòíû.

Åñëè ôóíêöèè fk; k = 1; : : : ; n; îäíîëèñòíî îòîáðàæàþò êðóã jzj < 1
íà âçàèìíî íåíàëåãàþùèå îáëàñòè è òî÷êà z = 0 � òî÷êà ðåãóëÿðíîñòè
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ýòèõ ôóíêöèé, òî äëÿ ëþáûõ âåùåñòâåííûõ ïîñòîÿííûõ �k 6= 0; äëÿ êî-

òîðûõ
nP

k=1

�k = 0; ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî (ñì. [1, c. 551])

nY
k=1

jf 0k(0)j�
2
k 6

nY
k=1

nY
l=1
l 6=k

jfk(0)� fl(0)j��k�l : (1)

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f(z) = z +
1P
k=0

akz
�k ïðèíàäëåæèò êëàññóP

, òî ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ja1j 6 1; (2)

ja21 + 2a3j 6 1; (3)

ja31 + 3a1a3 + 3a22 + 3a5j 6 1; (4)

ja41 + 4a21a3 + 6a23 + 8a2a4 + 8a1a
2
2 + 4a1a5 + 4a7j 6 1: (5)

Ðàâåíñòâî â êàæäîì ñëó÷àå äîñòèãàåòñÿ äëÿ ôóíêöèè f(z) = z + z�1:
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâîå íåðàâåíñòâî òåîðåìû âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî

èç òåîðåìû ïëîùàäåé (ñì. [1, c. 49]). Îñòàëüíûå îöåíêè ÿâëÿþòñÿ íîâû-
ìè. Îòìåòèì, òàêæå, ÷òî ðàíåå Ã.Ì. Ãîëóçèíûì áûëî óñòàíîâëåíà áîëåå
ñèëüíàÿ, ÷åì íåðàâåíñòâî (3), îöåíêà ja1j2+2ja3j 6 1, ñïðàâåäëèâàÿ òîëü-
êî äëÿ ôóíêöèé ef êëàññà

P
òàêèõ, ÷òî ìíîæåñòâî Cw n f(fz : jzj > 1g)

çâåçäîîáðàçíî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.
Ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. Ïóñòü �k; k = 1; : : : ; n; � ïðîèçâîëü-

íûå âåùåñòâåííûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì �k 6= 0;
nP

k=1

�k = 0.

Ïóñòü hk; k = 1; : : : ; n; � íåêîòîðûå ôóíêöèè, êîíôîðìíî è îäíîëèñòíî
îòîáðàæàþùèå êðóã j�j < 1 íà ñîîòâåòñòâóþùóþ îáëàñòü

Dk = fz : jzj > 1; j arg z � 2�(k � 1)=nj < �=ng

òàê, ÷òî hk(0) = zk = R exp(i(�+2�(k�1)=n)); k = 1; : : : ; n: Òîãäà, ñîãëàñ-
íî (1), äëÿ ôóíêöèé Fk = f � hk; k = 1; : : : ; n; ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

nY
k=1

jF 0
k(0)j�

2
k 6

nY
k=1

nY
l=1
l 6=k

jFk(0)� Fl(0)j��k�l :
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Çàìå÷àÿ, ÷òî

Fk(0) = f(zk); F 0
k(0) = f 0(zk)h

0
k(0); jh0k(0)j =

4R

n

Rn � 1

Rn + 1
; k = 1; : : : ; n;

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî�
4R

n

Rn � 1

Rn + 1

� nP

k=1

�2
k

nY
k=1

jf 0(zk)j�
2
k 6

nY
k=1

nY
l=1
l 6=k

jf(zk)� f(zl)j��k�l : (6)

Äàëåå âñå íåðàâåíñòâà òåîðåìû ïîëó÷àåì åäèíûì îáðàçîì. Íàïðèìåð,
ïîëàãàÿ â (6) n = 6; �k = (�1)k+1; zk = Rei(�+

2�(k�1)
6

); k = 1; : : : ; 6; R > 1;
ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó�����������

6Q
k=1

f 0(zk)

6Q
k=1

6Q
l=1
l 6=k

(f(zk)� f(zl))2

�����������
6

�
3

2R

R3 + 1

R3 � 1

�6

:

Ñðàâíåíèå àñèìïòîòè÷åñêèõ ðàçëîæåíèé îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî íåðàâåíñòâà
ïðè R ! 1 çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (4). Àíàëîãè÷íî äî-
êàçûâàþòñÿ îñòàëüíûå íåðàâåíñòâà òåîðåìû ïðè ðàññìîòðåíèè äâóõ, ÷å-
òûðåõ è âîñüìè òî÷åê.

Èäåÿ èçëîæåííîãî äîêàçàòåëüñòâà áûëà âûñêàçàíà àâòîðó ïðîôåññî-
ðîì Â.Í. Äóáèíèíûì. Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (4) áûëî îïóáëèêîâà-
íî â [2], â ýòîé æå ñòàòüå ïðåäëàãàåòñÿ ñóùåñòâåííî èíîå äîêàçàòåëüñòâî
íåðàâåíñòâà (5).

Ëèòåðàòóðà

1. Ãîëóçèí Ã.Ì.Ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïðå-
ìåííîãî. Ì.: Íàóêà, 1966. 628 ñ.

2. Äóáèíèí Â.Í., Êèðèëëîâà Ä.À.Íåêîòîðûå ïðèìåíåíèÿ ýêñòðåìàëü-
íûõ ðàçáèåíèé â ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé // Äàëüíåâîñò.
ìàò. æóðí. 2010. Ò.10. �2. Ñ. 130�152.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂÀ ÄËß ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÎÉ ØÂÀÐÖÀ
ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Ï.Å. Êóçíåöîâ (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê), Å.Ã. Ïðèëåïêèíà (ÈÏÌ ÄÂÎ
ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê),

Îáîçíà÷èì ÷åðåçM(R) - êëàññ ìåðîìîðôíûõ è îäíîëèñòíûõ â êîëüöå
K(R) = fz : 1 < jzj < Rg ôóíêöèé f , f(K) � fjwj > 1g; f(fjzj = 1g) =
fjwj = 1g; è G(z)� ôóíêöèþ Ãðå÷à, îòîáðàæàþùóþ K íà âíåøíîñòü
åäèíè÷íîãî êðóãà ñ ðàçðåçîì [p;+1]:

Â ðàáîòå [1] äëÿ ôóíêöèé êëàññà M(R) áûëà äîêàçàíà îöåíêà

jf 0(z1)f 0(z2)j
jf(z1)� f(z2)j2 �

jG0(z1)G
0(z2)j

jG(z1)�G(z2)j2 : (1)

Ïîëàãàÿ â ýòîì íåðàâåíñòâå z1 = z0, z2 = z0 + �, íåñëîæíî óñòàíîâèòü
àñèìïòîòèêó ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïðè �! 0:

jf 0(z0)f 0(z0 + �)j
jf(z0)� f(z0 + �)j2 =

1

�2

����1 + 1

6
Sf (z0)�

2 + o(�2)

���� :
Çäåñü Sf (z) = f 000(z)=f 0(z) � (3=2)(f 00(z)=f 0(z))2 ïðîèçâîäíàÿ Øâàðöà.
Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà ñ ó÷àñòèåì ïðîèçâîäíîé Øâàðöà âûòåêàþò èç
äâóõòî÷å÷íûõ òåîðåì èñêàæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, èç (1) ñëåäóåò

Tåîðåìà 1. Åñëè f(z) 2M(R); òî äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z 2
K ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ReSf (z) � SG(z):

Ïðèìåíÿÿ òåõíèêó îáîáùåííûõ ïðèâåäåííûõ ìîäóëåé ñî ñâîáîäíîé
ãðàíèöåé [2], íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f(z) 2M(R); z1, z2� âåùåñòâåííûå òî÷êè êîëü-
öà K(R), îòëè÷íûå îò ïîëþñà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

jf 0(z1)f 0(z2)j
jf(z1)� f(z2)j2

(jf(z1)j2 � 1)(jf(z2)j2 � 1)

j1� f(z1)f(z2)j2
�

jG0(z1)G
0(z2)j

jG(z1)�G(z2)j2
(G(z1)

2 � 1)(G(z2)
2 � 1)

(1�G(z1)G(z2))2
:
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Âíîâü âû÷èñëÿÿ àñèìïòîòèêó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ïî-
ëó÷èì, ÷òî äëÿ f(z) 2 M(R) è äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî z 2 K(R)
âûïîëíÿåòñÿ

ReSf (z)� SG(z) � 6

� jf 0(z)j2
(jf(z)j2 � 1)2

� jG0(z)j2
(G(z)2 � 1)2

�
� 0: (2)

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå òàêæå îáñóæäàþòñÿ íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ â (2) âûïîëíÿåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà.

Ëèòåðàòóðà

1. Äóáèíèí Â.Í., Êîñòþ÷åíêî Å.Â. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è òåîðèè ôóíê-
öèé, ñâÿçàííûå ñ n�êðàòíîé ñèììåòðèåé // Çàï. íàó÷. ñåìèí. ÏÎ-
ÌÈ. 2001. Ò. 276. C. 83-111

2. Karp D., Prilepkina E. Reduced modules with free boundary and its
applications // Annales Academi Scient. Fen., V.34, 2009. 353-378

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÏÎËÍÎÒÛ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÊËÀÑÑÎÂ
×ÀÑÒÈ×ÍÎ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÛÕ ÏÎËÈÃÎÍÎÂ

Ì.À. Ïåðâóõèí (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê)

Åñëè S � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûé ìîíîèä (×Ó-ìîíîèä), òî ïîä ëå-
âûì ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûì ïîëèãîíîì èëè, ïðîñòî, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî-
÷åííûì ïîëèãîíîì (×Ó-ïîëèãîíîì) ïîíèìàåòñÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ëåâûì ïîëèãîíîì íàä ìîíîèäîì S; íà êîòîðîì
äåéñòâèå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìîíîèäà S ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííûì ïî
êàæäîìó àðãóìåíòó. Èçâåñòíî, ÷òî ×Ó-ïîëèãîí ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî ïëîñêèì
òîãäà è òîëüêî òîãäà. êîãäà îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (P<) è (E<) (ñì.
[1]). Â [2] A. Golchin è P. Rezaei áûëè ââåäåíû óñëîâèÿ (PWP ) è (PWP!);
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ áîëåå ñëàáûìè óñëîâèÿìè, ÷åì óñëîâèÿ (P<) è (E<).

Óñëîâèå (PWP ) : äëÿ ëþáûõ b; b0 2 B è s 2 S èç íåðàâåíñòâà sb � sb0

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò u; u0 2 S è b00 2 B òàêèå, ÷òî b = ub00; b0 = u0b00 è
su � su0:

Óñëîâèå (PWP!) : äëÿ ëþáûõ b; b0 2 B è s 2 S èç íåðàâåíñòâà sb � sb0

ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò u; u0 2 S è b00 2 B òàêèå, ÷òî b � ub00; u0b00 � b0 è
su � su0:
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Â [3] V. Gould, L. Shaheen ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àêñèîìàòèçèðóåìîñòè
êëàññû ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ) è (PWP!): Â
äàííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ïîëíîòû è ìîäåëüíîé ïîëíîòû êëàñ-
ñîâ ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ) è (PWP!):

Òåîðåìà. Ïóñòü S � êîììóòàòèâíûé ×Ó-ìîíîèä è êëàññ ×Ó-ïîëèãîíîâ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ); àêñèîìàòèçèðóåì. Òîãäà ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1) êëàññ ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ); ïîëîí;
2) êëàññ ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ); ìîäåëüíî

ïîëîí;
3) êëàññ ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP ); êàòåãî-

ðè÷åí;
4) âñÿêèé ×Ó-ïîëèãîí, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ (PWP ); ÿâëÿåòñÿ

ñâîáîäíûì íàä ìíîæåñòâîì ×Ó-ïîëèãîíîì;
5) S � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííàÿ àáåëåâà ãðóïïà áåç îäíîýëåìåíòíûõ

ïîäãðóïï T òàêèõ, ÷òî ×Ó-ïîëèãîí SS=T óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (PWP ):
Òåîðåìà. Íå ñóùåñòâóåò ×Ó-ìîíîèäà, íàä êîòîðûì àêñèîìàòèçèðó-

åìûé êëàññ ×Ó-ïîëèãîíîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ (PWP!); áûë áû
ïîëîí èëè ìîäåëüíî ïîëîí.

Ëèòåðàòóðà

1. Shi X. Strongly �at and po-�at S-posets // Comm. Algebra. 2005. V.
33. P. 4515-4531.

2. Golchin A., Rezaei P. Subpullbacks and �atness properties of S-posets
// Communications in Algebra. (â ïå÷àòè)

3. Gould V., Shaheen L.Axiomatisability problems for S-posets // Semigroup
forum. (â ïå÷àòè)

ÐÅØÅÒÊÈ ÊÎÍÃÐÓÝÍÖÈÉ ÍÅÑÂßÇÍÛÕ ÏÎËÈÃÎÍÎÂ
Ä.Î. Ïòàõîâ (ÄÂÃÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â äàííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû êðèòåðèè ìîäóëÿðíîñòè è äèñòðèáóòèâ-
íîñòè ðåøåòêè êîíãðóýíöèé íåñâÿçíûõ ïîëèãîíîâ.
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Çàìåòèì, ÷òî ïîëèãîí ÿâëÿåòñÿ óíàðíîé àëãåáðîé. Ðåøåòêè êîíãðó-
ýíöèé óíàðîâ îïèñàíû â [2]. Â [3] èçó÷åíû ðåøåòêè ñëàáûõ êîíãðóýíöèé
óíàðíûõ àëãåáð.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî íàéòè â [1].
Ïóñòü S � ìîíîèä. Ëåâûì S-ïîëèãîíîì (èëè, ïðîñòî, ïîëèãîíîì) SA

íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî A; íà êîòîðîì îïðåäåëåíî äåéñòâèå ìîíîèäà S;
ïðè÷åì åäèíèöà S äåéñòâóåò íà A òîæäåñòâåííî.

Ýëåìåíòû a; b 2 A íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè â ïîëèãîíå SA, åñëè ñó-
ùåñòâóþò n 2 N; ci 2 A (0 6 i 6 n) è sj; tj 2 S (1 6 j 6 n) òàêèå,
÷òî a = c0; b = cn; sici�1 = tici äëÿ ëþáîãî i; 1 6 i 6 n. Ïîëèãîí SA
íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâà ýëåìåíòà â íåì ñâÿçàíû.

Íàèáîëüøèé ïî âêëþ÷åíèþ ñâÿçíûé ïîäïîëèãîí ïîëèãîíà SA íàçû-
âàåòñÿ êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè ïîëèãîíà SA: ßñíî, ÷òî ëþáîé ïîëèãîí
ïðåäñòàâèì â âèäå êîïðîèçâåäåíèÿ ñâîèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Êîíãðóýíöèåé � íà ïîëèãîíå SA íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè íà ìíîæåñòâå A òàêîå, ÷òî

ha; bi 2 � ) hsa; sbi 2 �
äëÿ ëþáûõ a; b 2 A; s 2 S.

Äëÿ ïîäïîëèãîíà SB ïîëèãîíà SA îïðåäåëèì êîíãðóýíöèþ Ðèñà �
SB

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ha; bi 2 �
SB , a; b 2 B èëè a = b:

Ìíîæåñòâî âñåõ êîíãðóýíöèé ëþáîãî ïîëèãîíà SA îáðàçóåò ðåøåòêó,
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé êîíãðóýíöèé ïîëèãîíà SA è îáîçíà÷àåòñÿ
Con(SA).

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â ïîëèãîíå SA áîëåå òðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè, òî ðåøåòêà êîíãðóýíöèé ýòîãî ïîëèãîíà Con(SA) íå ÿâëÿåòñÿ ìîäó-
ëÿðíîé.

Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ïîëèãîíå SA áîëåå äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíî-
ñòè, òî ðåøåòêà êîíãðóýíöèé ýòîãî ïîëèãîíà Con(SA) íå ÿâëÿåòñÿ äèñ-
òðèáóòèâíîé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ ââåäåì ïîíÿòèå ñêâîç-
íîé êîíãðóýíöèè. Ïóñòü SA âûïîëíÿåòñÿ: SA = SA1 t SA2. Òîãäà êîíãðó-
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ýíöèþ � íà ïîëèãîíå SA íàçîâåì ñêâîçíîé êîíãðóýíöèåé, åñëè ñóùåñòâó-
þò òàêèå a 2 A1 è b 2 A2, ÷òî ha; bi 2 �.

Óòâåðæäåíèå 3. Åñëè ïîëèãîí SA ñîäåðæèò äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíî-
ñòè è íà SA ñóùåñòâóåò ñêâîçíàÿ êîíãðóýíöèÿ, òî ðåøåòêà êîíãðóýíöèé
ýòîãî ïîëèãîíà Con(SA) íå ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíîé.

Èç äàííûõ óòâåðæäåíèé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ðåøåòêà êîíãðóýíöèé Con(SA) ïîëèãîíà SA ìîäóëÿðíà
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîëèãîí SA ñîäåðæèò íå áîëåå òðåõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè;
2) ðåøåòêè êîíãðóýíöèé âñåõ åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ìîäóëÿðíû;
3) â ðåøåòêå êîíãðóýíöèé Con(SA) ïîëèãîíà SA íåò ñêâîçíûõ êîí-

ãðóýíöèé.

Òåîðåìà 2. Ðåøåòêà êîíãðóýíöèé Con(SA) ïîëèãîíà SA äèñòðèáó-
òèâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ïîëèãîí SA ñîäåðæèò íå áîëåå äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè;
2) ðåøåòêè êîíãðóýíöèé âñåõ åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè äèñòðèáóòèâ-

íû;
3) â ðåøåòêå êîíãðóýíöèé Con(SA) ïîëèãîíà SA íåò ñêâîçíûõ êîí-

ãðóýíöèé.

Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå ðåøåòîê êîíãðóýíöèé ïîëèãîíîâ ñâîäèòñÿ ê
èçó÷åíèþ ðåøåòîê ñâÿçíûõ ïîëèãîíîâ.

Ëèòåðàòóðà

1. Kilp M., Knauer U., Mikhalev A.V., Acts and Categories// Berlin:
Walter de Gruyet. 2000.

2. Åãîðîâà Ä.Ï. Ñòðóêòóðà êîíãðóýíöèé óíàðíîé àëãåáðû// Óïîðÿ-
äî÷åííûå ìíîæåñòâà è ðåøåòêè: Ìåæâóç. íàó÷. ñá. 1978. Âûï. 5. Ñ.
11 � 44

3. Ïòàõîâ Ä.Î. Ðåøåòêè ñëàáûõ êîíãðóýíöèé óíàðíûõ àëãåáð// Ñèí-
òàêñèñ è ñåìàíòèêà ëîãè÷åñêèõ ñèñòåì. 2010. Âûï. 3. Ñ. 83 � 85.
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ÇÀÄÀ×À ÎÁ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÎÌ ÐÀÇÁÈÅÍÈÈ ÊÐÓÃÎÂÎÃÎ
ÊÎËÜÖÀ

Å.Ã. Ïðèëåïêèíà, Ì.Â. Ñêóòåëüíèê (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê).

Çàäà÷è îá ýêñòðåìàëüíîì ðàçáèåíèè çàêëþ÷àþòñÿ â îïðåäåëåíèè âåðõ-
íåé ãðàíè ïðîèçâåäåíèé âèäà R�1

1 R
�2
2 ::::R

�n
n , ãäå Rk íåêîòîðûå âíóòðåí-

íèå ðàäèóñû ïîïàðíî íåíàëåãàþùèõ îáëàñòåé Gk è ÷èñëà �k óäîâëå-
òâîðÿþò îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì. Ýòè çàäà÷è âîñõîäÿò ê Ì.À. Ëàâðåí-
òüåâó è èìåþò áîãàòóþ èñòîðèþ. Ñóùåñòâóþò äâà ìåòîäà èõ èçó÷åíèÿ:
ýêñòðåìàëüíî-ìåòðè÷åñêèé è åìêîñòíîé. Ñèñòåìàòè÷åñêîìó ðàçâèòèþ ïåð-
âîãî ìåòîäà ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ðàáîòû Ã.Â. Êóçüìèíîé, Å.Ã. Åìåëüÿ-
íîâà, À.Þ. Ñîëûíèíà, â òî âðåìÿ êàê åìêîñòíîé ïîäõîä ðàçâèâàåòñÿ â
îñíîâíîì â ðàáîòàõ Â.Í Äóáèíèíà è åãî ó÷åíèêîâ. Ìû ïðèäåðæèâàåìñÿ
åìêîñòíîãî ïîäõîäà. Â íåäàâíåé ðàáîòå Äóáèíèíà Â.Í., Êèðèëëîâîé Ä.À.
[1] äîêàçàíû íåðàâåíñòâà äëÿ ïðîèçâåäåíèé ðàäèóñîâ Ðîáåíà íåíàëåãàþ-
ùèõ îáëàñòåé âçàìåí âíóòðåííèõ ðàäèóñîâ. Ïóñòü îáëàñòü G îãðàíè÷åíà
êîíå÷íûì ÷èñëîì àíàëèòè÷åñêèõ æîðäàíîâûõ êðèâûõ. Ôóíêöèåé Ðîáåíà
ñ ïîëþñîì â òî÷êå z0 2 G îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà � � @G íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ g(z) = gG(z; z0;�), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:

1) g(z) íåïðåðûâíàÿ íà Gnfz0g; íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà
Gn (�Sfz0g) ; ãàðìîíè÷åñêàÿ â Gnfz0g;
2) g(z) = 0 ïðè z 2 �;
3) @g=@n = 0 ïðè z 2 @Gn (�Sfz0g) ;
4) g(z) + log jz � z0j - ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè z0
(çäåñü @g=@n îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü âíåøíåé
íîðìàëè ê ãðàíèöå).
Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîñâÿçíîé îáëàñòè G ôóíêöèÿ Ðîáåíà

îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíôîðìíîãî è îäíîëèñòíîãî îòîáðàæåíèÿ f
íà àíàëèòè÷åñêóþ æîðäàíîâó îáëàñòü.

Ðàäèóñîì Ðîáåíà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

r(G;�; z0) := exp lim
z!z0

(gG(z; z0;�) + log jz � z0j) :
Îáîçíà÷èì ÷åðåç K(t) êîíöåíòðè÷åñêîå êðóãîâîå êîëüöî ft < jzj <

1g è ÷åðåç T (z) - ëþáîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå K(t) íà ïëîñêîñòü ñ
ðàçðåçàìè ïî äåéñòâèòåëüíîé îñè. Â ðàáîòå [1] äîêàçàíà
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü íåïåðåñåêàþùèåñÿ îáëàñòè G1, G2 ëåæàò â
êîëüöå K(t) è ãðàíè÷íûå ìíîæåñòâa �j � @Gj óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèþ @Gj \ K(t) � �j; j = 1; 2: Òîãäà äëÿ âíóòðåííèõ òî÷åê z1 2 G1 è
z2 2 G2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

r(G1;�1; z1)r(G2;�2; z2) � jT (�jz1j)� T (jz2j)j2
jT 0(�jz1j)T 0(jz2j)j : (1)

Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ìû ïðèâîäèì äðóãîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1,
èçó÷àåì ñëó÷àè ðàâåíñòâà è ðàññìàòðèâàåì íîâûå îöåíêè ïðîèçâåäåíèé
ðàäèóñîâ Ðîáåíà îáëàñòåé, ðàñïîëîæåííûõ â êðóãîâîì êîëüöå. Â ÷àñòíî-
ñòè, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

r(G1;�1; z1)r(G2;�2; z2) ����� 4jz1j2jz2j2
(1� jz1j2)(1� jz2j2)

sin(i log jz1j)
�1(i log jz1j)

sin(i log jz2j)
�1(i log jz2j)

����
������1
�
i
2
log(z1z2)

�
�1
�
i
2
log(z1=z2)

�
�01(0)

�����
2

:

(2)
Ðàâåíñòâî â (2) äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G1 [ G2 =
K(t), Int(�j) = @Gj

T
K(t) è íà ìíîæåñòâå Int(�j), j = 1; 2, âûïîëíÿ-

åòñÿ ������1
�
i
2
log(zz2

�
�1
�
i
2
log(z=z2

�
�1
�
i
2
log(zz1

�
�1
�
i
2
log(z=z1

������ = const:

Çäåñü �1(z) := �1(z; t) îçíà÷àåò ýëëèïòè÷åñêóþ òåòà-ôóíêöèþ ßêîáè.

Ëèòåðàòóðà

1. Äóáèíèí Â.Í., Êèðèëëîâà Ä.À. Ê çàäà÷àì îá ýêñòðåìàëüíîì ðàç-
áèåíèè // Çàï. íàó÷. ñåìèí. ÏÎÌÈ. 2008. Ò.357. C.54-74.

ÏÎÂÅÄÅÍÈÅ ÎÁÎÁÙÅÍÍÛÕ ÏÐÈÂÅÄÅÍÍÛÕ ÌÎÄÓËÅÉ ÏÐÈ
ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈßÕ

Å.Ã. Ïðèëåïêèíà, Ê.Ñ. ßðåì÷óê (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê).

Ïóñòü B � êîíå÷íîñâÿçíàÿ îáëàñòü íà êîìïëåêñíîé ñôåðå C áåç âû-
ðîæäåííûõ ãðàíè÷íûõ òî÷åê ëèáî âñÿ êîìïëåêñíàÿ ïëîñêîñòü. Îáîçíà÷å-
íèå B îçíà÷àåò êîìïàêòèôèêàöèþ B ïîñðåäñòâîì ïðîñòûõ êîíöîâ Êàðà-
òåîäîðè, ãðàíèöà @B � ñîâîêóïíîñòü ïðîñòûõ êîíöîâ. Ïîä îêðåñòíîñòüþ
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áóäåì ïîíèìàòü ëþáîå îòêðûòîå â B ìíîæåñòâî. Åñëè ýòî íå âûçîâåò
íåäîðàçóìåíèé, ìû áóäåì îòîæäåñòâëÿòü ýëåìåíò B; ñîîòâåòñòâóþùèé
âíóòðåííåé òî÷êå B; ñ ñàìîé ýòîé òî÷êîé, à íîñèòåëü äîñòèæèìîé ãðà-
íè÷íîé òî÷êè è ñàìó ýòó òî÷êó áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé è òîé æå áóêâîé.
Â ñëó÷àå æîðäàíîâîé îáëàñòè B ïîíÿòèÿ çàìûêàíèÿ B è ãðàíèöû @B
ñîâïàäàþò ñ îáû÷íûìè, à îêðåñòíîñòü â B åñòü ïåðåñå÷åíèå îòêðûòîãî â
C ìíîæåñòâà ñ B.

Ïóñòü z0 äîñòèæèìàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà @B n � îáëàñòè B, z0 6= 1,
�B(z0)� � âíóòðåííèé óãîë îáëàñòè B ñ âåðøèíîé z0 è ïóñòü ñóùåñòâóåò
êîíôîðìíîå è îäíîëèñòíîå îòîáðàæåíèå f îáëàñòè B íà àíàëèòè÷åñêóþ
æîðäàíîâó îáëàñòü f(B) òàêîå, ÷òî â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè z0 èìååò
ìåñòî ðàçëîæåíèå

f(z) = f(z0) + (z � z0)
1=�B(z0)(c(z0) + o(1)); z ! z0; (1)

c(z0) 6= 0: Åñëè z0 = 1, ëîêàëüíûé ïàðàìåòð (z � z0) â ðàçëîæåíèè (1)
íóæíî çàìåíèòü íà 1=z. Äîñòèæèìûå ãðàíè÷íûå òî÷êè z0 2 @B, äëÿ
êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ (1), à òàêæå âíóòðåííèå òî÷êè z0 2 B áóäåì äàëåå
íàçûâàòü äîïóñòèìûìè òî÷êàìè äëÿ B. Äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè z0 2 B
ïîëàãàåì �B(z0) = 2.

Ïóñòü � � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî @B, ñîñòîÿùåå èç êîíå÷íîãî ÷èñ-
ëà íåâûðîæäåííûõ ñâÿçíûõ êîìïîíåíò. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëåíà ôóíê-
öèÿ Ðîáåíà gB(z; z0;�) îáëàñòè B è ìíîæåñòâà � c ïîëþñîì â äîïóñòè-
ìîé òî÷êå z0 2 B n �. Äëÿ àíàëèòè÷åñêîé æîðäàíîâîé îáëàñòè g(z) :=
gB(z; z0;�) îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèÿìè: g(z) âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ íåïðåðûâ-
íàÿ íà Bnfz0g; íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ íà Bn (�

Sfz0g) ; ãàðìî-
íè÷åñêàÿ â Bnfz0g è òàêàÿ, ÷òî g(z) = 0 ïðè z 2 �; @g=@n = 0 ïðè
z 2 @Bn (�Sfz0g) ; ïðè÷åì g(z)+ log jz� z0j � ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â
îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 (ñèìâîë @=@n îçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå âäîëü
âíóòðåííåé íîðìàëè ê ãðàíèöå). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîñâÿçíîé îáëà-
ñòèB ïîëàãàåì ïî îïðåäåëåíèþ gB(z; z0;�) := �B(z0)gf(B)(f(z); f(z0); f(�)),
åñëè z0 2 @B, è gB(z; z0;�) := gf(B)(f(z); f(z0); f(�)) ïðè z0 2 B. Çäåñü
f(z) îïðåäåëåíî âûøå è óäîâëåòâîðÿåò (1).

Ðàäèóñîì Ðîáåíà íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

r(B;�; z0) := exp lim
z!z0

(gB(z; z0;�) + log jz � z0j) :
Åñëè � = @B; òî ôóíêöèÿ Ðîáåíà ñîâïàäàåò ñ õîðîøî èçâåñòíîé ôóíê-

öèåé Ãðèíà, à ðàäèóñ Ðîáåíà � ñ âíóòðåííèì ðàäèóñîì r(B; z0) îáëàñòè
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B â òî÷êå z0.
Â ñëó÷àå ïóñòîãî ìíîæåñòâà � íàì ïîòðåáóåòñÿ äâóõïîëþñíàÿ ôóíê-

öèÿ Íåéìàíà n(z) := nB(z; z0; z
�), êîòîðàÿ äëÿ àíàëèòè÷åñêîé æîðäàíî-

âîé îáëàñòè îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì:
1) n(z) ãàðìîíè÷åñêàÿ â B n fz0; z�g;
2) @n(z)=@n = 0 ïðè z 2 (@B)nfz0 [ z�g;
3) n(z) + log jz � z0j � îãðàíè÷åííàÿ ãàðìîíè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè ïåðâîãî ïîëþñà z0,
4) â îêðåñòíîñòè âòîðîãî ïîëþñà z� âûïîëíÿåòñÿ ðàçëîæåíèå

n(z) = �B(z0)
�B(z�)

log jz � z�j+ o(1); z ! z�; z 2 B;
ãäå �B(z)�, êàê è ðàíüøå, âíóòðåííèé óãîë îáëàñòè B ñ âåðøèíîé â òî÷êå z.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé êîíå÷íîñâÿçíîé îáëàñòè B è äîïóñòèìûõ òî÷åê z0,

z� îïðåäåëèì ôóíêöèþ Íåéìàíà ïî ôîðìóëå

nB(z; z0; z
�) = �B(z0)nf(B)(f(z); f(z0); f(z

�))� �B(z0)

�B(z�)
log jc(z�)j�B(z�);

ãäå f � îäíîëèñòíîå êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå B íà àíàëèòè÷åñêóþ æîð-
äàíîâó îáëàñòü; �B(z) = 1 äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè z 2 B, �B(z) = �B(z)
äëÿ ãðàíè÷íûõ òî÷åê z 2 @B, c(z�) êîíñòàíòà èç ðàçëîæåíèÿ (1) â îêðåñò-
íîñòè òî÷êè z�. Äëÿ âñåé êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C ïîëàãàåì ïî îïðåäå-
ëåíèþ

n
C
(z; z0; z

�) = log j(z � z�)(z0 � z�)=(z � z0)j; z� 6=1;

n
C
(z; z0; z

�) = � log jz � z0j; z� =1:

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé ôóíêöèé Ðîáåíà è Íåéìàíà â îêðåñò-
íîñòè êîíå÷íîé òî÷êè z0 âûòåêàþò ðàçëîæåíèÿ

gB(z; z0;�) = � log jz � z0j+R(z0) + o(1); z ! z0; (2)

nB(z; z0; z
�) = � log jz � z0j+N(z0; z

�) + o(1); z ! z0: (3)

ßñíî òàêæå, êàê èçìåíÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé, åñëè òî÷êà
z0 =1 (ëîêàëüíûé ïàðàìåòð z � z0 íóæíî çàìåíèòü íà ïàðàìåòð 1=z).

Ïðèñòóïèì òåïåðü ê îïðåäåëåíèþ ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ. Ìû îïóñòèì
îïðåäåëåíèå ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, èñïîëüçóþùåå àñèìïòîòè÷åñêóþ ôîð-
ìóëó âûðîæäàþùåãîñÿ êîíäåíñàòîðà. Âìåñòî ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ âûðî-
æåíèåì ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ ÷åðåç ôóíêöèè Ðîáåíà èëè Íåéìàíà. Ïóñòü
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îáëàñòü B êàê è âûøå è ïóñòü � � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî @B; ïðè÷åì
ëèáî � = ;, ëèáî � ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåâûðîæäåííûõ ñâÿçíûõ
êîìïîíåíò. Ïóñòü Z = fzkgnk=1 � ñîâîêóïíîñòü ðàçëè÷íûõ äîïóñòèìûõ
òî÷åê â Bn�, �k� � âíóòðåííèé óãîë îáëàñòè B ñ âåðøèíîé â òî÷êå zk,
�k 6= 0; k = 1; : : : ; n, � = f�kgnk=1 � ñîâîêóïíîñòü âåùåñòâåííûõ ÷èñåë,
nP

k=1

�2k 6= 0, è 	 = f kgnk=1, ãäå  k =  k(r) � �kr
�k ; �k; �k, k = 1; :::; n; �

ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà, r > 0. Äëÿ íåïóñòîãî ìíîæåñòâà �
îïðåäåëèì âåëè÷èíû Rkl, k = 1; : : : ; n, l = 1; : : : ; n; ïîëàãàÿ

Rkl := gB(zk; zl;�); k 6= l;

Rkk := lim
z!zk

(gB(z; zk;�) + log jz � zkj) = R(zk):

Äëÿ ïóñòîãî ìíîæåñòâà � ìû òðåáóåì, äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû

nX
k=1

�k�k
�k

= 0: (4)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî �1 6= 0: Ïðè � = ; çàäà-
äèì Rkl, k = 1; : : : ; n; l = 1; : : : ; n; ñîîòíîøåíèÿìè

R1m = Rm1 = 0; m = 1; ::::; n;

Rkl := nB(zk; zl; z1); k 6= l; Rkk := N(zk; z1); k = 2; :::; n; l = 2; ::::; n:

Çäåñü âåëè÷èíûN(zk; z1) îïðåäåëÿþòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ (3) ôóíêöèè nB(z; zk; z1)
â îêðåñòíîñòè òî÷êè zk.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü "íîðìèðîâàííûé" ïðèâåäåííûé ìîäóëü

fM(B;�; Z;�;	) :=
nX

k;l=1

�k�k�l
�k�l

Rkl �
nX

k=1

�k�
2
k log �k
�2k

:

Ïðè óñëîâèÿõ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðèâåäåííîãî ìîäóëÿ, ââåäåì ôóíêöèþ

u(z) =

8>><>>:
nP

k=1

�k
�k
gB(z; zk;�); äëÿ � 6= ;;

nP
k=2

�k
�k
nB(z; zk; z1); äëÿ � = ;;
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êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé äëÿ îáëàñòè B; ìíî-
æåñòâà � è ñîâîêóïíîñòåé Z;�;	: Ïðèìåíÿÿ (2) äëÿ íåïóñòîãî ìíîæå-
ñòâà �, è (3), (4) ïðè � = ;, óáåæäàåìñÿ, ÷òî â íåêîòîðûõ îêðåñòíîñòÿõ
òî÷åê zk èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

u(z) = ��k
�k

log jz � zkj+ ak + o(1); z ! zk; z 2 B:

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
nX

k=1

�k�k
�k

ak = fM(B;�; Z;�;	) +
nX

k=1

�2k�k
�2k

log �k: (5)

Ñîîòíîøåíèå (5) óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ïðèâåäåííûì ìîäóëåì è
ïîòåíöèàëüíîé ôóíêöèåé.

Âåùåñòâåííóþ ôóíêöèþ v íàçîâåì äîïóñòèìîé ôóíêöèåé äëÿ îá-
ëàñòè B, ìíîæåñòâà � è ñîâîêóïíîñòåé Z;�;	, åñëè îíà íåïðåðûâíà â

Bn
nS

k=1

fzkg; ðàâíà íóëþ íà �; óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòè êàæäîé êîíå÷íîé òî÷êè îáëàñòè B, çà èñêëþ÷åíèåì,
ìîæåò áûòü, êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ òî÷åê, è åñëè â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê
zk èìåþò ìåñòî ðàçëîæåíèÿ

v(z) = ��k
�k

log jz � zkj+ bk + o(1); z ! zk; z 2 B;

ãäå bk, k = 1; : : : ; n; � íåêîòîðûå âåùåñòâåííûå ïîñòîÿííûå.
Â íàñòîÿùåì äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå

ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðè êîòîðûõ ïðèâåäåííûé ìîäóëü íå óìåíüøàåòñÿ. Îñ-
íîâíûå èäåè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ âçÿòû èç ðàáîòû [1]. Cëåäóþùàÿ
òåîðåìà, íàïðèìåð, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëÿðèçàöèè.

Òåîðåìà. Ïóñòü ìíîæåñòâà B è � cèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî
ïðÿìîé l, è ñðåäè ñîâîêóïíîñòè Z = fzkgnk=1 íåò ñèììåòðè÷íûõ îòíî-
ñèòåëüíî l òî÷åê. Îáîçíà÷èì L+ è L� çàìêíóòûå ïîëóïëîñêîñòè, íà
êîòîðûå l ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü C. Ïóñòü cîâîêóïíîñòü òî÷åê PZ =
fpzkgnk=1 ïîñòðîåíà èç ñîâîêóïíîñòè Z ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: åñëè
�k � 0, òî pzk ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé zk ïðè zk 2 L+; è pzk ñîâïàäàåò
ñ ñèììåòðè÷íîé äëÿ zk òî÷êîé îòíîñèòåëüíî l ïðè zk 2 L�; åñëè æå
�k < 0, òî pzk ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé zk ïðè zk 2 L�; è pzk ñîâïàäàåò ñ
ñèììåòðè÷íîé äëÿ zk òî÷êîé îòíîñèòåëüíî l ïðè zk 2 L+: ÒîãäàfM(B;�; Z;�;	) � fM(B;�; PZ;�;	):
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ôóíêöèÿ

v(z) =

�
min(u(z); u(z)); z 2 L�;
max(u(z); u(z)); z 2 L+:

äîïóñòèìà äëÿ B, � è ñîâîêóïíîñòåé PZ; �, 	: Çäåñü z îçíà÷àåò ñèì-
ìåòðè÷íóþ z îòíîñèòåëüíî l òî÷êó, è u(z) ïîòåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ
îáëàñòè B; ìíîæåñòâà � è ñîâîêóïíîñòåé Z;�;	: Â äàëüíåéøåì ìû ñðàâ-
íèâàåì èíòåãðàëû Äèðèõëå îò ôóíêöèè v(z) è u(z):

Ëèòåðàòóðà

1. Äóáèíèí Â.Í., Ïðèëåïêèíà Å.Ã. Î ñîõðàíåíèè îáîáùåííîãî ïðèâå-
äåííîãî ìîäóëÿ ïðè ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ïëîñêèõ îá-
ëàñòåé // Äàëüíåâîñò. ìàòåì. æóðí. 2005. Ò.6, � 1-2. C.39�56.

ÄÂÓÕÒÎ×Å×ÍÀß ÒÅÎÐÅÌÀ ÈÑÊÀÆÅÍÈß ÄËß ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ
ÎÄÍÎËÈÑÒÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Å.Ñ. Ôðîëîâà (ÌÃÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíà äâóõòî÷å÷íàÿ òåîðåìà èñêàæåíèÿ äëÿ ðåãó-
ëÿðíûõ îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé, äîêàçàííàÿ â òåðìèíàõ ôóíêöèè Ðîáåíà
è åìêîñòè Ðîáåíà.

Êàê èçâåñòíî, âî ìíîãèõ ñòàòüÿõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâóõòî÷å÷íûå òåî-
ðåìû èñêàæåíèÿ (íàïðèìåð, [1], [2], [3]). Ìåòîä, èçëîæåííûé â ýòîì äî-
êëàäå, îòëè÷åí îò íèõ, ïîñêîëüêó çäåñü ðàññìàòðèâàþòñÿ ìíîãîñâÿçíûå
îáëàñòè è èñïîëüçóåòñÿ ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà ãðàíèöå.

Òåîðåìà. Ïóñòü îáëàñòè B è G, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâàìè �Cz è �Cw ñîîòâåòñòâåííî, è ìíîæåñòâà 
 � @B è � � @G
ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ f êîíôîðìíî è
îäíîëèñòíî îòîáðàæàåò îáëàñòü B íà îáëàñòü G òàê, ÷òî f(
) � �,
ãäå îáðàç f(
) ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãðàíè÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Òîãäà
äëÿ âñåõ òî÷åê z1; z2 2 B è âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë t1 è t2 âûïîëíÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî
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jDf(z1)j t
2
1 jDf(z2)j t

2
2 �

�
� (z1; z2; B; 
)

� (f(z1); f(z2); G; �)

� 2 t1t2

:

Åñëè äëÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ f âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå f(B) �
G è f((@B)n
) � (@G)n�, òî

jDf(z1)j t
2
1 jDf(z2)j t

2
2 �

�
� (z1; z2; B; 
)

� (f(z1); f(z2); G; �)

� 2 t1t2

:

äëÿ âñåõ òî÷åê z1; z2 2 B è âñåõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë t1; t2.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå äëÿ íåêî-
òîðûõ êâàäðàòè÷íûõ ôîðì, êîòîðûå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé ôóíêöèè Ðî-
áåíà â ðàññìàòðèâàåìûõ òî÷êàõ, è àñèìïòîòè÷åñêîå ðàçëîæåíèå åìêîñòè
îáîáùåííûõ êîíäåíñàòîðîâ [4].

Ëèòåðàòóðà
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Math. 31 (2006). P. 111-130

4. Äóáèíèí Â.Í. Îáîáùåííûå êîíäåíñàòîðû è èõ àñèìïòîòè÷åñêèå
åìêîñòè ïðè âûðîæäåíèè íåêîòîðûõ ïëàñòèí// Çàïèñè íàó÷íûõ ñå-
ìèíàðîâ. ÑÏá îòäåë ìàò. èíñò. Ñòåêëîâà (ÏÎÌÈ). 302 (2003). Ñ.
38-51
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ÏÐÈÊËÀÄÍÀß ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ

ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÊÎÍÂÅÊÖÈÎÍÍÎ-ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÄËß ÎÖÅÍÊÈ ÔÈÍÀÍÑÎÂÛÕ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÎÂ

Å.À.Àíäðååâà (Äàëüðûáâòóç, Âëàäèâîñòîê)

Ðàñ÷åò áåçàðáèòðàæíûõ öåí ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ - ýòî çàäà÷à,
êîòîðîé âî âñåì ìèðå óäåëÿåòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ î÷åíü áîëüøîå âíèìà-
íèå. Îäèí èç îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ðàñ÷åòàì áåçàðáèòðàæíûõ öåí çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè äëÿ
áåçàðáèòðàæíîé öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà, ïîñòàâèòü äëÿ ýòîãî
óðàâíåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó è çàòåì ðåøèòü åå. Ïðè ýòîì óðàâ-
íåíèå ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ÷àùå âñåãî îêàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ïà-
ðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à ïîñòàâëåííàÿ íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à âî ìíîãèõ
ñëó÷àÿõ ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñî ñâîáîäíûìè ãðàíèöàìè. Èíîãäà íà÷àëüíî-
êðàåâóþ çàäà÷ó âîçìîæíî ðåøèòü â ÿâíîì âèäå (ò.å. íàéòè ðåøåíèå â âè-
äå ôîðìóëû), èíîãäà ïðèìåíÿþòñÿ òå èëè èíûå ìåòîäû ïðèáëèæåííîãî
(÷èñëåííîãî) ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷, íàïðèìåð ìåòîä êîíå÷-
íûõ ðàçíîñòåé (ðàçíîñòíûå ñõåìû). Íî îñíîâíîå çíà÷åíèå âñå æå èìåþò
÷èñëåííûå ìåòîäû, â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå óäàåòñÿ íàéòè äîñòàòî÷íî ðåä-
êî. Óðàâíåíèå öåíû ôèíàíñîâîãî èíñòðóìåíòà ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê
óðàâíåíèþ êîíâåêöèè-äèôôóçèè:

@u

@t
+ c

@u

@x
= �

@2u

@x2

Ïîýòîìó â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàëàñü êîíâåêòèâíî-äèôôóçè-
îííàÿ ìîäåëü îöåíêè ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ è ìåòîäû åå ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ. Çàäà÷à ðåøàëàñü ñ ïîìîùüþ ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Compaq
Visual Fortran, à ñ ïîìîùüþ áåñïëàòíîãî ïàêåòà GnuPlot, äëÿ áîëüøåé
íàãëÿäíîñòè, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû áûëè íàðèñîâàíû. Òàê æå, äëÿ àíà-
ëèçà, ðàññ÷èòûâàëîñü íå òîëüêî ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ,
íî è îøèáêà âû÷èñëåíèé, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ñðàâíåíèÿ íàéäåííîãî ÷èñ-
ëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé.

Ëèòåðàòóðà
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Î ÐÅÃÓËßÐÍÎÑÒÈ ÐÅØÅÍÈÉ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÌÀÊÑÂÅËËÀ Â ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ
Ð.Â. Áðèçèöêèé, À.Ñ. Ñàâåíêîâà (ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê)

Èññëåäóåòñÿ âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ãàð-
ìîíè÷åñêèõ ïî âðåìåíè óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ðàññìàòðèâàåìûõ ïðè èì-
ïåäàíñíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ äëÿ ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè èññëåäîâàíèè ýêñòðåìàëü-
íûõ çàäà÷ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ.

Ââåäåíèå

Â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èññëåäîâàíèþ îá-
ðàòíûõ çàäà÷ è çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äëÿ óðàâíåíèé Ìàêñâåëëà, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â îáëàñòÿõ ñ èìïåäàíñíûìè ãðàíèöàìè. Èíòåðåñ ê óêàçàííûì
çàäà÷àì âûçâàí íàëè÷èåì àêòóàëüíûõ ïðèëîæåíèé â ñîçäàíèè ñîâðåìåí-
íûõ ñðåäñòâ îáíàðóæåíèÿ è ðàññïîçíàâàíèÿ ëåòàòåëüíûõ è íàçåìíûõ
îáúåêòîâ, îõðàíå îêðóæàþùåé ñðåäû (îò ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ)
è â ðÿäå äðóãèõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé ýëåêòðîìàãíåòèçìà [1-7].

Ýòèì èññëåäîâàíèÿì ñïîñîáñòâóåò êà÷åñòâåííûé àíàëèç ñâîéñòâ ðå-
øåíèé êðàåâûõ çàäà÷ ñ èìïåäàíñíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè. Îòäåëü-
íóþ òðóäíîñòü ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé óêàçàííûõ
ïðÿìûõ çàäà÷. Ýòîò ðåçóëüòàò íå òîëüêî ñèëüíî âëèÿåò íà äîêàçàòåëü-
ñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè (óñòîé÷èâîñòè) ðåøåíèé ýêñòðå-
ìàëüíûõ çàäà÷, íî è ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Çäåñü ìû
îòìåòèì ðàáîòó [2], â êîòîðîé óñòàíîâëåíà ðåãóëÿðíîñòü ðåøåíèé áîëåå
îáùèõ êðàåâûõ çàäà÷, îäíàêî ïðèìåíèòü ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ çàäà÷ ãðàíè÷íîãî óïðàâëåíèÿ (ñì. [7]) íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì.
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Èñïîëüçóÿ íåêîòîðûå èäåè àâòîðîâ [2], ìû ðàçâèëè ñâîé ìåòîä èññëå-
äîâàíèÿ ðåãóëÿðíîñòè ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷, ïîç-
âîëÿþùèé ïîëó÷àòü àïðèîðíûå îöåíêè ñîîòâåñòâóþùèõ íîðì ðåøåíèé
÷åðåç íîðìû èñõîäíûõ äàííûõ êðàåâûõ çàäà÷, ÷òî ïîçâîëèò ïðèìåíèòü
ýòè ðåçóëüòàòû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷.

Â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 � R3 ñ ãðàíèöåé � ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàå-
âàÿ çàäà÷à

rot rotE� k2E = 0 â 
; (1)

rotE� n+ i�(n� E)� n = h íà �: (2)

Çäåñü E � âåêòîð íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, n � åäèíè÷íûé
âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè, k > 0 � âîëíîâîå ÷èñëî, � > 0 � ïîâåðõíîñò-
íûé èìïåäàíñ. Íèæå íà çàäà÷ó (1), (2) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ � è h
áóäåì ññûëàòüñÿ êàê íà çàäà÷ó 1.

Óñëîâèå (2) ôèçè÷åñêè îòâå÷àåò ñèòóàöèè, êîãäà ãðàíèöà � ïîêðûòà
òîíêèì ñëîåì ñèëüíîïîãëîùàþùåãî ìàòåðèàëà, íàïðèìåð, ñ öåëüþ ìàñ-
êèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåêòà [8, 9].

Íèæå øèðîêî áóäåì èñïîëüçîâàòü ôóíêöèîíàëüíûå ïðîñòðàíñòâàHs(D),
s 2 R è Lr(D), 1 � r � 1, ñîñòîÿùèå èç êîìïëåêñíîçíà÷íûõ â îáùåì ñëó-
÷àå ôóíêöèé, çàäàííûõ â îáëàñòè D, ãäå D � îáëàñòü 
 (èëè êàêîå-ëèáî
äðóãîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî â R3) ëèáî ãðàíèöà � îáëàñòè 
. Ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ïðîñòðàíñòâà âåêòîð-ôóíêöèé áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hs(D)
è Lr(D). Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ Hs(
) è Hs(�) è èõ
âåêòîðíûõ àíàëîãàõ áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâåííî ÷åðåç (�; �)s, (�; �)s;�
è k � ks, k � ks;�. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ è íîðìó â L2(D) (èëè â L2(D))
ëèáî â L2(�) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (�; �)D, k � kD ëèáî (�; �)�, k � k�. Ïðè
D = 
 èíäåêñ �
� áóäåì îïóñêàòü. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàåì

(u;v) =

Z



u(x)�v(x)dx; (u;v)D =

Z
D

u(x)�v(x)dx; (u;v)� =

Z
�

u(x)�v(x)d�:
(3)

Çäåñü è íèæå v îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ ê ôóíê-
öèè v, D � ïðîèçâîëüíàÿ ïîäîáëàñòü îáëàñòè 
. Îòíîøåíèå äâîéñòâåííî-
ñòè äëÿ ïàðû ïðîñòðàíñòâ X è X� áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç h�; �iX��X èëè
ïðîñòî h�; �i òàì, ãäå ýòî íå ïðèâåäåò ê ïóòàíèöå. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü,
÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

(i) 
 � îãðàíè÷åííàÿ îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíè-
öåé � 2 C0;1.

32



Ïóñòü D(
) � ïðîñòðàíñòâî áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèò-
íûõ â 
 êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, D0(
) � äâîéñòâåííîå ê íåìó,
H1

0 (
) = ïîïîëíåíèå D(
) â H1(
), H1
0(
) = H1

0 (
)
3, L1�0 = f� 2 L1(�) :

�(x) � �0 ï.â. íà �g. Ëþáîé âåêòîð u 2 L2(�) ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïî÷òè
âñþäó íà � â âèäå: u = uN + uT . Çäåñü âåêòîð uN � (u � n)n 2 L

2(�)
íîñèò íàçâàíèå âåêòîðíîé íîðìàëüíîé êîìïîíåíòû, òîãäà êàê âåêòîð
uT � (n� u) � n 2 L2(�) íàçûâàåòñÿ òàíãåíöèàëüíîé êîìïîíåíòîé âåê-
òîðà u. Ïîäïðîñòðàíñòâî â L2(�), ñîñòîÿùåå èç òàíãåíöèàëüíûõ íà � âåê-
òîðîâ, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L2

T (�). Áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü ñëåäó-
þùèå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíîçíà÷íûõ âåêòîð-ôóíêöèé:
H(rot;
) = fu : u 2 L

2(
); rotu 2 L
2(
)g, H(div;
) = fu : u 2

L
2(
); divu 2 L

2(
)g, H0(div; 
) = fu 2 H(div; 
) : divv = 0g è
H

s
T (�) = fu : u 2 Hs(�);u � n = 0 íà �g.
Îñíîâíóþ ðîëü íèæå áóäåò èãðàòü ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî X =

fv 2 H(rot;
) \H(div;
) : v � n 2 L2
T (�)g è åãî ïîäïðîñòðàíñòâî V =

fv 2 X : divv = 0g, íàäåëåííûå ñîîòâåòñòâåííî ãèëüáåðòîâûìè íîðìàìè

kvk2
X
= kvk2+krotvk2+kdiv vk2+kv � nk2�; kvk2V = kvk2+krotvk2+kv � nk2�:

1 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê (i), ÷òî � 2 L1�0(�), �0 = const > 0 è
âûïîëíÿþåòñÿ óñëîâèå

(ii) h 2 L2
T (�).

Ïóñòü E 2 C
2(
) \ C1(
). Óìíîæèì óðàâíåíèå (1) íà ôóíêöèþ �,

ãäå � 2 X. Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî îáëàñòè 
 ñ ïðèìåíåíèåì ôîðìóëû
Ãðèíà ïðèõîäèì ê ñëàáîé ôîðìóëèðîâêå çàäà÷è 1, èìåþùåé âèä

a�(E;�) � (rotE; rot�)�(k2E;�)+i(�ET ;�T )� = (h;�T )� 8� 2 X: (4)

Ôóíêöèþ E 2 V, óäîâëåòâîðÿþùóþ (4), íàçîâåì ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà-
÷è 1.

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (i) è � 2 L1�0(�). Òîãäà

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h 2 L2
T (�) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñëàáîå ðåøå-

íèå E 2 V çàäà÷è 1 è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

kEkV �ME � C0khk�; C0 = C0(
; �0; k�kL1(�)): (5)
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Ïóñòü âìåñòî (i) è (ii) âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(i0) 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå R3 ñ ãðàíèöåé � 2 C2;
(ii0) � 2 L1�0(�), r�� 2 L2(�); div�h 2 L2(�).
Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ ïîâåðõíîñòíîãî ãðàäèåíòà è ïî-

âåðõíîñòíîé äèâåðãåíöèè ñì. â [10, 11].
Îäíèì èç îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ
Òåîðåìà 2.2. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i0), (ii0) ðåøåíèå E çàäà÷è

1 ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó H1(
) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

kEk1 � C2(kdiv�hk� + khk�); C2 = C2(�;
): (6)

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ (ïðîåê-
òû 09-01-98518-ð-âîñòîê-à è 10-01-00219-à) è ãðàíòîâ ÄÂÎ ÐÀÍ (ïðîåêòû
09-I-Ï29-01, 09-I-ÎÌÍ-03, 09-II-ÑÓ03-003 è 09-III-A-03-07).
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ÏÎËÓ×ÅÍÈÅ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈ ÇÍÀ×ÈÌÛÕ ÎÖÅÍÎÊ
ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÒÎÐÃÎÂÛÕ ÑÈÑÒÅÌ È

ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
Ì.Á. Áóêàðåíêî (Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò, ã. Ñàìàðà)

Îäíèì èç ãëàâíûõ íåäîñòàòêîâ êëàññè÷åñêîãî òåõíè÷åñêîãî àíàëèçà
ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìûõ ìåòîäèê òåñòèðîâàíèÿ òîð-
ãîâûõ àëãîðèòìîâ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìîòðåíû äâà íàèáîëåå âàæ-
íûõ ïîêàçàòåëÿ ýôôåêòèâíîñòè ëþáîé ìåõàíè÷åñêîé òîðãîâîé ñèñòåìû
(ÌÒÑ): êóìóëÿòèâíàÿ äîõîäíîñòü è äîëÿ ëîæíûõ ñèãíàëîâ [1]. Â ðàáîòå
ïîêàçàíî, êàê ïîëó÷èòü ñòàòèñòè÷åñêè çíà÷èìóþ îöåíêó êóìóëÿòèâíîé
äîõîäíîñòè ìåõàíè÷åñêîé òîðãîâîé ñèñòåìû, ãåíåðèðóþùåé ñèãíàëû íà
ïîêóïêó è ïðîäàæó â õîäå èìèòàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Òàêæå ïîêà-
çàíî, êàê îïðåäåëèòü çíà÷èìîñòü ðàñõîæäåíèé â âåðîÿòíîñòÿõ ëîæíîãî
ñèãíàëà, ïðè ñðàâíåíèè äâóõ è áîëåå ÌÒÑ.

Êóìóëÿòèâíàÿ äîõîäíîñòü åñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äëÿ äàííîãî òèêêå-
ðà íà äàííîì âðåìåííîì èíòåðâàëå. Ñòàâèòñÿ çàäà÷à ñìîäåëèðîâàòü ñòà-
òèñòè÷åñêè çíà÷èìîå ÷èñëî ðåàëèçàöèé âõîäíîãî ñèãíàëà ñ òîé æå ñòðóê-
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òóðîé ïîìåõè è íà èõ îñíîâå ïîëó÷èòü èíòåðâàëüíóþ îöåíêó ãåíåðàëü-
íîãî ñðåäíåãî ñîâîêóïíîñòè êóìóëÿòèâíûõ äîõîäíîñòåé. Ïîìåõîé áóäåì
ñ÷èòàòü ðàçíîñòü öåíû çàêðûòèÿ è çíà÷åíèÿ ìåäëåííîé ëèíèè òðåíäà
(íàïðèìåð, ñêîëüçÿùåãî ñðåäíåãî áîëüøèõ ïîðÿäêîâ â êëàññè÷åñêîì òåõ-
íè÷åñêîì àíàëèçå èëè îòêëèê ôèëüòðà íèçêèõ ÷àñòîò ñ ìèíèìàëüíîé ÷à-
ñòîòîé ñðåçà â ìåõàíè÷åñêîé òîðãîâîé ñèñòåìå àâòîðà). Ïîä ñòðóêòóðîé
ïîìåõè áóäåì ïîíèìàòü ñïåêòð åå äèñïåðñèé.

Ðàññìîòðèì ñòàöèîíàðíóþ ñëó÷àéíóþ ôóíêöèþ X (t) íà èíòåðâàëå
(0, T ) ñ êîððåëÿöèåé Kx(t; t+ �) = kx(�). Ôóíêöèÿ kx(�) ÷åòíà: kx(�) =
kx(��). Ïðè èçìåíåíèè t è t0 îò 0 äî T àðãóìåíò � = t� t0 èçìåíÿåòñÿ
îò �T äî T.

×åòíóþ ôóíêöèþ íà èíòåðâàëå (�T, T ) ðàçëîæèì â ðÿä Ôóðüå ïî
÷åòíûì ãàðìîíèêàì:

kx(�) =
1X
k=0

Dk cos!k�;

ãäå !k = k!1;!1 =
�
T
;D0 =

1
T

R T
0
kx(�)d� ;Dk =

2
T

R T
0
kx(�) cos!k�d�; k 6= 0:

Èìåÿ â âèäó, ÷òî ôóíêöèè kx(�) è cos!k� ÷åòíûå, ìîæíî ïðåîáðàçî-
âàòü äàííûå ôîðìóëû ê âèäó:

D0 =
1
T

R T
0
kx(�)d�;

D1 =
2
T

R T
0
kx(�) cos!k�d� ; k 6= 0:

)
Ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿX(t) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñïåêòðàëü-

íîãî ðàçëîæåíèÿ:

X(t) =
1X
k=0

(Uk cos!kt+ Vk sin!kt);

ãäå Uk, Vk � íåêîððåëèðîâàííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè
îæèäàíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ, è äèñïåðñèÿìè, îäèíàêîâûìè äëÿ êàæäîé
ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäíèì è òåì æå èíäåêñîì k. Ýòà ôîðìóëà
ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü òðåáóåìîå êîëè÷åñòâî ðåàëèçàöèé ïîìåõè.

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ êàæäîãî òèêêåðà íà çàäàííîì âðåìåííîì èíòåð-
âàëå ñòðîèòñÿ èíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ êóìóëÿòèâíîé äî-
õîäíîñòè, íàïðèìåð ìåòîäîì íåïàðàìåòðè÷åñêîãî ñãëàæèâàíèÿ. Âåðîÿò-
íîñòü P (CPR < 1) ìîæåò ñëóæèòü íîâûì ïîêàçàòåëåì ýôôåêòèâíîñòè
òîðãîâîãî àëãîðèòìà � ìåðîé ðèñêà íåïîëó÷åíèÿ ïðèáûëè.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îöåíêó ñòàòèñòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè âåðîÿòíîñòè
ëîæíîãî ñèãíàëà. Ïóñòü òðåáóåòñÿ ñðàâíèòü äâà òîðãîâûõ àëãîðèòìà. Â
õîäå âûïîëíåíèÿ ïåðâîãî àëãîðèòìà áûëî ïîëó÷åíî n1 ñèãíàëîâ íà ïî-
êóïêó/ïðîäàæó, à p1 � îöåíåííàÿ âåðîÿòíîñòü ëîæíîãî ñèãíàëà ïî äàí-
íîé âûáîðêå. Àíàëîãè÷íî, äëÿ âòîðîãî àëãîðèòìà óêàçàííûå ïàðàìåò-
ðû îáîçíà÷èì n2 è p2. Äëÿ âûáîðà íàèáîëåå äîõîäíîãî (ñ òî÷êè çðåíèÿ
óêàçàííîãî êðèòåðèÿ ýôôåêòèâíîñòè) àëãîðèòìà, íåîáõîäèìî îöåíèòü
ñòàòèñòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü ðàñõîæäåíèé ìåæäó ýòèìè âåðîÿòíîñòÿìè
s = jp1 � p2j.

Ñíà÷àëà ñëåäóåò îïðåäåëèòü äèñïåðñèè ïîëó÷åííûõ îöåíîê âåðîÿò-
íîñòåé

Di = pi(1� pi)

Âû÷èñëèì äèñïåðñèþ ðàçíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé

Ds =
(n1 � 1)D1 + (n2 � 1)D2

(n1 � 1) + (n2 � 1)

Òàê êàê èñòèííûå çíà÷åíèÿ äèñïåðñèé D1 è D2 íå èçâåñòíû, òî âìåñòî
íèõ èñïîëüçóþòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè D�

i .
Ïîñëå ýòîãî âû÷èñëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà Ñòüþäåíòà

t� =
sp
Ds

r
n1n2
n1 + n2

:

Óðîâåíü çíà÷èìîñòè ðàñõîæäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ
Ñòüþäåíòà:

� = 1� 2

Z t�

0

Sn�1(t)dt:

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàáëþäàåìûå ðàñõîæäåíèÿ èìåþò ñëó÷àéíûé
õàðàêòåð: � = 1� �.

Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíèìà ê ëþáûìÌÒÑ
è îòäåëüíûì òåõíè÷åñêèì èíäèêàòîðàì ïðè ñîâåðøåíèè îïåðàöèé íà ëþ-
áûõ âûñîêîâîëàòèëüíûõ ðûíêàõ.

Ëèòåðàòóðà
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÇÀÄÀ×È ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈÈ ÑÒÀÐØÅÃÎ
ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈß
ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ-ÄÈÔÔÓÇÈÈ-ÐÅÀÊÖÈÈ
È.Ñ.Âàõèòîâ (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñòàðøåãî êîýôôèöèåí-
òà äâóìåðíîãî ýëëèïòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè-ðåàêöèè,
ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 ñ ãðàíèöåé �. Èññëåäóåìàÿ
çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïàðû ôóíêöèé ('; �) èç ñîîòíîøåíèé

�div(�r') + u � r'+ �' = f; '(x; y) j�=  (1)

è äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ ' = 'd â Q. Çäåñü '(x) � êîíöåíòðàíöèÿ çà-
ãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà, �(x) > 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, çàâèñÿùèé
îò òî÷êè x 2 
, u � âåêòîð ñêîðîñòè, �(x) � 0 � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçó-
þùàÿ ðàñïàä çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f(x)
� ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ,  (x) � çàäàííàÿ íà � ôóíêöèÿ, 'd(x)
� çàäàííàÿ â íåêîòîðîé ïîäîáëàñòè Q îáëàñòè 
 ôóíêöèÿ.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å íàõîæäå-
íèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà

J('; u) =
�0
2
k'� 'dk2L2(Q) +

�1
2
k�k2H2(
): (2)

Çäåñü �0; �1 � íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû. Íà îñíîâå ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî àïïàðàòà, ðàçðàáîòàííîãî â [1; 2], â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðàçðåøèìîñòü
è åäèíñòâåííîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è,
îáîñíîâûâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðèíöèïà íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé Ëàã-
ðàíæà, âûâîäèòñÿ ñèñòåìà îïòèìàëüíîñòè. Îíà ñîñòîèò èç ïðÿìîé çàäà÷è
(1), ñîïðÿæåííîé çàäà÷è

�div(�r�)� u � r� + �� = ��0('� 'd)Q; �j� = 0 (3)

äëÿ ñîïðÿæåííîé êîíöåíòðàöèè � è âàðèàíöèîííîãî íåðàâåíñòâà, èìåþ-
ùåãî âèä

�1(�̂; �)H2(
) + (�r';r�) � 0 8� 2 K; (4)

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè ðàçðàáàòûâàåòñÿ
÷èñëåííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà è èññëåäóþòñÿ åãî
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ñâîéñòâà. Óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íà èñõîäíûå äàííûå,
îáåñïå÷èâàþùèå åãî ñõîäèìîñòü.

Â ðàáîòå ïîëó÷åíû îöåíêè, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè, êîòîðûå èìåþò âèä

k'k1 � 1

��

0M

0
'k�k2 + kfk; (�1 �M1)k�k2 �M2kfk; �1 �M1 +M2:

ãäå

M1 =
1

�2�
�0


2
0
3M

0
'(3
3M

0
' + 2k'dkQ);M2 =

1

��
�0
0
3(2
3M

0
' + k'dkQ);

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâîäÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà ÐÔÔÈ ÍØ-2810.2008.1.
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Î ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÐÀÍÃÎÂÎÃÎ ÌÅÒÎÄÀ
ÊËÀÑÒÅÐÈÇÀÖÈÈ

Ã.Â. Ãðåíêèí (ÈÌÊÍ ÄÂÃÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â ñòàòüå [1] ïðåäëîæåí ðàíãîâûé ìåòîä êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ
äàííûõ.

Ñóòü ýòîãî ìåòîäà â ñëåäóþùåì. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå äàí-
íûå fwigni=1, wi � ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Äàííûå óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî
âîçðàñòàíèþ, è êàæäîìó çíà÷åíèþ w ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïîðÿäêî-
âûé íîìåð � ðàíã r. Èñõîäíûå òî÷êè àíàëèçèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòíî-
øåíèÿ

lnw �= �
 ln
�
N � r

r

�
+ c � �
 lnR + c;
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êîòîðîå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìîäèôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí
Öèïôà. Â [1] äëÿ îáåñïå÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè ëîãàðèôìà è óäîáñòâà
âèçóàëèçàöèè äàííûõ ïðèíÿòî N = 2n + 1. Òàêèì îáðàçîì, åñòåñòâåí-
íûìè ïåðåìåííûìè äëÿ àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ÿâëÿþòñÿ lnw è
lnR [1].

Åñëè äàííûå ñëåäóåò âûäåëèòü â íåñêîëüêî êëàñòåðîâ, òî ñïîñîá ðàç-
áèåíèÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà êàæäîì èç êëà-
ñòåðîâ ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà ñî
ñâîèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ìåíÿþòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò êëà-
ñòåðà ê êëàñòåðó [1].

Òðåáóåòñÿ àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ
äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì.

Çàäà÷à êëàñòåðèçàöèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ðàíãîâûì ìåòîäîì ÿâ-
ëÿåòñÿ íå÷¼òêî ïîñòàâëåííîé. Ðåàëèçàöèþ ðàíãîâîãî ìåòîäà â ïðîãðàìì-
íîé ñèñòåìå ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåññ èçìåðåíèÿ èñõîä-
íûõ òî÷åê-äàííûõ. Ðåçóëüòàòîì èçìåðåíèÿ áóäåò íåêîòîðàÿ èíôîðìà-
öèÿ, êîòîðàÿ äîëæíà ïîçâîëèòü èññëåäîâàòåëþ àíàëèçèðîâàòü äàííûå ñ
òî÷êè çðåíèÿ ðàíãîâîãî ìåòîäà êëàñòåðèçàöèè.

Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàêóþ èíôîðìàöèþ íóæíî ïîëó÷èòü, ÷òî íóæíî
èçìåðÿòü? Òàêèì îáðàçîì, äëÿ óòî÷íåíèÿ èñõîäíîé íå÷¼òêîé ïîñòàíîâêè
çàäà÷è òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Áóäåì âûäåëÿòü èíòåðâàëû [a:::b], íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöè-
ðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà.

Íåîáõîäèìî ôîðìàëèçîâàòü ïðèáëèæ¼ííîå ñîîòíîøåíèå (1). Ðàññìîò-
ðèì òî÷êè èíòåðâàëà [a:::b]: f(lnRr; lnwr)gbr=a. Ïóñòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåò-
ðîâ 
 è c çàäàíû. Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàëüíóþ çàâèñèìîñòü

lnw = l
;c(lnR) = �
 lnR + c:

Ïðèáëèæ¼ííîå ñîîòíîøåíèå (1) îçíà÷àåò áëèçîñòü òî÷åê ê ôóíêöèîíàëü-
íîé çàâèñèìîñòè (2). Ââåä¼ì ôóíêöèþ �(lnR; lnw; 
; c) � ìåðó îòêëîíå-
íèÿ òî÷êè (lnR; lnw) îò ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (2).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà èíòåðâàëå (êëàñòåðå) [a:::b] ñïðàâåäëèâ ìîäè-
ôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà, åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

max
a�r�b

�(lnRr; lnwr; 
; c) � �0:

Ïðîöåññ êëàñòåðèçàöèè ðàíãîâûì ìåòîäîì áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ êëàñòåðîâ. Íàéä¼ì ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ èí-
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òåðâàëîâ � ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûõ ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðî-
âàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà è êîòîðûå íåëüçÿ ðàñøèðèòü òàê,
÷òîáû íà ðàñøèðåííîì èíòåðâàëå òàêæå áûë ñïðàâåäëèâ ýòîò çàêîí.

Îäíî èç òðåáîâàíèé ê ðàçáèåíèþ � çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ìåíÿþòñÿ
ïðè ïåðåõîäå îò êëàñòåðà ê êëàñòåðó. Ìû áóäåì òðàêòîâàòü ýòî òàê: åñëè
ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü ïîäõîäèò äëÿ íåêîòîðîãî êëàñòåðà, òî îíà
íå ïîäõîäèò äëÿ ñîñåäíåãî êëàñòåðà.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé âèäà (2), êî-
òîðûå ïîäõîäÿò ê äàííîìó êëàñòåðó (ò.å. ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé
Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà), è íàéä¼ì òàêóþ èç íèõ, çíà÷åíèå ìåðû îò-
êëîíåíèÿ äàííîé òî÷êè îò êîòîðîé ìèíèìàëüíî. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå
ìåðû îòêëîíåíèÿ íàçîâ¼ì ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî êëàñòåðà.

Ðàñøèðåíèþ êëàñòåðà ìîãóò ïîìåøàòü îòäåëüíûå òî÷êè. Ìîæåò îêà-
çàòüñÿ, ÷òî èíòåðâàë [a:::b] íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3), íî åñëè âûáðî-
ñèòü íåñêîëüêî òî÷åê (íàçîâ¼ì ýòè òî÷êè àíîìàëüíûìè, èëè àíîìàëèÿ-
ìè), òî óñëîâèå (3) áóäåò âûïîëíåíî äëÿ îñòàâøèõñÿ òî÷åê.

Ìîæíî îãðàíè÷èòü ÷èñëî àíîìàëèé n, çàäàâ ïîðîã n0: n � n0. Òàê-
æå ìîæíî çàäàòü äîïîëíèòåëüíîå ïîðîãîâîå çíà÷åíèå �0

0 è ïîòðåáîâàòü,
÷òîáû äëÿ àíîìàëüíûõ òî÷åê áûëî âûïîëíåíî � � �0

0.
Òðîéêó L = (�0; n0; �0

0) íàçîâ¼ì óðîâíåì êà÷åñòâà êëàñòåðà. Òåïåðü
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìîäèôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà
íà óðîâíå L. Ïóñòü �L � ìíîæåñòâî ïàð (
; c) òàêèõ, ÷òî íà èíòåðâàëå
[a:::b] ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí Öèïôà íà
óðîâíå L.

Çàäàâàÿ ðàçíûå óðîâíè, ïîëó÷èì ðàçíûå ìíîæåñòâà ìàêñèìàëüíûõ
èíòåðâàëîâ. Òî÷íî òàê æå, ìîæíî íàõîäèòü ðàññòîÿíèå îò òî÷êè äî êëà-
ñòåðà, ãäå ìèíèìóì áåð¼òñÿ ïî òåì ôóíêöèîíàëüíûì çàâèñèìîñòÿì, êî-
òîðûå ïîäõîäÿò ê äàííîìó êëàñòåðó íà óðîâíå L.

Ôèêñèðóÿ �0 è �0
0, ïðèõîäèì ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ íàèìåíüøåãî âîç-

ìîæíîãî ÷èñëà àíîìàëèé ïðè çàäàííîì ïîðîãîâîì çíà÷åíèè. Ôèêñèðóÿ
n0 è �0

0, ïðèõîäèì ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî �0 (ãåîìåòðè÷å-
ñêè � íàõîæäåíèå ìèíèìàëüíîé âûñîòû ïîëîñû, â êîòîðóþ ìîæíî ïî-
ìåñòèòü âñå òî÷êè, çà èñêëþ÷åíèåì n0 øòóê òî÷åê).

Åù¼ òðåáóåòñÿ íàõîäèòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïàðàìåòðà 
, ïðè êîòî-
ðûõ íà êëàñòåðå ñïðàâåäëèâ ìîäèôèöèðîâàííûé Â.Ï. Ìàñëîâûì çàêîí
Öèïôà íà óðîâíå L.

Äëÿ ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ ðàçðàáîòàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÈÑÏÅÐÑÈÈ ÏÐÈ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÈ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅÌ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÐÅÑÓÐÑÀ
À.Â. Äîêó÷àåâ (Ñàìàðñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé

óíèâåðñèòåò, ã. Ñàìàðà)

Èññëåäóåì ïîâåäåíèå äèñïåðñèè â ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å ðàñïðåäåëå-
íèÿ ðåñóðñà [1, 2]. Ïðîèëëþñòðèðóåì íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü äèñïåð-
ñèè îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ýôôåêòà îò ñòîõàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ
ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. Ñóììàðíûé ýôôåêò íàõîäèòñÿ ìåòîäîì äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðè ñòîõàñòè÷åñêèõ óñëîâèÿõ çàäà÷è íà÷àëü-
íûé ïðîöåññ ðàçáèâàåòñÿ íà êîíå÷íîå ÷èñëî äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîäçà-
äà÷ [1, 2]. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ýôôåêòà
íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè.

Â òàáë. 1 ïðèâåä¼í ïðèìåð ôóíêöèé îòêëèêà [1, 2].

Òàáëèöà 1: Èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è

Xj f1(Xj) f2(Xj) f3(Xj) f4(Xj)
0 0 0 0 0
1 3 2 3 3
2 5 2 4 5
3 8 3 6 7
4 9 4 6 8
5 10 4 8 8

Ìàêñèìàëüíûé ñóììàðíûé ýôôåêò, íàéäåííûé ìåòîäîì äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, áåç ó÷¼òà ñëó÷àéíûõ ôàêòîðîâ ïðîöåññà ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿåò Z� = Z(X�) = 14 ïðè âåêòîðå îïòèìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà X� = (3; 0; 1; 1).
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Çíà÷åíèå ÿ÷åéêè fi(Xj) â òàáë. 1 èñõîäíûõ äàííûõ, îïðåäåëÿþùåå
îòêëèê i-é ôóíêöèè íà ïîëó÷åíèå j-é ïîðöèè ðåñóðñà, íàçîâ¼ì ñëó÷àé-
íîé òî÷êîé çàäà÷è, åñëè ýòî äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ çàäàííûì
ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè óñðåäíåíèè ñòîõàñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ïðî-
öåññà çíà÷åíèå â äàííîé ÿ÷åéêå çàìåíèì å¼ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì.

Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè ñòîõàñòè÷íîñòü ñëó÷àéíîé òî÷êè íå âëèÿåò íà
îïòèìàëüíûé ñóììàðíûé ýôôåêò ïîëó÷àåìûõ ïðè ðàçáèåíèè ñòîõàñòè-
÷åñêîé çàäà÷è äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîäçàäà÷ (ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëü-
íûì ñóììàðíûì ýôôåêòîì â ìîäåëè ñ óñðåäíåíèåì ñëó÷àéíûõ ïàðàìåò-
ðîâ), òî äèñïåðñèÿ îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ýôôåêòà ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è ðàâíà íóëþ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî óòâåðæäåíèå ïðèìåðîì 1 èç
òàáë. 2: f1(4)- äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ

p1 = P (f1(4) = 8; 9) = 1=2, p2 = P (f1(4) = 9; 1) = 1=2

ñ äâóìÿ ñïåêòðàëüíûìè çíà÷åíèÿìè.
Òîãäà öåëåâàÿ ôóíêöèÿ - òîæå äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ äâó-

ìÿ ñïåêòðàëüíûìè òî÷êàìè. Íàéä¼ì ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèþ å¼ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî ðåøèì äâå äåòåðìèíèðîâàí-
íûå ïîäçàäà÷è ìåòîäîì äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

1)f1(4) = 8; 9) ñóììàðíûé ýôôåêò Z�
1(X

�
1 )=14;

2)f1(4) = 9; 1) Z�
2(X

�
2 )=14.

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ýôôåêòà

M(Z�(X�)) =
P

k Z
�
kPk(fik(Xj)) = 14

ïðè íóëåâîé äèñïåðñèè.
Ñëó÷àé ñ äâóìÿ íåêîððåëèðîâàííûìè ñëó÷àéíûìè òî÷êàìè èëëþ-

ñòðèðóåò ïðèìåð 5 èç òàáë. 2.
Óòâåðæäåíèå 2. Åñëè â ñòîõàñòè÷åñêîé çàäà÷å ðàñïðåäåëåíèÿ ðå-

ñóðñà îäíà ñëó÷àéíàÿ òî÷êà, è å¼ ñòîõàñòè÷íîñòü íå âëèÿåò íà ñðåäíèé
îïòèìàëüíûé ñóììàðíûé ýôôåêò (ïî ñðàâíåíèþ ñ îïòèìàëüíûì ñóì-
ìàðíûì ýôôåêòîì â ìîäåëè ñ óñðåäíåíèåì ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà), íî
èçìåíÿåò îïòèìàëüíûå ñóììàðíûå ýôôåêòû äåòåðìèíèðîâàííûõ ïîäçà-
äà÷, òî äèñïåðñèÿ îïòèìàëüíîãî ñóììàðíîãî ýôôåêòà èñõîäíîé ñòîõà-
ñòè÷åñêîé çàäà÷è ðàâíà äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé òî÷êè.

Ñì. ïðèìåð 2 â òàáë. 2, ãäå fi(Xj) - ñëó÷àéíàÿ òî÷êà çàäà÷è, fik(Xj) -
äèñêðåòíûé ñïåêòð å¼ çíà÷åíèé ñ ðàñïðåäåëåíèåì Pk(fik(Xj)) è äèñïåðñè-
åéDk(fik(Xj)) (â òàáëèöå ñòîëáåöDk), Z�

k(X
�) - îïòèìàëüíûé ñóììàðíûé
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Òàáëèöà 2: Ïðèìåðû ïîñòàíîâîê çàäà÷è

� fi(Xj) fik(Xj) Pk(fik(Xj)) Dk Z�
k M D

1 f1(4) 8,9 1/2 0,01 14; 14 0
9,1 1/2 14

2 f1(3) 7 1/11 0,1 13; 14 0,1
8,1 10/11 14,1

3 f1(3) 6,5 1/16 0,15 13; 14,03 0,11
8,1 15/16 14,1

4 f1(3) 4 3/7 12 13; 15,29 3,79
11 4/7 17

5 f1(4) 8,9 1/2 0,01 14; 14 0
9,1 1/2 14;

f3(4) 5,9 1/2 0,01 14;
6,1 1/2 14

6 f1(3) 7,5 1/6 0,05 13,5; 14 0,05
8,1 5/6 13,5;

f1(4) 8,9 1/2 0,01 14,1;
9,1 1/2 14,1

7 f1(3) 4 3/7 12 13; 15,41 1,8
11 4/7 13;

f2(4) 1 13/25 19,2 14; 17;
2 5/25 17
11 7/25 17

8 f1(3) 4 1/2 16 13; 15,54 5,64
12 1/2 13;

f2(4) 1 13/25 19,2 14; 18;
2 2/25 18
11 7/25 18

ýôôåêò k-é äåòåðìèíèðîâàííîé ïîäçàäà÷è ïðè ðàçáèåíèè èñõîäíîé ñòî-
õàñòè÷åñêîé çàäà÷è,çà M îáîçíà÷åíî M(Z�(X�)) - ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè èñõîäíîé ñòîõàñòè÷åñêîé
çàäà÷è, D(Z�(X�)) - åãî äèñïåðñèÿ (â òàáëèöå îáîçíà÷åíî: D).
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Ðèñ.1. Êðèâàÿ 1 - àíàëèç ïðèìåðîâ 2-4 èç òàáë. 2. Êðèâàÿ 2 - àíàëèç
ïðèìåðîâ 6-8 èç òàáë. 2.

Ïóñòü ñëó÷àéíû íåêîððåëèðîâàííûå çíà÷åíèÿ f1(3) è f1(4) (ïðèìåð 6
â òàáë. 2). Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò
4 ñïåêòðàëüíûå òî÷êè. Íàéä¼ì å¼ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåð-
ñèþ. Èç òàáë. 2 âèäíî, ÷òî óòâåðæäåíèå 2 íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè â òàáëèöå
èñõîäíûõ äàííûõ áîëåå îäíîãî ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà.

Óòâåðæäåíèå 3. Ðîñò äèñïåðñèè â ñëó÷àéíîé òî÷êå (äëÿ íåñêîëü-
êèõ òî÷åê - ñóììû èõ äèñïåðñèé) ïðè íåèçìåííîé ìîùíîñòè ñïåêòðà
âûçûâàåò ðîñò äèñïåðñèè ñóììàðíîãî ýôôåêòà è ìîæåò âûçûâàòü ðîñò
ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñóììàðíîãî ýôôåêòà.

Ñì. ïðèìåðû 3 è 4, à òàêæå ïðèìåðû 7 è 8 (òàáë. 2).
Îáîçíà÷èì çà M0(Z

�(X�)) çíà÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïî-
ëó÷åííîå, êîãäà ó÷¼ò ñòîõàñòè÷íîñòè ñëó÷àéíûõ òî÷åê íå âëèÿåò íà ýô-
ôåêò ðàñïðåäåëåíèÿ ðåñóðñà, òî åñòü M0(Z

�(X�)) = Z�(X�) .
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè äèñïåðñèè îïòèìàëüíîãî

ñóììàðíîãî ýôôåêòà îò èçìåíåíèÿ åãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïðè
ó÷¼òå ñòîõàñòè÷íîñòè ïàðàìåòðîâ: êðèâàÿ 1 - äëÿ îäíîé ñëó÷àéíîé òî÷êè
(ïðèìåðû 2-4 èç òàáë. 2); êðèâàÿ 2 - äëÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ òî÷åê (ïðèìåðû
6-8 èç òàáë. 2).

Ëèòåðàòóðà

1. Äîêó÷àåâ À.Â. Èñïîëüçîâàíèå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà â ñòîõàñòè÷å-
ñêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ îöåí-
êè âëèÿíèÿ ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ // Òð. Ìåæäóíàðîäíîé
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ìîëîäåæíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "XXXIV Ãàãàðèíñêèå ÷òåíèÿ".
� Ì., 2008. � Ñ. 54-55.

1. Äîêó÷àåâ À.Â., Êîòåíêî À.Ï. Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ
çàäà÷ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè //
Âåñòíèê Ñàìàðñêîãî ãîñóäàðcòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà.
Ñåðèÿ ôèç.-ìàò. íàóêè. � Ñàìàðà, 2008. � � 2(17). Ñ. � 203-210.

ÒÅÎÐÅÌÀ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎÑÒÈ È ÀËÃÎÐÈÒÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÇÀÄÀ×È
Â ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÐÈÑÊÀ
Ò.À. Êàëìûêîâà (ÄÂÃÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â ðàáîòå [1] äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ íà êîíå÷íîì îò-
ðåçêå âðåìåíè â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà ïîñòðîåíà ñëåäóþùàÿ àï-
ïðîêñèìàöèÿ. Ðàñïðåäåëåíèå ñòðàõîâûõ óùåðáîâ ïðèáëèæåíî ñìåñüþ ýêñ-
ïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé, à âåðîÿòíîñòü ðàçîðåíèÿ ïðåäñòàâëåíà
êîíå÷íîé ñóììîé ýêñïîíåíò ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ íà-
õîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïîñòðîåíû ðåêóððåíòíûå
ñîîòíîøåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ðàññ÷èòàòü âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â ìîäåëè
ðèñêà ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì è ïàðåòîâñêèì ðàñïðåäåëåíèÿìè óùåðáîâ.

Îäíàêî òî÷íîñòü ïðåäëîæåííîé àïïðîêñèìàöèè îöåíèâàåòñÿ â ðàâíî-
ìåðíîé ìåòðèêå, â êîòîðîé îöåíêà ïîãðåøíîñòè ðàñòåò ëèíåéíî ñ ðîñòîì
÷èñëà øàãîâ n: Àíàëîãè÷íàÿ îöåíêà â ìåòðèêå L1 ñâîáîäíà îò n; îäíàêî
îòñóòñòâóåò òåîðåìà àïïðîêñèìàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñòðàõîâîãî óùåðáà
ñìåñüþ ïîêàçàòåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå òàêàÿ òåîðå-
ìà àïïðîêñèìàöèè äîêàçûâàåòñÿ.

Ñóùåñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì â êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ðèñêà ÿâëÿåòñÿ
ïðåäïîëîæåíèå î äåòåðìèíèðîâàííîñòè èíôëÿöèîííîãî ôàêòîðà. Â äàí-
íîé ðàáîòå àïïðîêñèìàöèÿ ñòàòüè [1] ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà òàêèå ìîäåëè
ðèñêà, â êîòîðûõ ôèíàíñîâûé è ñòðàõîâîé ðèñêè ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè
ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Èññëåäóþòñÿ âîçìîæíîñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ
ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ.

Ëèòåðàòóðà

1. Öèöèàøâèëè Ã.Ø.Âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòè ðàçîðåíèÿ â êëàññè÷å-
ñêîé ìîäåëè ðèñêà // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. 2009. � 12. Ñ.
187-194
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß
ÌÍÎÃÎÊÎÌÏÎÍÅÍÒÍÎÃÎ ÇÀÃÐßÇÍßÞÙÅÃÎ ÂÅÙÅÑÒÂÀ ÍÀ

ÌÎÄÅËÈ ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ-ÄÈÔÔÓÇÈÈ
À.Â.Ëîáàíîâ (Äàëüðûáâòóç, Âëàäèâîñòîê)

Óõóäøåíèå îáùåé ýêîëîãè÷åñêîé îáñòàíîâêè è íåîáõîäèìîñòü äîñòà-
òî÷íî òî÷íî ïðîãíîçèðîâàòü è ïðèíèìàòü îïåðàòèâíûå ðåøåíèÿ ïî ïðå-
îäîëåíèþ ïîñëåäñòâèé çàãðÿçíåíèÿ òðåáóþò ñîçäàíèÿ ñïåöèàëüíûõ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îòðàæàþùèõ ïðîèñõîäÿùèå ÿâëåíèÿ. Ïîëó÷åííûå
ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìîäåëåé äàííûå ïîìîãóò îïðåäåëèòü ïðåäåëüíî äî-
ïóñòèìûå âûáðîñû çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ è îïðåäåëèòü êîíöåíòðàöèè
çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ â âîäå è ïî÷âå.

Â ïîñëåäíåå âðåìÿ íàáëþäàåòñÿ áîëüøîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ ê ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ çàãðÿçíåíèÿ îêðó-
æàþùåé ñðåäû àíòðîïîãåííûìè èñòî÷íèêàìè. Óñïåøíîå ðåøåíèå çàäà÷
ïðîãíîçà óðîâíÿ çàãðÿçíåíèÿ îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå îñîáåííîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ
ïðèìåñåé, ñâÿçè ìåæäó êîíöåíòðàöèÿìè ïðèìåñåé è ïàðàìåòðàìè ñðåäû:
ñêîðîñòüþ è íàïðàâëåíèåì òå÷åíèÿ âîäû (åñëè ïðèìåñè ðàñïðîñòðàíÿþò-
ñÿ â âîäíîé ñðåäå), ñâîéñòâàìè âîçäóõà (åñëè ïðèìåñè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ
â âîçäóøíîé ñðåäå). Áîëüøèíñòâî çàäà÷ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ
âåùåñòâ ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê çàäà÷àì ïåðåíîñà ïðèìåñåé îïèñûâàåìûõ
óðàâíåíèÿìè êîíâåêöèè�äèôôóçèè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îïèñû-
âàþùàÿ ïðîöåññ ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà ñ ïîìîùüþ
óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè. Òèïè÷íîå óðàâíåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ
êàêîãî-ëèáî âåùåñòâà èìååò âèä:

@u

@t
+ a

@u

@x
� �

@2u

@x2
= f(x; t): (1)

Çäåñü a � âåêòîð cêîðîñòè, � � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, f(x; t) � ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåííûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà. Íà÷àëüíîå
è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ çàïèøåì â ñëåäóþùåì âèäå:

ujt=0 = u0(x); x 2 
; ujx=0 = g1(t); ujx=l = g2(t):
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Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷, íàïðè-
ìåð ìåòîä êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé è ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ýòèìè ìåòîäàìè, äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè, èñêîìàÿ ôóíêöèÿ îáû÷íî çàìåíÿåòñÿ íåêîòîðîé ôóíêöèåé, çà-
äàííîé íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå òî÷åê èëè ÿ÷ååê. Ýòîò ïðîöåññ íàçûâàåò-
ñÿ äèñêðåòèçàöèåé íåïðåðûâíîé çàäà÷è. Ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëü-
òàòå äèñêðåòèçàöèè, íàçûâàåòñÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèåé.

Ïðèìåíÿÿ ïàêåò FreeFem++ ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1), â îñíîâå êîòîðîãî
ëåæèò ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, íàéäåì ðåøåíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè.
À äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå:

@

@t

Z



u�dx+ a

Z



@u

@x
�dx+ �

Z



@u

@x

@�

@x
dx =

Z



f�dx: (2)

Òàêàÿ ôîðìà îáëåã÷àåò çàïèñü ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ñðåäñâàìè ïàêåòà
FreeFem++. È ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðèìåíèòü ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1).

Ëèòåðàòóðà

1. Àëåêñååâ Ã.Â. ×èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé
ôèçèêè. Ó÷åáíîå ïîñîáèå. Âëàäèâîñòîê: ÄÂÃÓ, 1987. 87ñ.

2. Ñòðåíã Ã., Ôèêñ Äæ. Òåîðèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ì.: Ìèð,
1977. 349ñ.

ÀÍÀËÈÇ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÀÂÈÀÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÑÅÒÈ
ÄÀËÜÍÅÂÎÑÒÎ×ÍÎÃÎ ÔÅÄÅÐÀËÜÍÎÃÎ ÎÊÐÓÃÀ

ÐÎÑÑÈÉÑÊÎÉ ÔÅÄÅÐÀÖÈÈ
À.Ï. Ìàðòþøåâ(ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â ñâÿçè ñî çíà÷èòåëüíûìè ðàçìåðàìè ñòðàíû è òåððèòîðèàëüíûìè
îñîáåííîñòÿìè âîçäóøíûé òðàíñïîðò âûïîëíÿåò âàæíóþ ñîöèàëüíî-ýêî-
íîìè÷åñêóþ ðîëü, îñóùåñòâëÿÿ íåîáõîäèìóþ òðàíñïîðòíóþ äîñòóïíîñòü
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è îáåñïå÷èâàÿ ãåîãðàôè÷åñêóþ ñâÿçíîñòè ðåãèîíîâ Ðîññèéñêîé Ôåäåðà-
öèè, òåì ñàìûì äàâàÿ íîâûå âîçìîæíîñòè äëÿ íàöèîíàëüíîé è ðåãèî-
íàëüíîé ýêîíîìèêè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîêðàùåíèå ðåãèîíàëüíîãî ïàñ-
ñàæèðîïîòîêà è ñòàáèëüíûé ðîñò àâèàïåðåâîçîê îñóùåñòâëÿåìûõ ÷åðåç
Ìîñêâó âûñòðàèâàåò íåýôôåêòèâíóþ ñåòü àâèàìàðøðóòîâ íå óäîâëåòâî-
ðÿþùóþ âîçðîñøèì ïîòðåáíîñòÿì íàñåëåíèÿ è áèçíåñà.

Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âíóòðåííÿÿ ñåòü àýðîïîðòîâ Ðîññèé-
ñêîé Ôåäåðàöèè, à èìåííî ñåòü Äàëüíåâîñòî÷íîãî Ôåäåðàëüíîãî îêðó-
ãà (ÄÂÔÎ), êîòîðàÿ âûñòðàèâàåòñÿ îñíîâíûìè àâèàêîìïàíèÿìè, ïðåäî-
ñòàâëÿþùèìè óñëóãè ãðàæäàíñêîé àâèàöèè. Êàê è âî ìíîãèõ äðóãèõ
ñëîæíûõ ñåòÿõ, ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ïîòîêàõ ìåæäó óçëàì ÿâëÿ-
åòñÿ ðåøàþùèì ôàêòîðîì ïðè èññëåäîâàíèè àâèàòðàíñïîðòíûõ ñâÿçåé.
Àíàëèç àâèàñîîáùåíèé ÄÂÔÎ çàòðàãèâàåò óñòàíîâèâøèåñÿ ïîíÿòèÿ î
ñåòÿõ ¾òåñíîãî ìèðà¿ ñ öåëüþ îáíàðóæåíèÿ èõ õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ, òà-
êèõ êàê íàäåæíîñòü è áûñòðîòà ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîòîêîâ, çàâèñÿùèõ îò
ñðåäíåé äëèíû ñåòè è êîýôôèöèåíòà òðàíçèòèâíîñòè:

L =
1

n(n� 1)

nX
i=1

nX
j=1;j 6=i

dij;

T =
1

n

nX
i=1

÷èñëî òðåóãîëüíèêîâ ïðèñîåäèíåííûõ ê âåðøèíå i
C2
ki

;

ãäå dij � äëèíà ãåîäåçè÷åñêîé öåïè ìåæäó âåðøèíàìè i è j, ki � ñòåïåíü
âåðøèíû i, n � êîëè÷åñòâî âåðøèí â ñåòè, C2

ki
� ÷èñëî ñî÷åòàíèé èç ki

ïî 2.
Ðàçëè÷íîãî ðîäà âîçäåéñòâèÿ íà ñåòü ïîçâîëÿþò îöåíèòü íàäåæíîñòü

ñåòè, êàê èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ýôôåêòèâíîñòè:
ýôôåêòèâíîñòè ñåòè ïîñëå ðàçëè÷íîãî âîçäåéñòâèÿ íà íåå:

EN�Q(G; d) =

P
w2W

dw
�w

nW
;

ãäå nW � ÷èñëî ïàð èñòî÷íèê-ñòîê, �w � ðàâíîâåñíûé ñïðîñ, dw � äëÿ
ñïðîñ íà ðåéñ èç âåðøèíû i â âåðøèíó j, W - ìíîæåñòâî ïàð èñòî÷íèê-
ñòîê, G � ðàññìàòðèâàåìàÿ ñåòü, d � ñîâîêóïíîñòü dw; w 2 W .

Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ïî 19 àýðîïîðòàì äëÿ 9 ðåãèîíîâ Äàëüíåãî
Âîñòîêà.
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ïîëíûì ãðàôîì ïîêàçàëî ñòåïåíü ðàçâèòèÿ ñåòè è âûÿâëåíû êðèòè-
÷åñêèå âåðøèíû è ðåáðà ñåòè äëÿ í=14 ì=38
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ÎÖÅÍÊÀ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÎÏÈÑÀÍÈß ÈÇÎÁÐÀÆÅÍÈÉ ÍÈÇÊÎÉ ÊÎÍÒÐÀÑÒÍÎÑÒÈ ÄËß

ÎÁÐÀÇÖÎÂ ÍÅÏÐÅÐÛÂÍÎ-ËÈÒÎÉ ÇÀÃÎÒÎÂÊÈ
È.È. Ìàöêî, Î.Ñ. Ëîãóíîâà (ÃÎÓ ÂÏÎ ¾Ìàãíèòîãîðñêèé

ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò èì. Ã.È. Íîñîâà¿,
Ìàãíèòîãîðñê)

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ àíàëè-
çàòîðîâ èçîáðàæåíèé ïðè àâòîìàòèçàöèè ðàñïîçíàâàíèÿ è îöåíêè ôîòî-
ãðàôèè òåìïëåòà (îáðàçöà) â ñèñòåìå îöåíêè êà÷åñòâà íåïðåðûâíî-ëèòîé
çàãîòîâêè. Ïîêàçàòåëÿìè ýôôåêòèâíîñòè ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèÿ
ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ñêîðîñòü ðàñïîçíàâàíèÿ è äîñòîâåðíîñòü ñåãìåíòàöèè.
Â õîäå ïîäãîòîâêè èñõîäíûõ äàííûõ áûëè ñîáðàíû áîëåå 150 ôîòîãðà-
ôèé îáðàçöîâ. Àíàëèç èçîáðàæåíèé ïîçâîëèë èõ êëàññèôèöèðîâàòü êàê
èçîáðàæåíèÿ ñ íèçêîé êîíòðàñòíîñòü è ñ îáúåêòàìè íåðåãóëÿðíîé ôîð-
ìû. Äëÿ èçîáðàæåíèé óêàçàííîãî êëàññà äîñòîâåðíîñòü ñåãìåíòàöèè ñíè-
æàåòñÿ çà ñ÷åò:

1) íàëè÷èÿ ¾øóìîâ¿, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå ôîòîãðàôèðîâàíèÿ èç-
çà íåäîñòàòî÷íîé ñâåòî÷óâñòâèòåëüíîé ÷àñòè îáëàñòåé çàõâàòà ôîòîêà-
ìåðû;

2) íåðàâíîìåðíîé îñâåùåííîñòè îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ;
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3) íàëè÷èÿ òîíêèõ êîíòóðîâ, ñïëîøíîñòü è íåïðåðûâíîñòü êîòîðûõ
íàðóøàåòñÿ ïî ïðè÷èíå îãðàíè÷åííûõ îïòè÷åñêèõ âîçìîæíîñòåé ôîòî-
êàìåðû;

4) ñëó÷àéíîãî âûáîðà êîîðäèíàò äëÿ ðàñïîëîæåíèÿ îáúåêòîâ íåðåãó-
ëÿðíîé ôîðìû;

5) íàëè÷èå âíåøíåãî îêðóæåíèÿ îáúåêòîâ íåðåãóëÿðíîé ôîðìû, èç
êîòîðîãî â àâòîìàòè÷åñêîì èëè àâòîìàòèçèðîâàííîì ðåæèìå âûáèðàåòñÿ
èçîáðàæåíèå òåìïëåòà;

6) íàëè÷èå ïåðñïåêòèâíûõ ýôôåêòîâ, âîçíèêàþùèõ â ïðîöåññå óñòà-
íîâêè îáîðóäîâàíèÿ äëÿ ôîòîãðàôèðîâàíèÿ.

Óêàçàííûå ïðîáëåìû ðàñïîçíàâàíèÿ èçîáðàæåíèé îáðàçöîâ ïî èõ ôî-
òîãðàôèÿì ïîçâîëèëè îïðåäåëèòü öåëü íàó÷íîãî èññëåäîâàíèÿ: ñèíòåç
ñïåöèàëüíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðîãðàììíîãî àíàëèçà-
òîðà è òèïîâîãî ìîäóëÿ îöåíêè êà÷åñòâà, îáåñïå÷èâàþùåãî ïîäñèñòåìó
àâòîìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ (ÀÑÓ) íåïðåðûâíîé ðàçëèâêè
ñòàëè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè âûäåëåíû çàäà÷è:

1) îïðåäåëåíèå è îáîñíîâàíèå äîïóùåíèé äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îïè-
ñàíèÿ öâåòíîé ôîòîãðàôèè òåìïëåòà;

2) ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ öâåòíîé ôîòîãðàôèè òåì-
ïëåòà;

3) îïðåäåëåíèå ìåòîäîâ è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ øóìîïîäàâëå-
íèÿ è ïîâûøåíèÿ êîíòðàñòíîñòè öâåòíîãî èçîáðàæåíèÿ;

4) îïðåäåëåíèå ìåòîäîâ è ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ äëÿ ñåãìåíòàöèè
èçîáðàæåíèÿ ñ âûäåëåíèåì íåïðåðûâíûõ îáúåêòîâ íåðåãóëÿðíîé ôîðìû
è ñëó÷àéíûì ìåñòîì ðàñïîëîæåíèÿ;

5) ïîñòðîåíèå êëàññèôèêàöèîííîé òàáëèöû äëÿ äåôåêòîâ çàãîòîâêè.
Â ðàáîòå âûïîëíåí àíàëèç èçîáðàæåíèé ôîòîãðàôèé îáðàçöîâ ñ íèçêîé
êîíòðàñòíîñòüþ è îáúåêòàìè íåðåãóëÿðíîé ôîðìû, ðàçðàáîòàíû êîíöåï-
öèè ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ ïðîãðàììíîãî àíàëè-
çàòîðà, ïîçâîëÿþùåãî àâòîìàòèçèðîâàòü ïðîöåññ ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðòíîé
èíôîðìàöèè, îòâå÷àþùåé òðåáîâàíèÿì îòðàñëåâîãî ñòàíäàðòà [1]. Ðàáî-
òà âûïîëíÿåòñÿ â ðàìêàõ Ôåäåðàëüíîé öåëåâîé ïðîãðàììû ¾Íàó÷íûå è
íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè 2009 � 2013 ãã¿ ïî
ãîñóäàðñòâåííîìó êîíòðàêòó �Ï2402.

Ëèòåðàòóðà

1. ÎÑÒ 14-1-235-91. Ñòàëü. Ìåòîä êîíòðîëÿ ìàêðîñòðóêòóðû íåïðå-
ðûâíîëèòîé çàãîòîâêè äëÿ ïðîèçâîäñòâà ñîðòîâîãî ïðîêàòà è òðóá-
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íûõ çàãîòîâîê. Âçàìåí ÎÑÒ 14-4-73 â ÷àñòè íåïðåðûâíîëèòîé çà-
ãîòîâêè êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ; ââåä. 1992.01.01. Ì.: Ìèíèñòåðñòâî
ìåòàëëóðãèè ÑÑÑÐ, 1991. 37 ñ.

ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÁÐÀÁÎÒÊÈ ÝÌÏÈÐÈ×ÅÑÊÈÕ
ÄÀÍÍÛÕ ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÐÀÍÃÎÂÎÃÎ ÀÍÀËÈÇÀ
Ò.Â. Ïèêîâàÿ, Å.Â. ×åðíûø (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê)

Ââåäåíèå

Ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé äëÿ âûäåëåíèÿ èíôîðìàöèè
î çàêîíîìåðíîñòÿõ èçó÷àåìûõ ÿâëåíèé, à òàêæå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â
ðàçëè÷íûõ ñôåðàõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ èññëåäîâàòåëÿì ïðèõîäèòñÿ èçó÷àòü çíàêîâûå
îáúåêòû ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàçíûõ òèïîâ, íî
èìåþò îñíîâíîå îáúåäèíÿþùåå èõ ñâîéñòâî � ïîâòîðÿåìîñòü â èññëåäóå-
ìîé îáëàñòè. Ïîýòîìó äëÿ àíàëèçà ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ åñòåñòâåííûì
ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ïîäõîäîâ èç ëèíãâèñòèêè, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîå-
íèåì ÷àñòîòíûõ ñëîâàðåé è ðàíãîâûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Äëÿ ÷àñòîòíûõ ñëîâàðåé èçâåñòåí çàêîí Öèïôà, îïèñûâàþùèé ñîîò-
íîøåíèå ìåæäó ÷àñòîòîé è ðàíãîì ñëîâ â ñëîâàðå:

! � r = c; (1)

ãäå !� ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè ñëîâà â òåêñòå, r � ðàíã ñëîâà â ñïèñêå
ñëîâ, c � ýìïèðè÷åñêàÿ ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà (êîýôôèöèåíò Öèïôà).

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîìó ïîäõîäó ÷àñòîòà ñîâïàäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ
ïîâòîðÿåìîñòè. Ýòà èäåÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè èçó÷åíèè îáúåêòîâ â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé. Çàêîí Öèïôà ñèëüíî îãðóáëÿåò ðàíãîâîå
ñîîòíîøåíèå è òðåáóåò áîëüøîãî îáú¼ìà ÷àñòîòíîãî ñëîâàðÿ. Ïîýòîìó
êëàññè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå ïîñòîÿííî ïîäâåðãàåòñÿ óòî÷íåíèÿì è êîððåê-
òèðîâêàì, ïóò¼ì ââåäåíèÿ â íåãî äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ.

Â ïåðèîä ñ 2003 ãîäà ïî 2009 ãîä Â.Ï.Ìàñëîâ îïèñàë êâàíòîâàíèå
çàêîíà Öèïôà íà îñíîâå òåîðèè Áîçå-Ýéíøòåéíà î ðàñïðåäåëåíèè òîæ-
äåñòâåííûõ ÷àñòèö, îñíîâàííîì íà ýêñòðåìàëüíîñòè ôóíêöèîíàëà âåðî-
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ÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ ÷àñòèö íà çàäàííûé ýíåðãåòè÷åñêèé óðîâåíü è ïî-
ëó÷èë, â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè â
ýêîíîìèêå:

rl =
lX

i=1

1

e�~!i+� � 1
; (2)

ãäå ~! � ÷àñòîòà âñòðå÷àåìîñòè l -òîãî ñëîâà, rl � ðàíã ýòîãî ñëîâà, �, � �
äîïîëíèòåëüíûå ïàðàìåòðû.

Ìíîãèå èçâåñòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå è ñòàòèñòè÷åñêèå ïàêåòû ïðåäî-
ñòàâëÿþò âîçìîæíîñòü ïðîâåñòè îòäåëüíûå ÷àñòè àíàëèçà äàííûõ ïî
Â.Ï. Ìàñëîâó, íî êîìïëåêñíóþ àâòîìàòèçèðîâàííóþ îáðàáîòêó ýìïèðè-
÷åñêèõ äàííûõ îò ðàíæèðîâàíèÿ äî êëàñòåðèçàöèè íè îäèí èç óíèâåð-
ñàëüíûõ ïàêåòîâ íå ðåàëèçóåò, òàê êàê äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðàçðàáàòû-
âàòü äîïîëíèòåëüíûå ïðîãðàììíûå ìîäóëè. Äëÿ àâòîìàòèçàöèè ïðîöåñ-
ñà èññëåäîâàíèÿ ñîçäàí ñïåöèàëüíûé èíòåãðèðîâàííûé ïàêåò ïðîãðàìì
SPED (SystemProcessing of Empirical Data).

Àëãîðèòìè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå
èíòåãðèðîâàííîé ñèñòåìû

Ñèñòåìà ñîñòîèò èç 6 ãðóïï ôóíêöèîíàëüíûõ ìîäóëåé:
1) ðàáîòà ñ ôàéëàìè è òàáëèöåé äàííûõ (èìïîðò/ýêñïîðò ñûðûõ äàí-

íûõ, ñîõðàíåíèå, ñîçäàíèå è ðåäàêòèðîâàíèå íàáîðîâ äàííûõ â äâóõ ôîð-
ìàòàõ: òåêñòîâûå ôàéëû TXT è ôàéëû CSV);

2) ïðåîáðàçîâàíèå è ïåðâè÷íàÿ îáðàáîòêà äàííûõ (íîðìèðîâêà ñ âîç-
ìîæíîñòüþ âûáîðà íîðìû, ðàíæèðîâàíèå ïî óêàçàííîìó êðèòåðèþ);

Ýìïèðè÷åñêèå äàííûå ÿâëÿþòñÿ ÷àñòîòîé âñòðå÷àåìîñòè îïðåäåëåí-
íîãî ÿâëåíèÿ. Íàáîð ÷àñòîò ðàíæèðóåòñÿ, ò.å. ñîðòèðóåòñÿ ïî âîçðàñòà-
íèþ, è êàæäîìó ýëåìåíòó ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå çíà÷åíèå ðàíãà, ðàâíîå
ïîðÿäêîâîìó íîìåðó ýëåìåíòà â íàáîðå. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ âñòðî-
åííûé àëãîðèòì áûñòðîé ñîðòèðîâêè.

3) íàõîæäåíèå îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíê-
öèè, ìèíèìèçèðóþùèõ îòêëîíåíèå òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé îò ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé;

Îñíîâíàÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ ôóíêöèÿ, èñïîëüçóåìàÿ â ïðîãðàìì-
íîì ñðåäñòâå áûëà ïîëó÷åíà ïóòåì ìîäèôèêàöèè ïîäõîäà Â.Ï.Ìàñëîâà
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è èìååò òðè íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ åå ïîâåäåíèå. Â ñè-
ñòåìå ðåàëèçîâàíû äâà àëãîðèòìà ïîèñêà îïòèìàëüíîé êîìáèíàöèè ýòèõ
ïàðàìåòðîâ ìåòîäàìè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè (ìåòîä ñêàíèðîâàíèÿ è
èíòåðâàëüíûé àíàëîã ìåòîäà èìèòàöèè îòæèãà), à òàêæå àëãîðèòì ïîë-
íîãî ïåðåáîðà ïî óêàçàííûì ïîëüçîâàòåëåì îòðåçêàì. Íàéäåííûå îïòè-
ìàëüíûå êîìáèíàöèè çíà÷åíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ
àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè.

4) ðàáîòà ñ ââåäåííûìè ïîëüçîâàòåëåì àïïðîêñèìèðóþùèìè ôóíê-
öèÿìè (ñîçäàíèå, ðåäàêòèðîâàíèå è äîáàâëåíèå â áèáëèîòåêó);

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ çíàíèé ðàíãîâûå çàâè-
ñèìîñòè èìåþò ñïåöèôè÷åñêèé âèä. Îíè ìîäèôèöèðóþòñÿ èññëåäîâàòå-
ëÿìè ñ ó÷åòîì èñõîäíûõ ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ, èõ ðàçìåðíîñòè è ââå-
äåííûõ íîðì. Ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü àïïðîêñèìèðóþùèå
ôóíêöèè ðàçëè÷íîãî âèäà, ïðè óñëîâèè, ÷òî èõ ïðèìåíåíèå ïîçâîëÿåò
ìèíèìèçèðîâàòü îòêëîíåíèå òåîðåòè÷åñêîé êðèâîé îò ýêñïåðèìåíòàëü-
íîé.

Ñèñòåìà SPED ïðåäóñìàòðèâàåò îïðåäåëåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíê-
öèè êàê â ðàìêàõ îäíîãî ñåàíñà ðàáîòû ñ ïðîãðàììîé, òàê è äîáàâëå-
íèå åå â áèáëèîòåêó ôóíêöèé. Ïðè ââîäå àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü âûáîðà åå âèäà èç ôèêñèðîâàííîãî íàáî-
ðà, ðàçðåøåíî ñîçäàâàòü ïîëüçîâàòåëüñêèå ôóíêöèè íåñêîëüêèõ óðîâíåé
âëîæåííîñòè. Äëÿ ââåäåííîé ôóíêöèè òàêæå ìîæíî íàéòè îïòèìàëüíóþ
êîìáèíàöèþ ïàðàìåòðîâ äëÿ ìèíèìèçàöèè îòêëîíåíèÿ.

5) êëàñòåðíûé àíàëèç äàííûõ;
Ìîäóëü êëàñòåðèçàöèè ðåàëèçóåò òðåáóåìóþ ãðóïïèðîâêó äàííûõ.

Îí äàåò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòåëþ àâòîìàòè÷åñêè êëàñòåðèçîâàòü èñ-
õîäíûå äàííûå ïî âûáðàííîìó ìåòîäó, ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò â ÷èñëîâîì è
ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïî çàäàííîìó èëè ðàññ÷èòàííîìó ïðîãðàì-
ìîé îïòèìàëüíîìó êîëè÷åñòâó êëàñòåðîâ, à òàêæå âûïîëíèòü êîððåê-
òèðîâêó ðåçóëüòàòîâ êëàñòåðèçàöèè âðó÷íóþ â èíòåðàêòèâíîì ðåæèìå
ðàáîòû.

6) âèçóàëèçàöèÿ ðåçóëüòàòîâ.
Â ñèñòåìå âîçìîæíî ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíê-

öèé è èñõîäíûõ äàííûõ, ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè îòêëîíåíèé îò çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ, èçìåíåíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ ðàíãîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
âî âðåìåíè. Ñèñòåìà îòîáðàæåíèÿ ãðàôèêîâ ïîçâîëÿåò íàñòðàèâàòü îñè
è ïîäïèñè äàííûõ. Ïðè ïîñòðîåíèè íåñêîëüêèõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ �
êðèâàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìèíèìàëüíîìó îòêëîíåíèþ, âûäåëÿåòñÿ öâå-
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òîì. Êðîìå ýòîãî ïîä ãðàôèêîì âûâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ è âñïîìî-
ãàòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, âåëè÷èíà îòêëîíåíèÿ è âèä ôóíêöèè ñ èñïîëü-
çóåìûìè ïàðàìåòðàìè. Ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêà çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ
îòêëîíåíèÿ äëÿ èññëåäóåìîãî ïàðàìåòðà íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè îò-
ìå÷àþòñÿ òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòàì àíàëèçà.

Çàêëþ÷åíèå
Ñèñòåìà áûëà ïðîòåñòèðîâàíà íà äàííûõ ïî éîäîäåôèöèòíûì çàáîëå-

âàíèÿì âçðîñëîãî íàñåëåíèÿ Ïðèìîðñêîãî êðàÿ, çàáîëåâàíèÿì êðîâîîá-
ðàùåíèÿ ñðåäè ïîäðîñòêîâîãî íàñåëåíèÿ Ïðèìîðñêîãî êðàÿ, ïî óãîëîâ-
íûì ïðåñòóïëåíèÿì â ßïîíèè çà ïîñëåäíèå ïÿòíàäöàòü ëåò, ïî ôàêòè÷å-
ñêîìó è ñðåäíåìó âûëîâó ïðîìûñëîâîé ðûáû â ðåêàõ Êàì÷àòêè çà 1988-
1991 ãã. Ðàáî÷àÿ âåðñèÿ èíòåãðèðîâàííîé ñèñòåìû SPED âûïîëíÿåò âñþ
îáðàáîòêó ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ îò ðàíæèðîâàíèÿ äî êëàñòåðèçàöèè è
èìååò èíòåðôåéñ, îðèåíòèðîâàííûé íà èññëåäîâàòåëåé-íåìàòåìàòèêîâ.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÅ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ
ÏÐÎÑÒÅÉØÅÃÎ ÈÍÔÅÊÖÈÎÍÍÎÃÎ ÇÀÁÎËÅÂÀÍÈß

Ò.Ý. Ñåëåçíåâ (ÄÂÔÓ,Âëàäèâîñòîê)

Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ â ìîäåëè ïðîñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ:

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè êëèíèöèñòàìè è èììóíîëîãàìè íàêîïëåí îãðîì-
íûé ìàòåðèàë íàáëþäåíèé çà òå÷åíèåì ðàçëè÷íûõ èíôåêöèîííûõ çàáî-
ëåâàíèé è íà îñíîâå àíàëèçà ýòîãî ìàòåðèàëà ïîëó÷åíû ôóíäàìåíòàëü-
íûå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèåñÿ ìåõàíèçìîâ âçàèìîäåéñòâèÿ àíòèãåíîâ è
àíòèòåë. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîçâîëèëè ïîäîéòè ê ïîñòðîåíèþ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ ìîäåëåé èììóííûõ ïðîöåññîâ [1].

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îñíîâíûìè äåéñòâóþùèìè ôàêòîðàìè èíôåêöè-
îííîãî çàáîëåâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.
1) Êîíöåíòðàöèÿ ïàòîãåííûõ ðàçìíîæàþùèõñÿ àíòèãåíîâ V (t).

56



2) Êîíöåíòðàöèÿ àíòèòåë F (t). Ïîä àíòèòåëàìè ïîíèìàþòñÿ ñóáñòðàòû
èììóííîé ñèñòåìû, íåéòðàëèçóþùèå àíòèãåíû (èììóíîãëîáóëèíû, ðå-
öåïòîðû êëåòîê).
3) Êîíöåíòðàöèÿ ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê C(t). Ýòî ïîïóëÿöèÿ íîñèòåëåé
è ïðîäóöåíòîâ àíòèòåë (èììóíî-êîìïåòåíòíûå êëåòêè è èììóíîãëîáóëè-
íîïðîäóöåíòû).
4) Îòíîñèòåëüíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ïîðàæåííîãî îðãàíà m(t).

Ïîëàãàÿ V (0) = V0; C(0) = C0; F (0) = F0;m(0) = m0, çàïèøåì ìà-
òåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ïðîñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ â âèäå
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû ÷åòûðåõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé: 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_V = (� � 
F )V;
_C = �(m)�V (t� �)F (t� �)� �C(C � C�);
_F = �C � (�F + �
V )F;
_m = �V � �mm;
V (0) = V0;
C(0) = C0;
F (0) = F0;
m(0) = m0:

(1)

Äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà ðàññìîòðèì óïðîùåííûé âàðèàíò ñèñòåìû
(1). Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì � = 0 è C� = 0. Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû áóäåì
ñ÷èòàòü ðàâíûìè åäèíèöå, êðîìå �:8>><>>:

_V = (1� F )V;
_C = V F � C;
_F = C � (1 + V )F;
_m = �V �m:

(2)

Ðàññìàòðèâàÿ ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó, ïîñòàâèì çàäà÷ó îïòèìèçàöèè,
ââîäÿ âî âòîðîå óðàâíåíèå óïðàâëåíèå u(t). Ïîä óïðàâëåíèåì áóäåì ïîíè-
ìàòü êîëè÷åñòâî ëåêàðñòâà u(t), ïîñòóïàþùåå â îðãàíèçì â åäèíèöó âðå-
ìåíè, ñòèìóëèðóþùåå ðîñò ïëàçìàòè÷åñêèõ êëåòîê â îðãàíèçìå. Óïðàâ-
ëåíèå ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé âåëè÷èíîé: 0 � u(t) � u1. Òàêèì îáðàçîì
ñèñòåìà ïðèìåò âèä:
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8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_V = (1� F )V;
_C = V F � C + u(t);
_F = C � (1 + V )F;
_m = �V �m;
V (0) = V0;
C(0) = C0;
F (0) = F0;
m(0) = m0:

(3)

Ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óêàçàííîãî óïðàâ-
ëåíèÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè ïîðàæåííîé ìàññû îðãàíà-ìèøåíè â ìî-
ìåíò âðåìåíè T :

J(T ) = m(T )! min; 0 � u(t) � u1: (4)

Â äàëüíåéøåì, èñïîëüçóåì ïðèíöèï ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà [2],è âû-
ïèñûâàåì ñîïðÿæåííóþ ñèñòåìó, ïîëàãàÿ y1 = V , y2 = C, y3 = F , y4 =
m: 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

_ 1 = � 1(1� y3)�  2y3 �  3y3 � � 4;
_ 2 =  2 �  3;
_ 3 =  1y1 �  2y2 +  3(1 + y1);
_ 4 =  4;
 1(T ) = 0;
 2(T ) = 0;
 3(T ) = 0;
 4(T ) = �1:

(5)

Ãàìèëüòîíèàí â íàøåì ñëó÷àå èìååò âèä:

H =  1(y1�y1y3)+ 2(y1y3�y2+u(t))+ 3(y2�y1y3�y3)+ 4(�y1�y4): (6)

Â èòîãå ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îïòèìàëüíîñòè:
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

_y1 = (1� y3)y1;
_y2 = y1y3 � y2 + u(t);
_y3 = y2 � (1 + y1)y3;
_y4 = �y1 � y4;
y1(0) = V0;
y2(0) = C0;
y3(0) = F0;
y4(0) = m0;
_ 1 = � 1(1� y3)�  2y3 �  3y3 � � 4;
_ 2 =  2 �  3;
_ 3 =  1y1 �  2y2 +  3(1 + y1);
_ 4 =  4;
 1(T ) = 0;
 2(T ) = 0;
 3(T ) = 0;
 4(T ) = �1;

u(t) =

8<:
u1;  2 > 0;
8v 2 [0;u1];  2 = 0;
0;  2 < 0:

(7)

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà ñîîòâåòñòâóåò ïðèíöèïó bang-bang.
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëüçóåìñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäîì. Âûáèðàåì íåêîòî-

ðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå äëÿ óïðàâëåíèÿ. Ðåøàåì íà êàæäîì øàãå
èñõîäíóþ ñèñòåìó, ïîäñòàâëÿåì ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â ñîïðÿ-
æåííóþ ñèñòåìó, íàõîäèì óòî÷íåííîå çíà÷åíèå óïðàâëåíèÿ. Èòåðàöèè
ïðåêðàùàþòñÿ, êîãäà èíòåãðàëüíàÿ íîðìà âèäà

R T
t0
(r(t)� rnew(t))

2dt, ãäå
r(t) - ðåøåíèå ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè íà ïðåäûäóùåì øàãå, à rnew(t)
- íà äàííîì, ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå íåêîòîðîãî çàäàííîãî ". Ñèñòåìà îï-
òèìàëüíîñòè ðåøàåòñÿ ÷èñëåííî, ïðè ïîìîùè ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì Mathematica 7.

Òàêæå â ðàáîòå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ â ìîäåëè ïðîñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ ïîñëå ëèíåàðè-
çàöèè[3].

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîçâîëèëè ðåøèòü çàäà÷ó óïðàâëåíèÿ äëÿ
ìîäåëè ïðîñòåéøåãî èíôåêöèîííîãî çàáîëåâàíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
1) Àíàëèòè÷åñêè: ëèíåàðèçîâàâ èññëåäóåìóþ ñèñòåìó, ïîëó÷èëè ôîðìó-
ëó äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ äàí-

59



íûõ â ÿâíîì âèäå.
2) ×èñëåííî: ïîñòðîèëè è ïðè ïîìîùè ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ðå-
øèëè ñèñòåìó îïòèìàëüíîñòè.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅÏËÎÂÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÝËÅÊÒÐÎÍÍÛÕ ÏÓ×ÊÎÂ Ñ ÒÂÅÐÄÛÌÈ

ÒÅËÀÌÈ: ÐÅÀËÈÇÀÖÈß Â ÏÀÊÅÒÅ FEMLAB
À.Â. Ñèâóíîâ, À.Ã. Ìàñëîâñêàÿ (ÀìÃÓ, Áëàãîâåùåíñê)

Â ðÿäå ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé èñïîëüçóåòñÿ âîçäåéñòâèå ñîñðåäîòî÷åí-
íûõ èñòî÷íèêîâ ðàçëè÷íîé ïðèðîäû íà êîíäåíñèðîâàííûå ñðåäû. Òàêè-
ìè ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü: îáëó÷åíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ìàòåðèàëîâ
òåïëîâûìè, ýëåêòðîííûìè, ëàçåðíûìè ïîòîêàìè ýíåðãèè ñ öåëüþ èññëå-
äîâàíèÿ èõ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ, ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ýôôåê-
òîâ ïîñëåäåéñòâèÿ. Ïðè ïîäîáíûõ èññëåäîâàíèÿõ îäíèì èç ïðèîðèòåò-
íûõ ôàêòîðîâ ìîæåò îêàçàòüñÿ òåïëîâîå âîçäåéñòâèå. Ýêñïåðèìåíòàëüíî
íå âñåãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü îöåíêè òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ â ñèëó ðÿäà
îáñòîÿòåëüñòâ, êàê íàïðèìåð, âûñîêàÿ ïîãðåøíîñòü ðåçóëüòàòîâ ôèçè-
÷åñêèõ èçìåðåíèé, çàòðóäíèòåëüíûå óñëîâèÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòà,
íå÷åòêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ è äð. Ïîýòîìó
íà ïðàêòèêå äëÿ îöåíêè òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ èñïîëüçóþò ìåòîäû è
ñðåäñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè ðàç-
ðàáîòàíû òîëüêî äëÿ óçêîãî êëàññà ýâîëþöèîííûõ çàäà÷, ïîýòîìó äëÿ
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ïîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñòè òðàäèöèîííî èñïîëüçóþò ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû. Ïàêåò FEMLAB, èíòåãðèðóåìûé â Matlab, ÿâëÿåòñÿ ìîù-
íûì è óíèâåðñàëüíûì ñðåäñòâîì ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé â
ïîñòàíîâêå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, âîç-
íèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ íàó÷íûõ è ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ.

Ñïåêòð ïðîáëåì, èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåíî ñ
ïîìîùüþ FEMLAB è åãî ðàñøèðåíèé, âêëþ÷àåò è âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ
íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷ äèôôóçèîííîãî òèïà íà îñíîâå ìåòîäîâ êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî àíàëèçà.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé ðåøåíèÿ äèô-
ôóçèîííûõ çàäà÷ â ÏÏÏ Femlab íà ïðèìåðå ðåàëèçàöèè ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ìîäåëè íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âûçâàííî-
ãî âîçäåéñòâèåì äâèæóùåãîñÿ ýëåêòðîííîãî çîíäà íà îáðàçåö ñîñòàâíîãî
òâåðäîãî òåëà. Âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé äëÿ îöåíêè òåìïå-
ðàòóðû íàãðåâà îáðàçöà ýëåêòðîííûì çîíäîì íåïîñðåäñòâåííî ñâÿçàíà ñ
àïïðîêñèìàöèåé ôîðìû ãðàíèöû îáëàñòè ïîòåðü ýíåðãèè ýëåêòðîíîâ. Ðå-
àëüíàÿ ôîðìà èñòî÷íèêîâ òåïëà åñòåñòâåííî íå ñîâïàäàåò ñ âûáðàííîé
àïïðîêñèìàöèåé. Ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì ìîäåëèðîâàíèÿ â ýòîì
ñëó÷àå ìîæíî ñ÷èòàòü ãåîìåòðè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåêòðîííûõ òðà-
åêòîðèé, ïîëó÷åííûõ ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è äàëüíåéøåå èñïîëüçîâà-
íèå äèñêðåòíî çàäàííîé ôóíêöèè èñòî÷íèêà äëÿ ðàñ÷åòà òåìïåðàòóðíûõ
ðàñïðåäåëåíèé. Êîíôèãóðàöèÿ òåïëîâîãî èñòî÷íèêà âûáèðàåòñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò ìåòîäà ðåàëèçàöèè ìîäåëè òåïëîâîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Îáëàñòè
ïðàâèëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ ôîðì (ñôåðà, öèëèíäð èëè ýëëèïñîèä) âû-
áèðàþòñÿ ÷àùå âñåãî â ñëó÷àÿõ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è
è äëÿ ðÿäà ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà êîíå÷íîìåðíûõ àï-
ïðîêñèìàöèÿõ çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè íåîáõîäèìî çàäàòü òåïëîôè-
çè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáðàçöà è ïàðàìåòðû ýêñïåðèìåíòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðåæèìàì ýëåêòðîííîãî çîíäèðîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðóåì ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà
èññëåäóåìûé îáðàçåö, ìîäåëèðóåìûé ñïëîøíîé ñðåäîé, äåéñòâóåò ñôî-
êóñèðîâàííûé òåïëîâîé èñòî÷íèê çàäàííîé êîíôèãóðàöèè. Îáúåìíàÿ
ïëîòíîñòü ìîùíîñòè çàäàåòñÿ êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè ñ íîð-
ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, ïàðàìåòðû êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ èñõîäÿ èç
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ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ýëåêòðîííîé ïëîòíîñòè ìåòî-
äîì Ìîíòå-Êàðëî. Òàêèì îáðàçîì, òðåáóåòñÿ íàéòè ðåøåíèå íåîäíîðîä-
íîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè:

@2T

@t2
= a2(

@2T

@t2
+
@2T

@y2
+
@2T

@z2
) +

1

c�
F (x; y; z; t)

ãäå c � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà, Äæ

êã�K
; � � ïëîòíîñòü ìàòåðèà-

ëà, êã

ì3
; a2 = k

c��
� òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñòü ìàòåðèàëà, ì2

ñ
; F � îáúåìíàÿ

ïëîòíîñòü ìîùíîñòè èñòî÷íèêà, Âò

ì3
ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì

T (x; y; z; 0) = T0:

Äëÿ çàìûêàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè íåîáõîäèìî çàäàòü
ðàñ÷åòíóþ îáëàñòü � ãåîìåòðèþ îáðàçöà è âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òåï-
ëîâîãî èñòî÷íèêà è îáðàçöà, à òàêæå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îáëàñòè 0 < z < l íàõîäèòñÿ ïðîâîäÿùèé ìà-
òåðèàë ñ òåïëîôèçè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè: k1; a21; �1; c1 à â îáëàñòè
l < z < Z � îáðàçåö, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî � k2; a22; �2; c2. Êîíòàêòíîå
ñîïðîòèâëåíèå íà ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îòñóòñòâóåò (ìàòåìàòè÷åñêè
çàäàíî óñëîâèå íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä, êîòîðîå îçíà÷àåò ðàâåí-
ñòâî òåìïåðàòóð è íåïðåðûâíîñòü òåïëîâûõ ïîòîêîâ). Íà÷àëî êîîðäè-
íàò ðàñïîëîæåíî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ îñè ñèììåòðèè ýëåêòðîííîãî çîíäà
ñ ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè îáðàçöà, îñü Z ñîâïàäàåò ñ îñüþ ñèììåòðèè
ýëåêòðîííîãî çîíäà, îñè Y è X ëåæàò â ïëîñêîñòè ïîâåðõíîñòè îáðàç-
öà. Îáëàñòü ðàññåÿíèÿ ýëåêòðîíîâ îïèñûâàåòñÿ ïîëîâèíîé ýëëèïñîèäà,
öåíòð êîòîðîãî ðàñïîëîæåí íà ïîâåðõíîñòè îáðàçöà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
îñè ýëåêòðîííîãî çîíäà ñ ïëîñêîñòüþ ïîâåðõíîñòè.

Â ïëîñêîñòè z = 0 â ìîìåíò âðåìåíè t = 0 äåéñòâóåò íåïðåðûâíûé
èñòî÷íèê òåïëà.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíîé ìîäåëè â ñëó÷àå íèçêîâîëüòíûõ ðåæè-
ìîâ îáëó÷åíèÿ ãëóáèíà ïðîíèêíîâåíèÿ ýëåêòðîíîâ çíà÷èòåëüíî ìåíüøå
äèàìåòðà çîíäà (d0 � Rc) è äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáëàñòè ðàññåÿíèÿ ýëåê-
òðîíîâ èñïîëüçóþò öèëèíäð.
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Ìîìåíò âðåìåíè íàáëþäåíèÿ òåìïåðàòóðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â êðè-
ñòàëëå ñîîòâåòñòâóåò ïîñëåäíåìó ìîìåíòó âîçäåéñòâèÿ èñòî÷íèêà íà îá-
ðàçåö.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàðíîãî òåìïåðà-
òóðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âûçâàííîãî âîçäåéñòâèåì äâèæóùåãîñÿ èñòî÷-
íèêà òåïëà; ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè ïðè âîç-
äåéñòâèè èñòî÷íèêà òåïëà íà ñîñòàâíûå òâåðäûå òåëà; ïðîâåäåí ðàñ-
÷åò òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ýëåêòðîííîãî çîíäà íà êðèñòàëëû ðàçëè÷íûõ
ïîëÿðíûõ äèýëåêòðèêîâ; ïðåäñòàâëåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç òåìïåðà-
òóðíûõ êîíôèãóðàöèé ïðè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðàõ èñïîëüçóåìûõ ýëåê-
òðîäîâ; ðàññ÷èòàíû òåïëîâûå ïîëÿ, âûçâàííûå âîçäåéñòâèåì èñòî÷íè-
êîâ ðàçëè÷íûõ êîíôèãóðàöèé; ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå íåñòàöèîíàð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âûçâàííîãî âîçäåéñòâèåì ïóëüñèðóþùåãî èñòî÷íè-
êà òåïëà íà èññëåäóåìûé îáðàçåö.

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâà-
íû äëÿ îöåíêè ëîêàëüíîãî íàãðåâà îáðàçöîâ ýëåêòðîííûì çîíäîì, à òàê-
æå ïðè èññëåäîâàíèè ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â òâåðäûõ òåëàõ, â êîòîðûõ
ñîñðåäîòî÷åííîå òåïëîâîå âîçäåéñòâèå èãðàåò ïðèîðèòåòíóþ ðîëü.

ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß
ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÏÅÐÅÍÎÑÀ ÂÅÙÅÑÒÂÀ

Î.Â. Ñîáîëåâà (ÈÏÌ ÄÂÎ ÐÀÍ, Âëàäèâîñòîê)

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêèé è ÷èñëåííûé àíàëèç êîýôôè-
öèåíòíîé îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ
êîíâåêöèè�äèôôóçèè�ðåàêöèè.

1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è

Ðàññìîòðèì â îãðàíè÷åííîé îáëàñòè 
 èç ïðîñòðàíñòâà Rd (d = 2; 3)
ñ ëèïøèöåâîé ãðàíèöåé �, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé �D è �N , çàäà÷ó
íàõîæäåíèÿ êîíöåíòðàöèè C çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà èç ñîîòíîøåíèé

���C+u �gradC�w0@C=@z+kC = f; Cj�D =  ; �(@C=@n+�C)j�N = �:
(1)

Çäåñü � = const> 0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, u � çàäàííûé âåêòîð
ñêîðîñòè, w0 = const� 0 � âåëè÷èíà âåðòèêàëüíîé ñêîðîñòè îñàæäåíèÿ
÷àñòèö ïðèìåñè, k � 0 � âåëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ðàñïàä çàãðÿçíÿ-
þùåãî âåùåñòâà çà ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ
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èñòî÷íèêîâ,  è �, � � çàäàííûå íà �D è �N ôóíêöèè, ïðè÷åì ôóíêöèÿ
� � êîýôôèöèåíò ìàññîîáìåíà, � � ïîòîê âåùåñòâà ÷åðåç �N .

Íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâà L2(D) è Hs(D), s 2 R, ãäå
D ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî îáëàñòü 
, ëèáî ãðàíèöó �, ëèáî íåêîòîðóþ
÷àñòü �0 ãðàíèöû �. Ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â L2(
), L2(Q), L2(�0)
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç (�; �), (�; �)Q, (�; �)�0 ñîîòâåòñòâåííî. Íîðìó â L2(
),
L2(Q) ëèáî L2(�0) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç k � k, k � kQ ëèáî k � k�0 , íîðìó
ëèáî ïîëóíîðìó â H1(
) è H1(
)�H1(
)d � ÷åðåç k �k1 ëèáî j � j1, íîðìó â
H1=2(�D) � ÷åðåç k � k1=2;�D , îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè äëÿ ïàðû X è X�

� ÷åðåç h�; �iX��X èëè h�; �i. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ:

(i) 
 - îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü â ïðîñòðàíñòâå Rd, ãäå d = 2; 3 ñ ãðà-
íèöåé � 2 C0;1 è îòêðûòûå ó÷àñòêè �D è �N ãðàíèöû � óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì: �D 2 C0;1, �D 6= ;, �N 2 C0;1, �D \ �N = ;, � = �D [ �N .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i) ñóùåñòâóþò ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïå-
ðàòîðû ñëåäà 
 : H1(
)! H1=2(�) è 
j�0 : H1(
)! H1=2(�0) ïðè �0 = �D
ëèáî �0 = �N . Ââåäåì îñíîâíîå äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèé ãèëüáåð-
òîâî ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî T � fS 2 H1(
) : S = 0 íà �Dg
ñ íîðìîé k � kT = k � k1. ×åðåç T � îáîçíà÷èì äâîéñòâåííîå ê T îò-
íîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà L2(
). Ïîëîæèì òàêæå L2

+(�N)=f�2L2(�N) :
��0 íà �Ng, L2

+(
) =fk 2 L2(
) : k�0 â 
g. Ââåäåì áèëèíåéíûå ôîðìû
a; a1; cu:H

1(
)�H1(
)!R, ãäå a1(C; h)=�a(C; h)+�(�C; h)�N�w0(@C=@z; h)+
(kC; h), a(C; h)=

R


rC � rhd
, cu(C; h) = (u � rC; h) =

R


(u � rC)hdx.

Ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì (i), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ
(ii) u 2 H1(
), u � n � 0 íà �N ,  2 H1=2(�D), k 2 L2

+(
);
(iii) �� = �1�� 
4jw0j > 0; (iv) f 2 L2(
), � 2 L2

+(�N), � 2 L2(�N).
Ñëàáûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ C 2 H1(
),

óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèÿì (2)

a1(C; h) + cu(C; h) =< l; h >� (f; h) + (�; h)�N ; 
j�DC =  : (2)

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.
Òåîðåìà 1.Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (i)�(iii). Òîãäà: 1) áèëèíåé-

íàÿ ôîðìà a1 : H
1(
)�H1(
)! R íåïðåðûâíà è T -êîýðöèòèâíà ñ êîí-

ñòàíòîé ��, îïðåäåëåííîé â (iii); 2) äëÿ ëþáîé ïÿòåðêè (f;  ; �; �; k) 2
L2(
) � H1=2(�D) � L2(�N) � L2

+(�N) � L2
+(
) çàäà÷à (1) èìååò åäèí-
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ñòâåííîå ñëàáîå ðåøåíèå C 2 H1(
) è ñïðàâåäëèâà îöåíêà

kCk1 �MC � ��1� [M+(��+�+�
3k�k�N+
4jw0j+
5kkk+
1kuk1)
6k k1=2;�D ];
(3)

3) îïåðàòîð (A; 
j�D) : X ! Y , X = H1(
), Y = (T �; H1=2(�D)), ãäå
hAC; hiT ��T = a1(C; h) + cu(C; h) 8C 2 H1(
); h 2 T îñóùåñòâëÿåò
ëèíåéíûé è íåïðåðûâíûé èçîìîðôèçì ïðîñòðàñòâ X è Y .

2. Îáðàòíàÿ çàäà÷à è îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

Èññëåäóåì îáðàòíóþ çàäà÷ó äëÿ ìîäåëè (1), çàêëþ÷àþùóþñÿ â íà-
õîæäåíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ �, � è èñêîìîãî ðåøåíèÿ C, ïî äî-
ïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñðåäû Cd(x). Ââåäåì ôóíêöèî-
íàë êà÷åñòâà I : X ! R ôîðìóëîé I(C) = kC � Cdk2H1(Q), òîãäà ðåøåíèå
îáðàòíîé çàäà÷è ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çà-
äà÷è

J(C; �; �)! inf ; F (C; �; �; f) = 0; (C; �; �) 2 X �K1 �K2; (4)

ãäå F = (F1; F2) : X�K1�K2 ! Y , hF1(C; �; �; f); hiT ��T = hAC; hiT ��T�
hl; hi, F2(C; �; �) = 
j�DC �  , J(C; �; �) � (�0=2)I(C) + (�1=2)k�k2�N +
(�2=2)k�k2�N , J : X �K1 �K2 ! R, �0 � 0, �1 � 0, �2 � 0 � íåêîòîðûå
êîíñòàíòû.

Âûâåäåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (4). Ïî àíà-
ëîãèè ñ [1] âîñïîëüçóåìñÿ ýêñòðåìàëüíûì ïðèíöèïîì â ãëàäêî-âûïóêëûõ
çàäà÷àõ óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè [2]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùåé òåîðèåé ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ [2] ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y� =
(�; �) 2 Y � � T �H1=2(�D)

�, è ëàãðàíæèàí L : H1(
)�K1�K2�Y � ! R.
[2, ñ. 79] âûòåêàåò

Òåîðåìà 2.Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i)�(iii) è K1 � L2
+(�N),

K2 � L2(�N) � íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. (Ĉ; �̂; �̂) 2
H1(
)�K1�K2 � ýëåìåíò, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíè-
ìóì â çàäà÷å (4), è ïóñòü ôóíêöèîíàë J(�; �) : X�K1�K2 ! R íåïðåðûâ-
íî äèôôåðåíöèðóåì ïî C â òî÷êå (Ĉ; �̂; �̂) äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà (�; �) 2
K1 �K2 è ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî (�; �) äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà C 2 T .
Òîãäà ñóùåñòâóåò ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà y� = (�; �) 2 T � H1=2(�D)

�

òàêîé, ÷òî ñïðàâåäëèâî óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà hJ 0C(Ĉ; �̂; �̂); �iX��X+
hy�; F 0

C(Ĉ; �̂; �̂)�iY ��Y = 0 8� 2 H1(
), è âûïîëíÿåòñÿ ïðèíöèï ìèíè-
ìóìà
L(Ĉ; �̂; �̂; y�) � L(Ĉ; �; �; y�) 8(�; �) 2 K1 �K2.
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Óðàâíåíèå Ýéëåðà-Ëàãðàíæà âìåñòå ñ ïðèíöèïîì ìèíèìóìà è îïå-
ðàòîðíûì óðàâíåíèåì F (C; �; �) = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó îïòè-
ìàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è (4), îïèñûâàþùóþ íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðå-
ìóìà. Èç àíàëèçà ñèñòåìû îïòèìàëüíîñòè âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 3.Ïóñòü ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (i), (ii), K1�L2
+(�N),

K2�L2(�N) � íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, òðîéêà
(Ci; �i; �i)2H1(
)�K1 �K2 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (4), îòâå÷àþ-

ùèì çàäàííûì ôóíêöèÿì Cd�C(i)
d 2L2(Q) è fi2Z�L2(
) i=1; 2, ãäå Q �


 � ïðîèçâîëüíîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî �0>0
è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ kCik � M0

C = sup�2K1;�2K2;f2ZMC(�; �; f)<1,

i = 1; 2; Z�L2(
), �1�2�0
23�2��2� M0
C
~M0
C + 2"
23�

2(M0
C)

2,

�2 � 2�0

2
2�

�2
� (M0

C)
�1 ~M0

C + 2"
22 , ãäå kCmax
d kQ=max(kC(1)

d k1;Q; kC(2)
d k1;Q),

òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè óñòîé÷èâîñòè

k�1��2k�N �
�0
"

1


3���M0
C

kC(1)
d �C(2)

d k1;Q+�0
"

(2M0
C + kCmax

d k1;Q)

3��2�(M

0
C)

2
kf1�f2k;

k�1 � �2k�N �
�0
"

1


2��
kC(1)

d � C
(2)
d k1;Q +

�0
"

(2M0
C + kCmax

d k1;Q)

2�2�M

0
C

kf1 � f2k;

kC1 � C2k1 � �0
"

1

�2�
kC(1)

d � C
(2)
d k1;Q +

�0
"

(2M0
C + kCmax

d k1;Q)
�3�M

0
C

kf1 � f2k:

3. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è

Îáñóäèì ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé
çàäà÷è:

J(C; �) =
�0
2
kC�CdkQ+�2

2
k�k2�N ! inf; F (C; �) = 0; (C; �) 2 H1(
)�L2(�N):

(5)
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (5) ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå

Íüþòîíà. Îí ñîñòîÿë èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:
1) âûáèðàåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå �0 è ïîëàãàåòñÿ n = 0;
2) äëÿ èçâåñòíîãî ýëåìåíòà �n íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ìàò-
ðèöà) Cn ïðÿìîé çàäà÷è;
3) íàõîäèòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (ìàòðèöà) �n ñîïðÿæåííîé çàäà÷è;
4) âû÷èñëÿåòñÿ âñïîìîãàòåëüíûé ýëåìåíò gn = �2�

n � �nN , èìåþùèé
ñìûñë ïðîèçâîäíîé J 0�(�

n) îò ôóíêöèîíàëà J , ãäå Cn
N , �

n
N � N -ûå ñòîëá-

öû ìàòðèö Cn è �n;
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5) âû÷èñëÿåòñÿ ìàòðèöà ßêîáè Hn = (@gni =@�
n
j ) êîíå÷íî�ðàçíîñòíûì ìå-

òîäîì;
6) âû÷èñëÿåòñÿ íîâîå çíà÷åíèå �n+1 = �n �H�1

n gn ýëåìåíòà �;
7) ïðîâåðÿåòñÿ óñëîâèå (�N�1

j=1 (�
n+1
j ��nj )2)1=2<10�6. Åñëè óñëîâèå âûïîë-

íÿåòñÿ, òî îñóùåñòâëÿåòñÿ âûõîä èç öèêëà, à çà ïðèáëèæåííîå ÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà÷è âûáèðàåòñÿ (�n; Cn). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
n óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê ï. 2.

�

�

��

�

G
�

G
�

G
�

G
�

�

�

��

�

G
�

G
�

G
�

G
��

Ðèñ. 1: Ãåîìåòðèÿ îáëàñòè ïåðåíîñà âåùåñòâà

Ïðè ïðîâåäåíèè ðàñ÷åòîâ îáëàñòü 
 è ðàñïîëîæåíèå ó÷àñòêîâ ãðà-
íèö �D è �N ãðàíèöû � âûáèðàëèñü êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Â êà÷åñòâå
èñõîäíîé ôóíêöèè âûáèðàëàñü �d = sin(�y), à íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
� �0=0. Òåñòû ïðîâîäèëèñü äëÿ äâóìåðíîãî ñëó÷àÿ. Èñõîäíûå äàííûå
çàäàâàëèñü â ñëåäóþùåì âèäå

Pe = 0:025; �0 = 1; f = 0; w0 = 0;  jy=0 = 0;  jy=1 = 0;  jx=0 = sin(�y); � = 0:
(6)

Çäåñü Pe=UL=� � ÷èñëî Ïåêëå, U è L � õàðàêòåðíûå äëèíà è ñêîðîñòü.
Äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ðåøåíèè (ôóíêöèÿ Cd), â ñîîòâåòñòâèè ñ
êîíöåïöèåé êâàçèðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, íàõîäèëàñü ïóòåì ÷èñëåííî-
ãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé êðàåâîé çàäà÷è (1) ïðè çàäàííîé ôóíêöèè �=�d è
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëåííûõ â (6).

Íà ðèñ. 2 ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé âåëè÷èí E0=kC � CdkQ=kCdkQ è
E2=k� � �dk�N=k�dk�N îò ïàðàìåòðà �2 ïîêàçûâàþò, ÷òî óìåíüøåíèå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà �2 ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îøèáîê E0 è E2.

Â ñëó÷àå, êîãäà îáëàñòüQ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îáëàñòè 
 ñàìûì óäà÷íûì
îêàçàëîñü ðàñïîëîæåíèå, îáëàñòè Q, ïîêàçàííîå íà ðèñ. 1. Ïðè âîññòà-
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Ðèñ. 2: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îøèáîê E0 (ñëåâà) E2 (ñïðàâà) îò �2, ïî-
ëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà FreeFem++(FE meth) è ïàêåòà Scilab (FDif
meth).

 0
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E
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Ðèñ. 3: Ãðàôèêè çàâèñèìîñòåé îøèáîê E0 (ñïðàâà) E2 (ñëåâà) îò ðàçìåðà
îáëàñòè Q, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà FreeFem++(FE meth) è ïàêåòà
Scilab (FDif meth).

íîâëåíèè ïàðàìåòðà � òðåáóåòñÿ íåáîëüøàÿ ïëîùàäü îáëàñòè Q, ÷òîáû
ïîëó÷èòü äîñòàòî÷íî òî÷íûé ðåçóëüòàò (ñì. ðèñ. 3).

Çàêëþ÷åíèå. Â ðåçóëüòàòå ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé áûëà äîêà-
çàíà ðàçðåøèìîñòü îáðàòíîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè-äèôôóçèè-ðåàêöèè (1), ðàññìàòðèâàåìîãî â îãðà-
íè÷åííîé îáëàñòè ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ è ïîñòðîåíà ñè-
ñòåìà îïòèìàëüíîñòè, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòîâ FreeFem++ [3] è Scilab [4]
âûïîëíåíî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
îáðàòíîé çàäà÷è, êîòîðîå ïîäòâåðäèëî ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòà ÄÂÎ ÐÀÍ (ïðî-
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åêò 09-III-À-03-070), ãðàíòà ÐÔÔÈ(ïðîåêò 10-01-00219-à).
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ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄËß ÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÃÎ
ÓÐÀÂÍÅÍÈß ÐÀÑÏÐÎÑÒÐÀÍÅÍÈß ÇÀÃÐßÇÍßÞÙÅÃÎ

ÂÅÙÅÑÒÂÀ È ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÍÅÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È//
À.Þ. Ñàçàíäðàøâèëè (ÄÂÃÓ, Âëàäèâîñòîê)

1. Ïîñòàíîâêà èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è

Ïóñòü 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà R2 èëè R3 ñ ëèïøè-
öåâîé ãðàíèöåé �, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé �D è �N . Íèæå áóäåì èñ-
ñëåäîâàòü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî
óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ (çàãðÿçíÿþùåãî) âåùåñòâà

���'+ u � grad'� w0@'=@z + k' = f â 
; (1)

ðàññìàòðèâàåìîãî â îáëàñòè 
 ïðè ñëåäóþùèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ

' =  íà �D; �(@'=@n+ �') = � íà �N : (2)

Íèæå íà çàäà÷ó (1), (2) ïðè çàäàííûõ ôóíêöèÿõ u; f;  ; �; � è k áóäåì
ññûëàòüñÿ äëÿ êðàòêîñòè êàê íà çàäà÷ó 1.
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2. Ïîñòàíîâêà è ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è èäåíòè-
ôèêàöèè

Ñóùåñòâóåò òèï èíôîðìàöèè, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ â ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷àõ òåîðèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ çàãðÿçíÿþùèõ âåùåñòâ. Â ýòèõ çàäà÷àõ
ââîäèòñÿ îïðåäåëåííûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà J , çàâèñÿùèé êàê îò èñêî-
ìîãî ðåøåíèÿ, òàê è îò ðÿäà ïàðàìåòðîâ, âõîäÿùèõ â çàäà÷ó, è òðåáóåò-
ñÿ åãî ìèíèìèçèðîâàòü.Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå âîçìîæíûõ óïðàâëåíèé
ïëîòíîñòè f; k îáúåìíûõ ëèáî ãðàíè÷íûõ èñòî÷íèêîâ çàãðÿçíÿþùåãî âå-
ùåñòâà. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèé âûáåðåì ôóíêöèè f è k, êîòîðûå áóäåì
èñêàòü â íåêîòîðûõ ìíîæåñòâàõ K1 è K2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

(j) K1 � T �, K2 � L2
+(
) � íåïóñòûå âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü äàëåå K � K1 � K2, u = (f; k), �0 > 0; �l � 0; l = 1; 2; 3 �
íåêîòîðûå êîíñòàíòû, ~J : X = H1(
) ! R � ñëàáî ïîëóíåïðåðûâíûé
ñíèçó ôóíêöèîíàë. Ââåäåì ôóíêöèîíàë J : X �K ! R, îïðåäåëÿåìûé
ôîðìóëîé

J('; u) � �0
2

~J(') +
�1
2
kfk2T � +

�2
2
kkk2; (3)

è ïðåäïîëîæèì â äîïîëíåíèå ê (j), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(jj) �0 > 0, �l � 0 è Kl � îãðàíè÷åííûå ìíîæåñòâà, ëèáî �l > 0 è
ôóíêöèîíàë ~J îãðàíè÷åí ñíèçó, l = 1; 2; 3.

Ðàññìàòðèâàÿ ôóíêöèîíàë J íà ñëàáûõ ðåøåíèÿõ çàäà÷è 1, çàïèøåì
îãðàíè÷åíèå â âèäå

F ('; u) � F ('; f; k) = 0: (4)

Èññëåäóåì ñëåäóþùóþ ýêñòðåìàëüíóþ çàäà÷ó:

J('; u) � J('; f; k)! inf ; F ('; u) = 0; ('; u) 2 X �K: (5)

3. ×èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåí-
òèôèêàöèè ìëàäøåãî êîýôôèöèåíòà íà îñíî-
âå ìåòîäà Íüþòîíà

Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Íüþòîíà
äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé. Îí ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýòàïîâ:
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1. Ïîëàãàåì n = 0. Âûáèðàåì íåêîòîðîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå 'n; �n; kn.

2. Âû÷èñëÿåì ( �'; ��; �k) êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

	0('n; �n; kn)[ �' �� �k] = �	('n; �n; kn): (6)

3. Ïåðåñ÷èòûâàåì çíà÷åíèÿ èñêîìûõ âåëè÷èí ïî ôîðìóëàì

'n+1 = 'n + �'; �n+1 = �n + ��; kn+1 = kn + �k: (7)

4. Ïðîâåðÿåì óñëîâèÿ âûõîäà èç öèêëà. Åñëè óñëîâèÿ íå âûïîëíÿþò-
ñÿ, òî ïîëàãàåì n = n+ 1 è ïåðåõîäèì ê ïóíêòó 2.

Çäåñü 	0 - ïðîèçâîäíàÿ Ôðåøå îïåðàòîðà 	, èìåþùàÿ ñëåäóþùèé âèä:

	0('; �; k) =0@  11 0 ('; h)
(1; �)  22 (�; �)
� ' �2

1A
ãäå ýëåìåíòû  11 è  22 îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

<  11; ' >= (�r';rh) + (u � r'; h) + (k'; h);

<  22; � >= (�r�;r�)� (u � r�; �) + (k�; �):

4. Íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà èñïîëüçóåòñÿ äèâåðãåíòíàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ êîí-
âåêöèè - äèôôóçèè, íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ' îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

@'

@t
+r(v')�r(kr') = f: (8)

Â äèâåðãåíòíîé ôîðìå óðàâíåíèå êîíâåêöèè - äèôôóçèè ÿâíî âûðà-
æàåò ñîîòâåòñòâóþùèé çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ëó÷øå
çàïèñûâàòü óðàâíåíèå êîíâåêöèè - äèôôóçèè â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå.
Òîãäà íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ ' îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

@'

@t
+ (vr)'�r(kr') = f: (9)
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Óðàâíåíèå ñ íåäèâåðãåíòíûìè êîíâåêòèâíûìè ñëàãàåìûìè ÿâëÿåòñÿ
îñíîâíûì ïðè ðàññìîòðåíèè êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Çàñëóæèâàåò ñïåöèàëüíîãî âûäåëåíèÿ è òàê íàçû-
âàåìàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè - äèôôóçèè. Â ýòîì
ñëó÷àå êîíâåêòèâíûé ïåðåíîñ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïîëóñóììû êîíâåê-
òèâíîãî ïåðåíîñà â äèâåðãåíòíîé è íåäèâåðãåíòíîé ôîðìàõ, òî åñòü â
âèäå

@'

@t
+

1

2
(r(v') + (vr)')�r(kr') = f: (10)

Êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ êîíâåê-
öèè - äèôôóçèè. Òèïè÷íîé ÿâëÿåòñÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà äèôôó-
çèè îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà (íåîäíîðîäíûå ñðåäû), êîýôôèöèåíòà êîíâåê-
òèâíîãî ïåðåíîñà (ñêîðîñòè) íå òîëüêî îò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, íî è îò
âðåìåíè, òî åñòü k = k(x); v = v(x; t); f = f(x; t): Â ñëó÷àå äâóìåðíîé
çàäà÷è, íà ðåøåíèå êîòîðîé ìû è áóäåì îðèåíòèðîâàòüñÿ, íåñòàöèîíàð-
íîå óðàâíåíèå êîíâåêöèè - äèôôóçèè ñ êîíâåêòèâíûìè ñëàãàåìûìè â
íåäèâåðãåíòíîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

@'

@t
+

2X
�=1

v�(x; t)
@'

@x�
�

2X
�=1

@

@x�
(k(x)

@'

@x�
) = f(x; t): (11)

Ýòî óðàâíåíèå äîïîëíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè íà÷àëüíûìè è ãðà-
íè÷íûìè óñëîâèÿìè. Âòîðûì ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ íåñòàöèîíàðíîå óðàâ-
íåíèå êîíâåêöèè - äèôôóçèè ñ êîíâåêòèâíûì ïåðåíîñîì â äèâåðãåíòíîé
ôîðìå:

@'

@t
+

2X
�=1

@

@x�
(v�(x; t)')�

2X
�=1

@

@x�
(k(x)

@'

@x�
) = f(x; t): (12)

Óðàâíåíèå êîíâåêöèè - äèôôóçèè ñ êîíâåêòèâíûìè ñëàãàåìûìè â
ñèììåòðè÷íîé ôîðìå çàïèñûâàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

@'

@t
+

1

2

2X
�=1

[v�(x; t)
@'

@x�
+

@

@x�
(v�(x; t)')]�

2X
�=1

@

@x�
(k(x)

@'

@x�
) = f(x; t):

(13)
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Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå îïåðàòîðû äèôôóçèîííîãî è êîíâåêòèâíîãî
ïåðåíîñà. Îïåðàòîð äèôôóçèîííîãî ïåðåíîñà D îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæå-
íèåì

D' = �
2X

�=1

@

@x�
(k(x)

@'

@x�
): (14)

Îïåðàòîð êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â ñîîòâåòñòâèè ñ (11) - (13) çàïèñû-
âàåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ. Òàê, äëÿ îïåðàòîðà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà
â íåäèâåðãåíòíîé ôîðìå â ñîîòâåòñòâèè ñ (11) ïîëîæèì C = C1, ãäå

C1' =
2X

�=1

v�(x; t)
@'

@x�
: (15)

Äëÿ îïåðàòîðà êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â äèâåðãåíòíîé ôîðìå â ñî-
îòâåòñòâèè ñ (12) ïîëîæèì C = C2, ãäå

C2' =
2X

�=1

@

@x�
(v�(x; t)'): (16)

Ñ ó÷åòîì (26) îïåðàòîð êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà â ñèììåòðè÷íîé ôîð-
ìå èìååò âèä, òàêèì îáðàçîì

C0' =
1

2

2X
�=1

[v�(x; t)
@'

@x�
+

@

@x�
(v�(x; t)')]: (17)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (14) - (17), íåñòàöèîíàðíóþ çàäà÷ó êîíâåê-
öèè - äèôôóçèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äèôôåðåíöèàëüíî-îïåðàòîðíîãî
óðàâíåíèÿ

@'

@t
+ A' = f â 
� 
t;
t = (0; T ); (18)

ãäå A = A(t) = C(t)+D; t > 0; a' = g íà @
�
t; ' = '0 â 
 ïðè t = 0:

Â ðàáîòå áûëè ñôîðìóëèðîâàíû è èññëåäîâàíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäîâ ðàáîò [1-6] îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ (1).

Ëèòåðàòóðà
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ ÃÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊ ÐÀÁÎ×ÈÕ ÊÎËÅÑ

ÌÀËÎÐÀÑÕÎÄÍÛÕ ÒÓÐÁÈÍ
À. Þ. Ôåðøàëîâ, Ì.Â. Ãðèáèíè÷åíêî, Ë.Ï. Öèãàíêîâà

(Äàëüíåâîñòî÷íûé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò)

Ïåðñïåêòèâû óñïåøíîãî ðàçâèòèÿ îòå÷åñòâåííîé ýíåðãåòèêè, àâèàöè-
îííîãî è ñóäîâîãî òðàíñïîðòà, à òàêæå äðóãèõ îòðàñëåé â çíà÷èòåëü-
íîé ìåðå ñâÿçàíû ñ ïîâûøåíèåì ýôôåêòèâíîñòè è íàäåæíîñòè òåïëîâûõ
òóðáîìàøèí. Òåíäåíöèÿ ê ïîâûøåíèþ ïàðàìåòðîâ â ñîâðåìåííûõ è ïåð-
ñïåêòèâíûõ äâèãàòåëÿõ, òðåáîâàíèå ñîêðàùåíèÿ èõ ìàññû è ãàáàðèòîâ
ïðè îáåñïå÷åíèè âûñîêîé ýôôåêòèâíîñòè ÿâèëèñü îñíîâíûìè ïðè÷èíàìè
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ïðèìåíåíèÿ âûñîêîïåðåïàäíûõ òóðáèí. Ýòà òåíäåíöèÿ ïðîÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íî ÷åòêî êàê â çàðóáåæíîì, òàê è â îòå÷åñòâåííîì äâèãàòåëåñòðîå-
íèè. Îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ òåïëîâûõ òóðáîìàøèí îòíîñÿòñÿ ê ïðèîðèòåò-
íûì íàïðàâëåíèÿì ðàçâèòèÿ íàóêè, òåõíîëîãèé è òåõíèêè â Ðîññèéñêîé
Ôåäåðàöèè: òðàíñïîðòíûå, àâèàöèîííûå è êîñìè÷åñêèå ñèñòåìû; ýíåð-
ãåòèêà è ýíåðãîñáåðåæåíèå. Òàêæå òåïëîâûå òóðáîìàøèíû ñîîòâåòñòâó-
þò êðèòè÷åñêîé òåõíîëîãèè: "Òåõíîëîãèè ñîçäàíèÿ ýíåðãîýôôåêòèâíûõ
äâèãàòåëåé è äâèæèòåëåé äëÿ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì". Â òðàíñïîðòíîé
ýíåðãåòèêå ÷àñòî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ òðåáîâàíèé ìîáèëüíîñòè è àâòîíîì-
íîñòè, ïðèõîäèòüñÿ ñîçäàâàòü òóðáîïðèâîäû ñ îãðàíè÷åííûì ðàñõîäîì
ðàáî÷åãî òåëà (ÐÒ). Ýòî ñíèæàåò ïëîùàäü ïðîõîäíûõ ñå÷åíèé ïðîòî÷-
íîé ÷àñòè. Èñïîëüçîâàíèå â òàêèõ òóðáèíàõ ñòóïåíåé ñ ïîëíûì ïîäâîäîì
ÐÒ òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ íåäîïóñòèìî ìàëûõ âûñîò ðàáî÷èõ ëîïàòîê, ÷òî
âûíóæäàåò èçãîòàâëèâàòü ñîïëîâûå àïïàðàòû (ÑÀ) ñ ÷àñòè÷íûì ïîäâî-
äîì ÐÒ ê ðàáî÷åìó êîëåñó (ïàðöèàëüíîñòü), ÷òî ïðèâîäèò ê äîïîëíè-
òåëüíûì ïîòåðÿì ýíåðãèè. Ïî äàííûì ÌÀÈ è ÊóÀÈ, ñíèæåíèå ñòåïåíè
ïàðöèàëüíîñòè ñ 1 äî 0,15 ó îñåâûõ ìàëîðàñõîäíûõ òóðáèí (ÌÐÒ) ïðè-
âîäèò ê ïàäåíèþ ÊÏÄ ñ 75% äî óðîâíÿ ìåíåå 50%. Ýòî âëèÿåò íà óðî-
âåíü àâòîíîìíîñòè àïïàðàòà, ïî êîòîðîìó ìîæíî îöåíèòü öåëåñîîáðàç-
íîñòü óñòàíîâêè òóðáèí. Âñå âûøåñêàçàííîå îãðàíè÷èâàåò îáëàñòè ïðè-
ìåíåíèÿ òðàäèöèîííûõ òóðáèí è çàñòàâëÿåò èñêàòü íîâûå ïóòè ðåøåíèÿ
ïðîáëåìû. Îäèí èç ïóòåé ðåøåíèÿ ïðîáëåìû, ñâÿçàííîé ñ ïàðöèàëüíî-
ñòüþ � èñïîëüçîâàíèå ÌÐÒ êîíñòðóêöèè ËÏÈ (àâòîðñêîå ñâèäåòåëüñòâî
�857512, 1981ã, Êèðèëëîâ È.È.), èìåþùèõ â ñâîåì ñîñòàâå ÑÀ ñ ìàëûìè
êîíñòðóêòèâíûìè óãëàìè âûõîäà èç ñîïåë. Ïðåäëàãàåìûé ïóòü ïîçâîëÿ-
åò âûïîëíÿòü òóðáèíû ñ ïîëíûì ïîäâîäîì ÐÒ, ÷òî èñêëþ÷àåò ïîòåðè,
ñâÿçàííûå ñ ïàðöèàëüíîñòüþ. Òàêèå ÑÀ ïðåäïîëàãàþò èõ èñïîëüçîâà-
íèå ñîâìåñòíî ñ ðàáî÷èìè êîëåñàìè (ÐÊ), èìåþùèìè êàíàëû ñ áîëüøèì
óãëîì ïîâîðîòà, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîâûøåíèþ ïîòåðü ýíåðãèè. Óñëîâèåì
ïðèìåíåíèÿ ïîäîáíûõ êîíñòðóêöèé ÿâëÿåòñÿ ïðåîáëàäàíèå ïîòåðü, ñâÿ-
çàííûõ ñ ïàðöèàëüíîñòüþ, íàä ïîòåðÿìè, îáóñëîâëåííûìè èñïîëüçîâà-
íèåì òàêèõ ÐÊ. Ïðè êîíñòðóèðîâàíèè ÌÐÒ íåêîððåêòíî èñïîëüçîâàíèå
ñòàíäàðòíûõ ìåòîäèê ïðîåêòèðîâàíèÿ ÐÊ, òàê êàê äëÿ ñîõðàíåíèÿ ïðè-
åìëåìîé òîëùèíû ÐÊ ëîïàòêè ïðèõîäèòñÿ âûïîëíÿòü ñ áîëüøèì îòíî-
ñèòåëüíûì øàãîì. Ïîýòîìó áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìååò ñîâåð-
øåíñòâîâàíèå è âûáîð îïòèìàëüíûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ è ðåæèìíûõ ïàðà-
ìåòðîâ ïðîòî÷íûõ ÷àñòåé ÐÊ ñ áîëüøèì óãëîì ïîâîðîòà ïîòîêà, ïîçâî-
ëÿþùèõ ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü ÌÐÒ. Îñîáåííî ñèëüíî âëèÿíèå ÐÊ
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íà ýôôåêòèâíîñòü ÌÐÒ ïðîÿâëÿåòñÿ â ìíîãîñòóïåí÷àòûõ òóðáèíàõ, òàê
êàê íåâåðíàÿ îöåíêà ñâîéñòâ ÐÒ çà ÐÊ âëå÷åò çà ñîáîé îøèáî÷íîå ïðî-
ôèëèðîâàíèå ñëåäóþùåé ñòóïåíè. Íàó÷íàÿ çíà÷èìîñòü äàííîãî èññëå-
äîâàíèÿ è åãî öåëü ñîñòîèò â ïîâûøåíèè ýôôåêòèâíîñòè ñâåðõçâóêîâûõ
îñåâûõ ÌÐÒ íà îñíîâå ðàçðàáîòêè ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ îïòèìàëüíûõ
êîíñòðóêòèâíûõ ïàðàìåòðîâ ÐÊ ñ áîëüøèì óãëîì ïîâîðîòà ïîòîêà. Äëÿ
äîñòèæåíèÿ öåëè áûëè ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è: îáðàáîòàíû çàìåðû,
âûïîëíåííûå â ÑÏáÃÏÓ íà áàçå ëàáîðàòîðèè ÌÐÒ; ïðèìåíåíà ìåòîäè-
êà, ïîçâîëÿþùàÿ ïî èìåþùèìñÿ çàìåðàì, ïîëó÷àòü ýêñïåðèìåíòàëüíûå
äàííûå (çíà÷åíèÿ óãëà âûõîäà ïîòîêà); âûáðàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
ýôôåêòèâíîñòè ÐÊ ÌÐÒ; âûáðàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óãëà âûõîäà
ïîòîêà èç ÐÊ ÌÐÒ; ïðîâåðåíà àäåêâàòíîñòü ìîäåëåé ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì äàííûì; ïðîâåäåíû âàðèàíòíûå ðàñ÷åòû ñ öåëüþ àíàëèçà ôèçè÷å-
ñêîé ñóùíîñòè ÿâëåíèé; ïðîâåäåíû îïòèìèçàöèîííûå ðàñ÷åòû. Ïðîãðàì-
ìà ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé âêëþ÷àëà â ñåáÿ èññëåäîâàíèå òðåõ ðàáî÷èõ
êîëåñ â ñîñòàâå ÌÐÒ è ïðåäïîëàãàëà ïîëó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêè ôîðìà-
ëèçîâàííûõ ìîäåëåé, ó÷èòûâàþùèõ âëèÿíèå êàæäîãî èññëåäóåìîãî ôàê-
òîðà íà ýôôåêòèâíîñòü ÐÊ. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çàìåðû, íåîáõîäèìûå
äëÿ ïðîâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé, áûëè ïîëó÷åíû íà ñòåíäå,
ñîçäàííîì íà áàçå ÑÏáÃÏÓ. Íàõîæäåíèå ãàçîäèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðè-
ñòèê ÐÊ ïðîâîäèëîñü ñ ïîìîùüþ ìåòîäèêè, îñíîâàííîé íà íàõîæäåíèè
õàðàêòåðèñòèê ÐÒ çà ÐÊ ïîñðåäñòâîì èçìåðåíèÿ êðóòÿùåãî ìîìåíòà.
Îíà ïîçâîëèëà íàéòè óãîë âûõîäà ïîòîêà. Ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà çà-
êîíàõ ñîõðàíåíèÿ: ìîìåíòà êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ, ïîëíîé ýíåðãèè è ìàñ-
ñû èìååò ñëåäóþùèå äîïóùåíèÿ: ïðîöåññ àäèàáàòè÷åñêèé; ñîîòíîøåíèÿ
òåìïåðàòóðû, äàâëåíèÿ è ïëîòíîñòè ÐÒ ïîä÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèþ ñîñòîÿ-
íèÿ èäåàëüíîãî ãàçà; ÐÊ ðàáîòàåò â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå. Ðåçóëüòàòîì
ýêñïåðèìåíòà ÿâèëèñü êîýôôèöèåíò ñêîðîñòè ÐÊ è óãîë âûõîäà ïîòî-
êà èç íåãî. Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî çàìåðû èìåëè ïîãðåøíîñòü, íàõîæäåíèå
ôóíêöèè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè åå îò
âëèÿþùèõ èñõîäíûõ äàííûõ, íà êîòîðûå íàëîæåíû îãðàíè÷åíèÿ â âèäå
äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Ïîñëå íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà
ôóíêöèè íàéäåíî ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîå, ïðèíÿòîå çà ìàòåìàòè÷åñêîå
îæèäàíèå, à ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå - çà ãðàíèöû äîâå-
ðèòåëüíîãî èíòåðâàëà.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû:
- ñèñòåìàòèçàöèÿ ñâåäåíèé ïî ãàçîäèíàìè÷åñêèì õàðàêòåðèñòèêàì ÐÊ

îñåâûõ òóðáèí;
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- âûáðàí è îáîñíîâàí îïòèìàëüíûé âàðèàíò èññëåäîâàíèÿ;
- ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòà;
- ìîäåëü ðåãðåññèîííîãî òèïà äëÿ ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòà ñêîðîñòè

ÐÊ;
- ìîäåëü ðåãðåññèîííîãî òèïà äëÿ ðàñ÷åòà óãëà âûõîäà ïîòîêà èç ÐÊ;
- ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ êîíñòðóêòèâíûõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåò-

ðîâ íà ñòàäèè ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìàêñèìàëüíîé ýôôåêòèâ-
íîñòè ÐÊ.

×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÊÐÀÅÂÛÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÍÀÂÜÅ-ÑÒÎÊÑÀ Ñ ÏÎÌÎÙÜÞ ÏÀÊÅÒÀ "FREEFEM++"

Ì.Þ. Ôåðøàëîâ (ÄÂÃÒÐÓ, Âëàäèâîñòîê)

Èçó÷åíèå òå÷åíèÿ ãàçà ïðîâîäÿòñÿ äâóìÿ ïóòÿìè: ýêñïåðèìåíòàëü-
íûì è òåîðåòè÷åñêèì. Ýêñïåðèìåíòàëüíûé ïóòü, êàê ïóòü, äàþùèé ñà-
ìûå äîñòîâåðíûå ðåçóëüòàòû ïðåäïî÷òèòåëåí, îäíàêî ïðîáëåìà ñîñòîèò
â òîì, ÷òî âîçìîæíîñòè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé â äàííîé îáëà-
ñòè îãðàíè÷åíû â ñèëó ðÿäà ïðè÷èí (ôèíàíñîâûõ è òåõíè÷åñêîãî ïëàíà).
Ïîýòîìó íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíî ïîëó÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îñ-
íîâàííûõ íà ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíàõ ãàçîâîé äèíàìèêè, ïðîâåðåííûõ
íà àäåêâàòíîñòü ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè â ðåçóëüòàòå ýêñïåðèìåí-
òîâ.

Â äàíííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðîãðàììû
"FREEFEM++"äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé Íàâüå-Ñòîê-
ñà.

Ýòî ñïåöèàëèçèðîâàííûé ïàêåò äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Îñîáåííîñòè:
ñâîé ÿçûê ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òðàíñëèðóåìûé â C++, òèïèçèðîâàííûé
C-ïîäîáíûé, ñî âñòðîåííûìè òèïàìè òðèàíãóëÿöèé è ïðîñòðàíñòâ êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîä ïîëó÷àåòñÿ ïîíÿòåí, êðàòîê è ïðèáëèæåí ê ìà-
òåìàòè÷åñêîé çàïèñè çàäà÷è â ñëàáîé ôîðìå, íî ïîääåðæèâàþòñÿ òîëü-
êî òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû, êðîññïëàòôîðìåííûé èíñòðóìåíò, ëèöåíçèÿ
LGPL. Â ýòîò ïàêåò óæå âõîäèò ïîñòðîåíèå ðàñ÷åòíîé ñåòêè, ÷òî ñèëüíî
óïðîùàåò ðàáîòó èññëåäîâàòåëÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ òå÷åíèå âÿçêîãî íåcæèìàåìîãî ãàçà â êàíàëå Ò-îá-
ðàçíîé ôîðìû, ñ ðàçëè÷íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè ñàìîãî êà-
íàëà, òàê è ñ ðàçëè÷íûìè ÷èñëàìè Ðåéíîëüäñà.
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Ò.ê. ïðîãðàììà ðàáîòàåò ñ óðàâíåíèÿìè â ñëàáîé (âàðèàöèîííîé) ôîð-
ìå, òî ïåðâûé øàã - ýòî ïåðåõîä ê ñëàáîé ôîðìå. Âòîðîé øàã - ñîñòàâëå-
íèå ïðîãðàììû íà ÿçûêå "FREEFEM++".

Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿþòñÿ ëèíèè óðîâíÿ è âåêòîðà èíòåðåñóþùèõ âåëè-
÷èí (â ÷àñòíîñòè ñêîðîñòåé). Ïîëó÷åííûå ðèñóíêè ñðàâíèâàþòñÿ ñ ðè-
ñóíêàìè èç [2].

Ëèòåðàòóðà

1. Hecht F., Pironneau O., Le Hyaric A., Ohtsuka K. FreeFem++.
Version 3.8-2, Tutorial

2. Ì. Âàí-Äàéê. Àëüáîì òå÷åíèé æèäêîñòè è ãàçà: ïåð ñ àíãë. //
Ì.: Ìèð 1986.

×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÎÁÐÀÒÍÛÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×
ÄËß ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÓÐÀÂÍÅÍÈß

ÊÎÍÂÅÊÖÈÈ-ÄÈÔÔÓÇÈÈ-ÐÅÀÊÖÈÈ
Å.À. Ùåðáàêîâ (ÄÂÔÓ, Âëàäèâîñòîê)

Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ
ëèíåéíîé íåñòàöèîíàðíîé ìîäåëè ðàñïîñòðàíåíèÿ âåùåñòâà. Èññëåäóåò-
ñÿ ðàçðåøèìîñòü óêàçàííûõ çàäà÷, âûâîäÿòñÿ è àíàëèçèðóþòñÿ ñèñòå-
ìû îïòèìàëüíîñòè, îïèñûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà, è
óñòàíàâëèâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå åäèíñòâåííîñòü
è óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèé ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷. Ðàçâèâàþòñÿ ÷èñëåííûå
àëãîðèòìû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, îáñóæäàþòñÿ ðå-
çóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóñòü 
 � îãðàíè÷åííàÿ îáëàñòü èç ïðîñòðàíñòâà Rd, d=2,3 ñ ëèï-
øèöåâîé ãðàíèöåé �, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé �D è �N . Íèæå áóäåì
èññëåäîâàòü â ýòîé ðàáîòå îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ íåñòàöè-
îíàðíîãî óðàâíåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðèìåñè:

@'

@t
� ��'+ u � grad'+ k' = f â (0;T ]� 
; (1)

ðàññìàòðèâàåìîãî â îáëàñòè 
 ïðè ñëåäóþùèõ íåîäíîðîäíûõ êðàåâûõ
óñëîâèÿõ è íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

' =  íà �D � (0;T ]; �(
@'

@n
+ �') = � íà �N � (0;T ]; (2)
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' = '0 ïðè t = 0: (3)

Çäåñü ' � êîíöåíòðàöèÿ çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà (ïðèìåñè), � = const>
0 � êîýôôèöèåíò äèôôóçèè, u � çàäàííûé âåêòîð ñêîðîñòè, k � 0 � âå-
ëè÷èíà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñêîðîñòü ðàñïàäà çàãðÿçíÿþùåãî âåùåñòâà çà
ñ÷åò õèìè÷åñêèõ ðåàêöèé, f � ïëîòíîñòü îáúåìíûõ èñòî÷íèêîâ ïðèìåñè,
 è �, � � çàäàííûå ñîòâåòñòâåííî íà �D è �N ôóíêöèè. Ðàññìîòðåííàÿ
âûøå çàäà÷à ñîäåðæèò ðÿä ôèçè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå äîëæíû
áûòü çàäàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ åå ðåøåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì â ðÿäå ñëó÷àåâ
äîñòîâåðíàÿ èíôîðìàöèÿ îá ýòèõ ïàðàìåòðàõ íåèçâåñòíà. Â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ äëÿ ìîäåëè(1), (2),
çàêëþ÷àþùèõñÿ â íàõîæäåíèè íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ïî îïðåäåëåí-
íîé èíôîðìàöèè î ñîñòîÿíèè ñðåäû. Â êà÷åñòâå óêàçàííîé èíôîðìàöèè
î ðåøåíèè ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ 'd(x) êîíöåíòðàöèè ',
èçìåðåííûå â òî÷êàõ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Q � 
. Ðåøåíèå îáðàòíûõ
çàäà÷ ìîæíî ñâåñòè ê ðåøåíèþ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ïðè ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì âûáîðå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà è óïðàâëåíèé [1, 2].

Ëèòåðàòóðà

1. Àëåêñååâ Ã.Â. Îáðàòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è äëÿ ñòàöèîíàðíûõ
óðàâíåíèé òåîðèè ìàññîïåðåíîñà // Æ. âû÷. ìàòåì. è ìàò. ôèç.
2002. Ò. 42. N.

2. Àëåêñååâ Ã.Â. Ðàçðåøèìîñòü îáðàòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ óðàâíåíèé òåïëîìàññîïåðåíîñà //Ñèá. ìàò. æóðí. 2001.
Ò. 42. N. 5. Ñ. 971-991.
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Ïîäïèñàíî â ïå÷àòü 16.11.2010
Ôîðìàò 60� 84 1= 8 . Óñë.ïå÷.ë. 10,5; ó÷.-èçä.ë. 9,2

Òèðàæ 100 ýêç.

Èçäàòåëüñòâî Äàëüíåâîñòî÷íîãî ôåäåðàëüíîãî óíèâåðñèòåòà
690950, ã. Âëàäèâîñòîê, óë. Îêòÿáðüñêàÿ, 27


