
ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà, 2009, ÚÓÏ 49, ‹ 4, Ò. 1–12

 

1

 

ãìóÖÇõÖ èêàîêéçíéÇõÖ êÄáãéÜÖçàü êÖòÖçàâ 
Ç äÄóÖëíÇÖ ëêÖÑëíÇÄ ÇõÑÖãÖçàü êÄáêõÇéÇ 

Ç óàëãÖççõï êÄëóÖíÄï ÑàçÄåàäà ÑÖîéêåàêéÇÄçàü

 

1)

 

© 2009 „.   Ö. Ä. ÉÂ‡ÒËÏÂÌÍÓ*, Ä. Ç. á‡‚ÂÚ‡Ì**

 

(*690041 ÇÎ‡‰Ë‚ÓÒÚÓÍ, ÛÎ. ê‡‰ËÓ, 5, àÄèì ÑÇé êÄç; **690600 ÇÎ‡‰Ë‚ÓÒÚÓÍ, ÛÎ. ÉÓ„ÓÎfl, 39‡, ÇÉìùë)

e-mail: ekaterina_gerasi@mail.ru; alex_zavertan@mail.ru

 

èÓÒÚÛÔËÎ‡ ‚ Â‰‡ÍˆË˛ 10.04.2008 „.

 

èÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡Á˚‚Ó‚ ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ Ì‡ ÌËı Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ
‚ÂÏÂÌÌ

 

ó

 

Ï ¯‡„Â ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍË ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÔÓÒÂ‰ÒÚ‚ÓÏ
‚ÍÎ˛˜ÂÌËfl ‚ ÌÂfl‚ÌÛ˛ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó (ÎÛ˜Â‚Ó„Ó) ‡Á-
ÎÓÊÂÌËfl Â¯ÂÌËfl Á‡ ˝ÚËÏË ÙÓÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚflÏË. ìÍ‡Á˚‚‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ ÔÓÒÚÓÂÌËfl
ÎÛ˜Â‚˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ, ÓÒÌÓ‚˚‚‡˛˘ËÈÒfl Ì‡ ÂÍÛÂÌÚÌÓÈ Á‡ÔËÒË „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË-
˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÙÛÌÍˆËÈ, ÚÂÔfl˘Ëı ‡Á˚‚ Ì‡ ‰‚ËÊÛ-
˘ÂÈÒfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË. èÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÂ ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚÒfl Ì‡ ÔÓÒÚÂÈ¯ÂÏ ÔËÏÂÂ ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓ„Ó
‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚. ÅË·Î. 19. îË„. 7.

 

äÎ˛˜Â‚˚Â ÒÎÓ‚‡

 

: ÏÂÚÓ‰˚ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚, ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰, ÌÂÎËÌÂÈÌ‡fl ÛÔÛ„ÓÒÚ¸, Û‰‡-
Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚, Á‡‰‡˜Ë „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË.

 

ÇÇÖÑÖçàÖ

 

ÄÎ„ÓËÚÏË˜ÂÒÍËÂ ÔËÂÏ˚ ÛÍ‡Á‡ÌËfl Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌ

 

ó

 

Ï ¯‡„Â „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ‡Ò˜ÂÚÓ‚
ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡Á˚‚Ó‚ Ë ‚ÂÎË˜ËÌ ‡Á˚‚Ó‚ ‡Á‡·ÓÚ‡Ì˚, Ë Ëı ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÒÓÒÚ‡‚Îfl-
ÂÚ ̃ ‡ÒÚÓ ÒÓ‰ÂÊ‡ÌËÂ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚ı Ô‡‡„‡ÙÓ‚ ‚ Ó·Ó·˘‡˛˘Ëı ËÁ‰‡ÌËflı (ÒÏ. Ì‡ÔËÏÂ, [1]–[4]). é‰-
Ì‡ÍÓ ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚ı ÚÂÎ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÔËÂÏ˚ ̃ ‡˘Â ‚ÒÂ„Ó ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÌÂÔËÏÂÌË-
Ï˚ÏË. ë‚flÁ‡ÌÓ ˝ÚÓ Ò ÚÂÏ, ˜ÚÓ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËÂ „‡ÌË˜Ì˚ı ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌËÈ ÔÓ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚Ï ÚÂ-
Î‡Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌÓÒÚ¸, ÔÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û, ‰‚Ûı ‚Á‡ËÏÓ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘Ëı ÔÓˆÂÒÒÓ‚ –
‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËfl ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ËÁÏÂÌÂÌËfl Ó·˙ÂÏ‡ (Í‡Í ‚ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ) Ë ÙÓÏ˚. èË ˝ÚÓÏ
Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚË ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ÔËÌˆËÔË‡Î¸ÌÓ ÓÚÎË˜-
Ì˚ÏË ÓÚ ·ÓÎÂÂ ËÁÛ˜ÂÌÌ˚ı Á‡ÍÓÌÓÏÂÌÓÒÚÂÈ ‚ ‡ÒÔÓÒÚ‡ÌÂÌËË Ó·˙ÂÏÌ˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ (ÒÏ. [5]).
ìÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÛÒÎÓÊÌÂÌËfl ÔÓ Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍÓÈ ÔË‚ÂÎË Í ÚÓÏÛ, ˜ÚÓ ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‚˚-
‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚ ‚ ‰ËÌ‡ÏËÍÂ ‰ÂÙÓÏËÛÂÏ˚ı ÚÂÎ ‰Ó Ì‡ÒÚÓfl˘Â„Ó ‚ÂÏÂÌË ÌÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸,
‡ ‡Ò˜ÂÚ˚ ÔÓ‚Ó‰ËÎËÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÒıÂÏ ÒÍ‚ÓÁÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ (ÒÏ. [6]–[8]). Ç ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ-
„‰‡ ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÒÚ¸ Á‡‰‡˜Ë ÓÒÓ·ÂÌÌÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ‡, ÓÚ ÒıÂÏ ÒÍ‚ÓÁÌÓ„Ó Ò˜ÂÚ‡ ÔËıÓ‰ËÚÒfl ÓÚÍ‡-
Á˚‚‡Ú¸Òfl, Ë ÔÓ·ÎÂÏ‡ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ‡Á˚‚Ó‚ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÂ‚ÓÒÚÂÔÂÌÌÓÈ. Ç [9], [10] ‰Îfl ˝ÚÓÈ ˆÂÎË
ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚Â ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. é‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ˝Ù-
ÙÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÔÓÒÓ·Ó‚ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Ú‡ÍËı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰, Ò ËÒÚÓËÂÈ ‡Á‚ËÚËfl
ÍÓÚÓÓ„Ó ÏÓÊÌÓ ÔÓÁÌ‡ÍÓÏËÚ¸Òfl ‚ Ó·ÁÓÌÓÈ ÔÛ·ÎËÍ‡ˆËË (ÒÏ. [11]). åÂÚÓ‰ Ó·ÂÎ ÔÓÔÛÎflÌÓÒÚ¸ ‚
60–80-Â „Ó‰˚ ÔÓ¯ÎÓ„Ó ‚ÂÍ‡ ‚ ÚÂÓËË ÔÎ‡ÒÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl, „ËÔÂ·ÓÎË˜ÂÒÍÓÈ ÚÂÓËË ÚÂÔÎÓÓ·-
ÏÂÌ‡, ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Á‡‰‡˜‡ı ÚÂÓËË ÛÔÛ„ÓÒÚË, ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ÒÎ‡·˚ı ‚ÓÎÌ ‚ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ-
„ÓÈ ÒÂ‰Â. èÓÁ‰ÌÂÂ ·˚ÎÓ ‡Á‡·ÓÚ‡ÌÓ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÏÂÚÓ‰‡ Ì‡ ÒÎÛ˜‡È Û‰‡ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl
(ÒÏ. [12], [13]). éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÔÓÒÚÓÂÌÌ˚Â Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Â¯ÂÌËÈ
ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ÓÚÒÎÂÊË‚‡Ú¸ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÙÓÌÚÓ‚ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Í‡Â‚˚ı
Á‡‰‡˜ Û‰‡ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl. í‡ÍÓÈ ÔËÂÏ ÛÊÂ Â‡ÎËÁÓ‚‡Ì ‰Îfl ÔÎÓÒÍËı Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ‚ [10].
Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰Î‡„‡ÂÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ ‚˚‰ÂÎÂÌËfl ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÂÈ ‡Á˚‚Ó‚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ‚
˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÌÂÓ‰ÌÓÏÂÌ˚ı Á‡‰‡˜ ‰ËÌ‡ÏËÍË ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl Ò ÍË‚ÓÎËÌÂÈÌ˚ÏË Ë ‡Ò-
ıÓ‰fl˘ËÏËÒfl ÎÛ˜‡ÏË. àÎÎ˛ÒÚ‡ˆËÂÈ ÔÂ‰Î‡„‡ÂÏÓÏÛ ‡Î„ÓËÚÏÛ ÒÎÛÊËÚ Â¯ÂÌËÂ ‰‚ÛÏÂÌÓÈ Á‡‰‡-
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˜Ë Ó· ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓÏ ‰‚ËÊÂÌËË ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ„ÓÈ ÒÂ‰˚, ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ
ÍÓÚÓÓÈ ÎÛ˜Â‚˚Ï ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ËÁÎÓÊÂÌÓ ‚ [18].

 

1. éÅôàÖ åéÑÖãúçõÖ ëééíçéòÖçàü ëêÖÑõ

 

ëËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÌÂÎËÌÂÈÌÓ-ÛÔÛ„ÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ËÁÓÚÓÔÌÓÈ
ÒÂ‰˚ ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(1.1)
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x

 

i

 

, 

 

i

 

 = 1, 2, 3 – ‰ÂÍ‡ÚÓ‚˚Â ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚; 

 

u

 

i

 

 Ë 

 

v

 

i

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓÓ‚ ÔÂÂ-
ÏÂ˘ÂÌËfl Ë ÒÍÓÓÒÚË ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰˚; 

 

α

 

ij

 

 Ë 

 

σ

 

ij

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÚÂÌÁÓÓ‚ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ ÄÎ¸Ï‡ÌÒË Ë Ì‡-
ÔflÊÂÌËÈ ùÈÎÂ‡–äÓ¯Ë; 

 

ρ

 

 = const – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ÒÂ‰˚; 

 

W

 

 – ÙÛÌÍˆËfl ÛÔÛ„Ó„Ó ÔÓÚÂÌˆË‡Î‡ ÒÂ‰˚
Ò Ï‡ÎÓÈ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚ¸˛, Á‡‰‡ÌÌ‡fl ÂÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ‚ fl‰ íÂÈÎÓ‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÒÓ-
ÒÚÓflÌËfl; 

 

I

 

1

 

 = 

 

α

 

ii

 

 Ë 

 

I

 

2

 

 = 

 

α

 

ij

 

α

 

ji

 

 – ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ˚ ÚÂÌÁÓ‡ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÈ; 

 

p

 

0

 

 – ‰Ó·‡‚Ó˜ÌÓÂ „Ë‰ÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ
‰‡‚ÎÂÌËÂ; 

 

µ

 

, 

 

a

 

, 

 

b

 

, 

 

κ

 

, 

 

θ

 

, 

 

c

 

, 

 

d

 

, 

 

k

 

 – ÛÔÛ„ËÂ ÏÓ‰ÛÎË ÒÂ‰˚. ìÒÎÓ‚ËÂ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÒÚË ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÒÚ‡ÌÓ-
‚ËÚ¸Òfl Ì‡ ËÁÛ˜ÂÌËË ÚÓÎ¸ÍÓ Ò‰‚Ë„Ó‚˚ı ‰ÂÙÓÏ‡ˆËÓÌÌ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚, ËÒÍÎ˛˜‡fl Ó·˙ÂÏÌÓÂ ‰ÂÙÓ-
ÏËÓ‚‡ÌËÂ. èÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÚÂÏ ·ÓÎÂÂ ËÌÚÂÂÒÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÎËÚÂ‡ÚÛÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÔÓÔÂÂ˜Ì˚ı ‚ÓÎÌ
ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ÒÍÓÏÌÂÂ, ÌÂÊÂÎË ÔÓ‰ÓÎ¸Ì˚ı.

ì‡‚ÌÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (1.1) ÔÂ‰ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ÒÓ·ÓÈ Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‚ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÙÓ-
ÏÂ Ë ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl ‚Ò˛‰Û, „‰Â ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÌËı ÙÛÌÍˆËË ÌÂÔÂ˚‚Ì˚. Ñ‡ÎÂÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÒÎÛ-
˜‡È, ÍÓ„‰‡ ÚÂÔflÚ ‡Á˚‚ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÓÚ ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ, Ú.Â. Á‡‰‡˜‡ ‚ÍÎ˛-
˜‡ÂÚ Û‰‡Ì˚Â ‚ÓÎÌ˚. ç‡ Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ‡ı ÒÓı‡Ìfl˛Ú ÒËÎÛ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡Ò-
Ò˚, ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ë ˝ÌÂ„ËË, ÍÓÚÓ˚Â ÔËÌËÏ‡˛Ú ‚Ë‰ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÛÒÎÓ‚ËÈ ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË

(1.2)

„‰Â 

 

ν

 

i

 

 – Â‰ËÌË˜Ì‡fl ÌÓÏ‡Î¸ Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ 

 

Σ

 

 Ì‡Ô‡‚ÎÂÌÌ‡fl ‚ ÒÚÓÓÌÛ ‰‚ËÊÂÌËfl 

 

Σ

 

; ËÌ-
‰ÂÍÒ‡ÏË + Ë – Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ ÔÂÂ‰ ‚ÓÎÌÓÈ Ë Á‡ ÌÂÈ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; 

 

G

 

 – ÒÍÓÓÒÚ¸
‰‚ËÊÂÌËfl 

 

Σ

 

 ‚ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËË ÌÓÏ‡ÎË. èÓÏËÏÓ (1.2), ‡Á˚‚˚ ÙÛÌÍˆËÈ Ì‡ 

 

Σ

 

 Ò‚flÁ‡Ì˚ Ò ‡Á˚‚‡ÏË
Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı, „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËÏË Ë ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËÏË ÛÒÎÓ‚ËflÏË ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓÒÚË

(1.3)

‡ Ò ‡Á˚‚‡ÏË ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı 

 

k

 

-„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÂÍÛÂÌÚÌ˚ÏË ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË (ÒÏ. [14], [15]). Ç (1.3)

 

g

 

ij

 

 Ë 

 

α

 

αβ

 

 – ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ ÏÂÚËÍË; Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌË˛ 

 

f

 

 ÏÓ„ÛÚ ÒÓÓÚ-
‚ÂÚÒÚ‚Ó‚‡Ú¸ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ Î˛·Ó„Ó ÚÂÌÁÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl Ì‡ 

 

Σ

 

 ËÎË ‚ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â, ‡ „Â˜ÂÒÍËÏË ËÌ‰ÂÍ-
Ò‡ÏË ÔÓÒÎÂ Á‡ÔflÚÓÈ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ‡ ÓÔÂ‡ˆËfl ÍÓ‚‡Ë‡ÌÚÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌÓÈ
ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÂ, 

 

δ

 

/

 

δ

 

t

 

 – ÓÔÂ‡ˆËfl ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ, 

 

Σ

 

 – ‰ÂÎ¸Ú‡-ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì‡fl (ÒÏ. [16]).

v i u̇i ui j, v j, σij j,+ ρ v̇ i v i j, v i+( ),= =

2αij ui j, u j i, uk i, uk j, , σij–+ – p0δij
∂W
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2. èéëíÄçéÇäÄ áÄÑÄóà
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ‡fl ÒÂ‰‡, ‚ ÍÓÚÓÓÈ ËÏÂÂÚÒfl ˆËÎËÌ‰Ë˜ÂÒÍ‡fl ÔÓÎÓÒÚ¸ Ò Ì‡Ô‡‚-

Îfl˛˘ÂÈ L0 ‚ ÙÓÏÂ ˝ÎÎËÔÒ‡

‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ Û‰‡‡ ÌÂ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡Ì‡. ç‡˜ËÌ‡fl Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ t = 0 ‚ ÒÂ‰Â ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ‡ÌÚËÔÎÓÒ-
ÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ

‚˚Á‚‡ÌÌÓÂ Û‰‡Ì˚Ï ‚ÓÁ‰ÂÈÒÚ‚ËÂÏ Ì‡ L0 ÍÓÚÓÓÂ ÔË‚Ó‰ËÚ Í „‡ÌË˜Ì˚Ï ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËflÏ

(2.1)

„‰Â y – Ô‡‡ÏÂÚ ‚‰ÓÎ¸ L0. ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.1) Á‡‰‡ÌÓ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ ÓÚÌÓ-
ÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒÂÈ, ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ Â¯ÂÌËÂ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ ÔÂ‚ÓÏ Í‚‡‰‡ÌÚÂ 0 � y � π/2.
ìÒÎÓ‚ËÂ v0 ≠ 0 ÔË‚Ó‰ËÚ Í Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÏÛ ÙÓÏËÓ‚‡ÌË˛ ÔÓÔÂÂ˜ÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Σ(t) Ò ÏÓÏÂÌ-
Ú‡ ‚ÂÏÂÌË t = 0, ÍÓÚÓ‡fl ÓÚ‰ÂÎflÂÚ ÁÓÌÛ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÓÚ ÁÓÌ˚ ÔÓÍÓfl ‚ Ï‡ÚÂË‡ÎÂ.

àÁ (1.2) Ì‡ıÓ‰ËÏ ÒÍÓÓÒÚ¸ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ G(y, t) ‚ ‚Ë‰Â ‡ÒËÏËÔÚÓÚË˜ÂÒÍÓ„Ó fl‰‡ ÔÓ ÂÂ ËÌÚÂÌ-
ÒË‚ÌÓÒÚË:

ëÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÒÚË ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÙÓÌÚÂ Σ(t) ·Û‰ÂÚ ÛÒÎÓ‚ËÂ

(2.2)

„‰Â (y) Ë (y, t) – ‡‰ËÛÒ-‚ÂÍÚÓ˚ ÌÂÍÓÚÓÓÈ ÚÓ˜ÍË Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï ÁÌ‡˜ÂÌËÂÏ Ô‡‡ÏÂÚ‡ y ‚ Ì‡-
˜‡Î¸Ì˚È Ë ÚÂÍÛ˘ÂÈ ÏÓÏÂÌÚ˚ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‚ ‰‚ÛÏÂÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ÍÓÏÔÓ-
ÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÌÓÏ‡ÎË (y, t) – ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ÍÓÚÓ˚Â ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ˚ ÒÓ‚-
ÏÂÒÚÌÓ Ò ÔÓÎÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ë „ÂÓÏÂÚËÂÈ ÙÓÌÚ‡ ‚ÓÎÌ˚ ‚ ÔÓˆÂÒÒÂ Â¯ÂÌËfl Á‡‰‡˜Ë. àÁ (1.1)
ÒÎÂ‰ÛÂÚ ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ÛÏÂÌÓ„Ó ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓ„Ó ‰‚ËÊÂÌËfl ÒÂ‰˚

(2.3)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ÒËÒÚÂÏ‡ ÚÂı Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.3) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ‰‚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â ÙÛÌÍˆËË u(x1, x2, t)
Ë p(x1, x2, t) Ë ÚÂÏ Ò‡Ï˚Ï ÔÂÂÓÔÂ‰ÂÎÂÌ‡. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‡ÌÚËÔÎÓÒÍÓÂ ‰‚ËÊÂÌËÂ ‚ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ
ÒÂ‰Â ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ËÏÓ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚ÂÌÌÓÏ ‡‚ÂÌÒÚ‚Â ‰‚Ûı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. ùÚÓ ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌÓ ÔË ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflı ÏÂÊ‰Û ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡ÏË ÛÔÛ„Ó„Ó ÔÓÚÂÌˆË-
‡Î‡, ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓÏ ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl ÍÓÚÓ˚ı ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ (ÒÏ. [17], [18]).

„‰Â µ, b, θ, c – ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚Â ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÒÂ‰˚, ˜ÂÂÁ ÍÓÚÓ˚Â ‚˚‡ÊÂÌ˚ ÓÒÚ‡Î¸Ì˚Â.

x1 f 1 y( ) a1 y,cos= =

x2 f 2 y( ) a2 y, 0 � y � 2π,sin= =

u1 u2 0, u3 u x1 x2 t, ,( ),= = =
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ÉÂ‡ÒËÏÂÌÍÓ, á‡‚ÂÚ‡Ì

3. ÄçÄãàíàóÖëäéÖ ãìóÖÇéÖ êÖòÖçàÖ

á‡ ÙÓÌÚÓÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Σ ÔÓÎÂ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ ‚ ‚Ë‰Â ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡

(3.1)

‚ ÍÓÚÓÓÏ s – ÎÛ˜Â‚‡fl ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ (‡ÒÒÚÓflÌËÂ ÓÚ Σ(0) ‰Ó ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡),
y – ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡ ˝ÈÍÓÌ‡Î‡, ËÌ‰ÂÍÒ‡ÏË 0 Ë I Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌÓ Â¯ÂÌËÂ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÔÂÂ‰ Σ Ë Á‡ Σ ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚ÂÌÌÓ.

ÑÎfl Û‰‡Ì˚ı ‚ÓÎÌ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡ ωk ‚ (3.1) Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÒËÒÚÂ-
ÏÂ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ ‚Ë‰‡

(3.2)

ÍÓÚÓ‡fl ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ‚ ‡Á˚‚‡ı Ì‡ Σ Û‡‚ÌÂÌËÂ ‰‚ËÊÂÌËfl (2.3) ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ
ÙÛÌÍˆËË u(s, y, t) Ë Â„Ó ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Â„Ó ÔÓfl‰Í‡. Ç ÓÚÎË˜ËÂ
ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ Á‡ÚÛı‡ÌËfl ‰Îfl ÎËÌÂ‡ËÁÓ‚‡ÌÌ˚ı Á‡‰‡˜ ËÎË ‰Îfl ÒÎ‡·˚ı ‚ÓÎÌ, ÒËÒÚÂÏ‡ (3.2) ÌÂ ÂÍÛÂÌÚ-
Ì‡, Ë, ÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÌÂ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ËÌÚÂ„ËÓ‚‡ÌËfl. Ä‰‡ÔÚËÓ‚‡Ú¸ Ú‡‰ËˆËÓÌÌ˚È
ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÏÂÚÓ‰ ‰Îfl Á‡‰‡˜ Û‰‡ÌÓ„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl Û‰‡ÎÓÒ¸ ·Î‡„Ó‰‡fl ‚ÍÎ˛˜ÂÌË˛ ‚ (3.1) ‰ÓÔÓÎÌË-
ÚÂÎ¸Ì˚ı ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ ‡Á˚‚Ó‚ ‚ fl‰˚ ÔÓ δ-ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Ï ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÌÛÎfl (ÒÏ. [12]):

(3.3)

í‡ÍÓÈ ÔÓ‰ıÓ‰ ÔÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚ, ̃ ÚÓ Â¯ÂÌËÂ ÒÚÓËÚÒfl ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÔÓÒÎÂÛ‰‡Ì˚ı ‚ÂÏÂÌ. ì‡‚ÌÂÌËfl (3.2)
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚˚ Ë ÔË t = 0 Ë ÒÓ‚ÏÂÒÚÌÓ Ò (3.1), (3.3) Ë „‡ÌË˜Ì˚Ï ÛÒÎÓ‚ËÂÏ (2.1) ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛Ú Á‡ÏÍÌÛ-
ÚÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ı ωk0 ÎÛ˜Â‚Ó„Ó fl‰‡.

ç‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËfl Í‡Â‚Ó„Ó ÛÒÎÓ‚Ëfl (2.1), ‚˚‡ÊÂÌÌÓ„Ó ÛÒÂ˜ÂÌÌ˚Ï fl‰ÓÏ ‰Ó Í‚‡‰‡-
ÚË˜Ì˚ı ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı ‚ÍÎ˛˜ËÚÂÎ¸ÌÓ, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ó„‡ÌË˜ËÚ¸Òfl ÌÛÎÂ‚˚Ï ¯‡„ÓÏ ÏÂÚÓ‰‡ Ë ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ω10, ω20, δω10/δt. ÖÒÎË Í‡Â‚ÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ (2.1) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ ·ÓÎ¸¯Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı,
ÚÓ ÔÓÚÂ·ÛÂÚÒfl Ë ·ÓÎ¸¯ÂÂ ˜ËÒÎÓ ¯‡„Ó‚ ÏÂÚÓ‰‡.

èÂ‚ÓÂ Û‡‚ÌÂÌËÂ ËÁ (3.2), Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÂ ÔË t = 0, ‰‡ÂÚ Ò‚flÁ¸ ÏÂÊ‰Û ËÒÍÓÏ˚ÏË ‚ÂÎË˜ËÌ‡ÏË

(3.4)

„‰Â H0 – ÒÂ‰Ìflfl ÍË‚ËÁÌ‡ Σ(0), e – ˝ÍÒˆÂÌÚËÒËÚÂÚ ˝ÎÎËÔÒ‡. ë Û˜ÂÚÓÏ ‡ÁÎÓÊÂÌËÈ (3.3) ‡ÒÒÚÓfl-
ÌËÂ ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(3.5)

é·‡˘ÂÌËÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË (3.5) ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÏÓÏÂÌÚ, ÍÓ„‰‡ ÙÓÌÚ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÔÓ-
¯ÂÎ ˜ÂÂÁ ‰‡ÌÌÛ˛ ÚÓ˜ÍÛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡:

(3.6)

u
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ãÛ˜Â‚ÓÂ ‡ÁÎÓÊÂÌËÂ (3.1) ‰Îfl ÙÛÌÍˆËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Á‡ ‚ÓÎÌÓÈ Ò Û˜ÂÚÓÏ (3.3)–(3.6) ÔÂÂÔË¯ÂÚÒfl
‚ ‚Ë‰Â

(3.7)

„‰Â ÏÌÓ„ÓÚÓ˜ËÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡. ëÓÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ Í‡Â‚Ó„Ó
ÛÒÎÓ‚Ëfl (2.1) Ò fl‰ÓÏ (3.7), ‚ ÍÓÚÓÓÏ s ÌÛÊÌÓ ÔÓÎÓÊËÚ¸ ‡‚Ì˚Ï 0, ÔÓÍ‡Á˚‚‡ÂÚ, ˜ÚÓ ω10 = –v0,
ω20 = –a0. ÉÂÓÏÂÚËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ Á‡‰‡ÂÚÒfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËflÏË, ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË ËÁ (2.2):

(3.8)

ÔË˜ÂÏ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÌÓÏ‡ÎË νi Á‡‚ËÒflÚ ÓÚ ÚÂÍÛ˘Â„Ó ÔÓÎÓÊÂÌËfl ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, ˜ÚÓ
ÌÂ ÔÓÁ‚ÓÎflÂÚ ÔÓËÌÚÂ„ËÓ‚‡Ú¸ (3.8). ÄÔÔÓÍÒËÏËÛfl νi fl‰‡ÏË, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË (3.3), Ë ‚˚˜ËÒÎflfl
Ëı δ-ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÒÓ„Î‡ÒÌÓ Ô‡‚ËÎ‡Ï, ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Ï ‚ [14], ÔÓÎÛ˜ËÏ

(3.9)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (3.9), (3.3) Ë (3.4) ‚ (3.8), ÔÓÒÎÂ ÌÂÒÎÓÊÌ˚ı ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡ÌËÈ ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ Ô‡‡ÏÂÚË˜Â-
ÒÍÓÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ Σ(t):

(3.10)

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÚÓÂÌÓ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Á‡‰‡˜Ë, ÔË„Ó‰ÌÓÂ ‰Îfl Ï‡Î˚ı ÔÓÒÎÂÛ‰‡Ì˚ı
‚ÂÏÂÌ. ê‡Ò˜ÂÚ ÔÓˆÂÒÒ‡ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯Â„Ó ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌËfl ÔÓ‚Â‰ÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ, ÓÔÂ‰ÂÎflfl Ì‡ Í‡Ê-
‰ÓÏ ¯‡„Â ÌÓ‚ÓÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔËÙÓÌÚÓ‚Ó„Ó ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓ-
ÊÂÌËfl Ë ËÒÔÓÎ¸ÁÛfl ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7) ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ‰‡ÌÌ˚ı ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ
ÒıÂÏ˚.

4. óàëãÖççÄü ëïÖåÄ êÄëóÖíéÇ
èÓÎ‡„‡ÂÏ, ̃ ÚÓ ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ t = t0 (ÒÏ. ÙË„. 1) ÎÛ˜Â‚ÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7) fl‚ÎflÂÚÒfl ÔËÂÏÎÂÏ˚Ï, ‡ ÔÓ-

ÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Á‡‚ËÒËÏÓÒÚflÏË (3.10). ç‡˜ËÌ‡fl Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ t = t0 Û‡‚ÌÂ-

u s y t, ,( ) – ω10

δω10

δt
-----------tΣ …+ + 

  t tΣ–( ) 1
2
--- ω20 …+( ) t tΣ–( )2

– …,+=

xi f i y t,( ) f i0 y( ) G y ξ,( )νi y ξ,( ) ξ,d

0

t

∫+= =

νi y t,( ) νi0

δνi0

δt
---------t …,+ +=

ν10

a2

a1 a2
2

a1
2

ytg
2

–
-------------------------------------, ν20

a1

a1
2

a2
2

yctg
2

–
----------------------------------,= =

δνi

δt
-------

t 0=

α
C
----a

11
xi y, ω1ω1 y, t 0=–

α
C
----a0

11
xi0 y, ω10ω10 y, .–= =

x1 f 1 y t,( ) a1 ycos

a2C 1
α
2
---ω10

2
C

2–
+ 

  t

a2
2

a1
2

ytg
2

+
------------------------------------------------ ++= =

+
αa1

2ω10ω10 y, 1
α
2
---ω10

2
C

2–
+ 

 

a1
2

a2
2

yctg
2

+
------------------------------------------------------------------

αa2ω10

δω10

δt
-----------

C a2
2

a1
2

ytg
2

+
------------------------------------+

 
 
 
 
 

t
2

2
--- …,+

x2 f 2 y t,( ) a2 ysin

a1C 1
α
2
---ω10

2
C

2–
+ 

  t

a1
2

a2
2

yctg
2

+
------------------------------------------------ ++= =

+ –

a2
2αω10ω10 y, 1

α
2
---ω10

2
C

2–
+ 

 

a2
2

a1
2

ytg
2

+
------------------------------------------------------------------

αa1ω10

δω10

δt
-----------

C a1
2

a2
2

yctg
2

+
---------------------------------------+

 
 
 
 
 

t
2

2
--- ….+
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ÌËfl ‰‚ËÊÂÌËfl ËÌÚÂ„ËÛÂÏ ˜ËÒÎÂÌÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÂfl‚ÌÓÈ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒıÂÏ˚. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó
‚‚Â‰ÂÏ ‡‚ÌÓÏÂÌÛ˛ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÛ˛ ÒÂÚÍÛ Ò ¯‡„‡ÏË ∆t Ë ∆x1, ∆x2 ÔÓ ‚ÂÏÂÌË Ô ÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Û, ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ ÛÁÎ‡ı ÍÓÚÓÓÈ Ë ·Û‰ÂÏ ËÒÍ‡Ú¸ Â¯ÂÌËÂ. ÇıÓ‰fl˘ËÂ ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ-
‚Ó‰Ì˚Â Á‡ÏÂÌËÏ Ëı ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚ÏË ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËflÏË ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÌËÏ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË:

(4.1)

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (4.1) ‚ ÔÂ‚ÓÂ ËÁ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.3), ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛ ‡ÁÌÓÒÚÌÛ˛ ÒıÂÏÛ:

u 1,

u x1 ∆x1+ x2 t, ,( ) u x1 ∆x1– x2 t, ,( )–
2∆x1

---------------------------------------------------------------------------------------,≈

u 2,

u x1 x2, ∆x2+ t,( ) u x1 x2, ∆x2– t,( )–
2∆x2

---------------------------------------------------------------------------------------,≈

u 11,

u x1 ∆x1+ x2 t, ,( ) 2u x1 x2 t, ,( ) u x1 ∆x1– x2 t, ,( )+–

∆x1
2

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------,≈

u 22,

u x1 x2, ∆x2+ t,( ) 2u x1 x2 t, ,( ) u x1 x2, ∆x2– t,( )+–

∆x2
2

---------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------,≈

u 12,
1

4∆x1∆x2
--------------------- u x1 ∆x1+ x2 ∆x2+ t, ,( ) u x1 ∆x1+ x2 – ∆x2 t, ,( ) ––(≈

– u x1 – ∆x1 x2 ∆x2+ t, ,( ) u x1 – ∆x1 x2 – ∆x2 t, ,( )+ ),

u̇
u x1 x2 t, ,( ) u x1 x2 t ∆t–, ,( )–

∆t
---------------------------------------------------------------------,≈

u̇̇
u x1 x2 t, ,( ) 2u x1 x2 t ∆t–, ,( )– u x1 x2 t 2∆t–, ,( )+

∆t
2

-----------------------------------------------------------------------------------------------------------------------.≈

um 1 n,+
k

2um n,
k

– um 1– n,
k

+

∆x1
2

--------------------------------------------------------- 1 3α
um 1 n,+

k
um 1– n,

k
–( )

2

4∆x1
2

-------------------------------------------- α
um n 1+,

k
um n 1–,

k
–( )

2

4∆x2
2

--------------------------------------------+ + +

+
um n 1+,

k
2um n,

k
– um n 1–,

k
+

∆x2
2

--------------------------------------------------------- 1 α
um 1 n,+

k
um 1– n,

k
–( )

2

4∆x1
2

-------------------------------------------- 3α
um n 1+,

k
um n 1–,

k
–( )

2

4∆x2
2

--------------------------------------------+ + +

îË„. 1. 
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∆x2
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Σ(t)

Σ(t–∆t)
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(4.2)

Ç˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÓ ÒıÂÏÂ (4.2) ‰ÓÎÊÌ˚ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚ¸Òfl Ì‡ ¯‡·ÎÓÌÂ, ÔÓÍ‡Á‡ÌÌÓÏ Ì‡ ÙË„. 2. ÑÎfl ÛÁÎÓ‚,
ÎÂÊ‡˘Ëı Ì‡ ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÓÒflı, ÌÂ‰ÓÒÚ‡˛˘ËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÚÓ˜Í‡ı (–∆x1, n∆x2) Ë
(m∆x1, –∆x2) ÔÓÎÛ˜ËÏ ËÁ ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÒËÏÏÂÚËË

èÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌÚ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÒÎÓÂ, „‡ÌËˆÛ L0, ‡ Ú‡ÍÊÂ Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡
ÌËı ÙÛÌÍˆËË ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÍÛ·Ë˜ÂÒÍËÏË ÒÔÎ‡ÈÌ‡ÏË Ò ˜ËÒÎÓÏ ÛÁÎÓ‚ ÏÌÓ„Ó ÏÂÌ¸¯ËÏ
˜ËÒÎ‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËÈ ÒÔÎ‡ÈÌ‡ Ò ÎËÌËflÏË ÒÂÚÍ‡. èÛÒÚ¸, ‰Îfl ÔÓÒÚÓÚ˚, ÛÁÎ˚ ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ËÂ ÙÛÌÍˆËflÏ, Á‡‰‡ÌÌ˚Ï Ì‡ Ó‰ÌÓÈ „‡ÌËˆÂ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú. í‡ÍÊÂ Û˜ÚÂÏ, ˜ÚÓ ÔË ‰‚ËÊÂÌËË Σ(t)
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚ‡ y, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ Î˛·ÓÏÛ ÛÁÎÛ, ÓÒÚ‡ÂÚÒfl ÌÂËÁÏÂÌÌ˚Ï.

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË ÙÓÌÚ‡ Ò Ox1 ÙÛÌÍˆËË f1(y, t) Ë f2(y, t) ËÏÂ˛Ú Ï‡ÍÒËÏÛÏ Ë ÔÂÂ„Ë·
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‡ Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË Ò Ox2 ÏÂÌfl˛ÚÒfl ÓÎflÏË, ÚÓ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÒÔÎ‡ÈÌÓ‚,
ËÌÚÂÔÓÎËÛ˛˘Ëı ÍÓÓ‰ËÌ‡ÚÌ˚ı ÙÛÌÍˆËË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡, ‰ÓÎÊÌ˚ ·˚Ú¸ Á‡‰‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ:

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ó·‡ÁÓÏ ·Û‰ÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡Ú¸ ÙÛÌÍˆËË, Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡ Σ(t), Ú‡ÍËÂ, Í‡Í ω1 Ë ω2. Ç
ÒËÎÛ ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓÒÚË Û ÙÛÌÍˆËË, Á‡‰‡ÌÌÓÈ Ì‡ „‡ÌËˆÂ, Ì‡ ÔÂÂÒÂ˜ÂÌËË Ò ÓÒ¸˛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ó·‡-
˘‡ÂÚÒfl ‚ ÌÓÎ¸ ÔÂ‚‡fl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì‡fl ÔÓ Ô‡‡ÏÂÚÛ y. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl ‰Îfl ÌËı
·Û‰ÛÚ ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ‚Ë‰‡:

(4.3)

éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ˜ËÒÎÂÌÌ‡fl ÒıÂÏ‡ ËÏÂÂÚ ÔÂ‚˚È ÔÓfl‰ÓÍ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË Í‡Í ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï
ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, Ú‡Í Ë ÔÓ ‚ÂÏÂÌË, Ú‡Í Í‡Í ‰Îfl ÔË„‡ÌË˜Ì˚ı ÛÁÎÓ‚, ̄ ‡·ÎÓÌ ÍÓÚÓ˚ı ÔÂÂÒÂÍ‡ÂÚ L0,
ÔÓÒÚÓËÚ¸ ÒËÏÏÂÚË˜Ì˚Â ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ÌÂ‚ÓÁÏÓÊÌÓ.

ÑÎfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ÔÓ ÒıÂÏÂ (4.2) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÁÌ‡Ú¸ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚Ó ‚ÒÂı ÛÁÎ‡ı ËÁ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ
Ó·Î‡ÒÚË, ‚ ÚÓÏ ˜ËÒÎÂ ÔËÙÓÌÚÓ‚˚ı. Ç ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl ‰Îfl ÛÁÎÓ‚ ÒÂÚÍË ËÁ Ó·Î‡ÒÚË, ÎÂÊ‡˘ÂÈ ÏÂÊ‰Û

+
α um 1+ n 1+,

k
um 1+ n 1–,

k
– um 1– n 1+,

k
– um 1– n 1–,

k
+( )

4∆x1
2∆x2

2
---------------------------------------------------------------------------------------------------------------- um 1+ n,

k
um 1– n,

k
–( ) um n 1+,

k
um n 1–,

k
–( )  =

=  
um n,

k
2um n,

k 1–
– um n,

k 2–
+

C
2∆t

2
-----------------------------------------------,

um n,
k

u m∆x1 n∆x2 k∆t, ,( ), m n k, , 0 1 2…., ,= =

u x1 x2,( ) u x1– x2,( ) u x1 x2–,( ).= =

f 1' 0 t,( )( ) 0, f 2'
π
2
--- t, 

  0, f 2'' 0 t,( ) 0, f 1''
π
2
--- t, 

  0, f i'
∂ f i

∂y
-------.= = = = =

ω1' y 0= ω1' y π/2= ω2' y 0= ω2' y π/2= .= = =

um 1 n 1+,–
k

um 1 n,–
k

um n 1+,
k um 1 n 1+,+

k

um n,
k um 1 n,+

k

um 1+ n 1–,
kum n 1–,

kum 1– n 1–,
k

um n,
k 1–

um n,
k 2–

îË„. 2. 
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ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ ‡Á˚‚Ó‚ Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÒÎÓÂ Σ(t) Ë ÂÂ ÔÓÎÓÊÂÌËÂÏ Ì‡ ÔÓÁ‡ÔÓ¯ÎÓÏ
‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÒÎÓÂ Σ(t – 2∆t) (ÒÏ. ÙË„. 1), Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ‚˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÚÓÓÈ ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË ÌÂÎ¸Áfl, Ú‡Í Í‡Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÂ ÛÁÎ˚ Ò ÔÂ‰˚‰Û˘Ëı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÒÎÓÂ‚ ÌÂ
ÔÓÔ‡‰‡˛Ú ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÛ˛ Ó·Î‡ÒÚ¸. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‚ ÔËÙÓÌÚÓ‚ÓÈ ÁÓÌÂ ËÏÂÂÏ ‡Ì‡ÎËÚË-
˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ (3.7), ÌÓ ÓÌÓ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó ÎË¯¸ ‰Îfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ‚ÂÏÂÌ. ÅÛ‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸,
˜ÚÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ‚ÓÎÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË ÓÔËÒ˚‚‡˛Ú-
Òfl ÚÂÏ ÊÂ fl‰ÓÏ (3.7), ÌÓ ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ω10 Ë ω20 ‚ıÓ‰flÚ ‚ ÌÂ„Ó ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚.
í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔË·ÎËÊÂÌÌÓÂ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎflÂÚ ÒÓ·ÓÈ Û‡‚ÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒË-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Ë Ì‡·Ó‡ ÌÂËÁ‚ÂÒÚÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl. ùÚË Û‡‚-
ÌÂÌËfl, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚Â ‰Îfl ÛÁÎÓ‚, ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ‚ ÍÓÚÓ˚ı ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌ˚ ÔÓ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡Á-
ÌÓÒÚÌÓÈ ÙÓÏÛÎÂ, Ë, ‚ ÚÓ ÊÂ ‚ÂÏfl, ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍËı Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú Á‡-
ÏÍÌÛÚ¸ ÒËÒÚÂÏÛ.

ë ˝ÚÓÈ ˆÂÎ¸˛ ‡ÒÒÏÓÚËÏ ÓÚ‰ÂÎ¸Ì˚È ÛÁÂÎ ÒÔÎ‡ÈÌ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘Â„Ó Σ(t – 2∆t). èÂÂÏÂ˘ÂÌËfl
ÚÓ˜ÂÍ ÒÂ‰˚, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘Ëı Ò ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚ÏË ÛÁÎ‡ÏË, ÏÓÊÌÓ ÔÓÎÛ˜ËÚ¸ ÔÛÚÂÏ ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡-
ÌËfl ÔÓ ÒÓÒÂ‰ÌËÏ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË. ÑÎfl ËÌÚÂÔÓÎËÓ‚‡ÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÙÓÏÛÎÛ íÂÈÎÓ‡, Ò˜ËÚ‡fl, ˜ÚÓ
‡ÁÎÓÊÂÌËÂ ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ·ÎËÊ‡È¯ÂÈ ÚÓ˜ÍË ËÁ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ‰Îfl
ÍÓÚÓÓÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.2). ÇıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÙÓÏÛÎÛ ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚Â, Í‡Í Ë ‡Ì¸¯Â, ‡ÔÔÓÍÒËÏËÛÂÏ ÍÓÌÂ˜Ì˚ÏË ‡ÁÌÓÒÚflÏË. ë ‰Û„ÓÈ ÒÚÓÓÌ˚, ‰Îfl ‡ÒÒÏ‡ÚË-
‚‡ÂÏ˚ı ÛÁÎÓ‚ ÏÓÊÌÓ Á‡ÔËÒ‡Ú¸ Û‡‚ÌÂÌËÂ (3.7), ‚ ÍÓÚÓÓÏ ω10, ω20, δω10/δt Á‡‚ËÒflÚ ÚÓÎ¸ÍÓ ÓÚ ÎÛ˜‡,
‡ tΣ ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ ÚÓ˜ÍË – ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ‡. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÏÂÂÏ

(4.4)

èÓÎ‡„‡fl ˝ÚË ‚˚‡ÊÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓ ω10 Ë ω20, ‚˚˜ËÒÎflÂÏ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚
‰Îfl ‰‡ÌÌÓ„Ó ÛÁÎ‡. ó‡ÒÚÌ˚Â ÔÓËÁ‚ÓÌ˚Â  Ë  ‚ (4.4) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-
‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ÙÓÏÛÎ (4.1). èÓÎÓÊËÏ, ‰Îfl Û‰Ó·ÒÚ‚‡, Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ‚ÂÏÂÌÌÓÏ ÒÎÓÂ t = 0, ÚÓ„‰‡ tΣ =
= –2∆t Ë ËÁ (4.4) ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ

(4.5)

u̇ – ω10

δω10

δt
-----------tΣ+ 

  ω20 t tΣ–( ),–=

u̇̇ ω20.–=

u̇ u̇̇

ω10 –
um n,

k
um n,

k 1–
–
∆t

-------------------------- 2∆t
δω10

δt
-----------– 2∆tω20,+=

ω20

um n,
k

2um n,
k 1–

– um n,
k 2–

+

∆t
2

-----------------------------------------------.–=

0.00025

0.25 0.50 0.75

0.00050

0.00075

0.00100

1.000
s

y
π
2
---=

y = 0

u

îË„. 3. 
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ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl δ-ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ ‚ (4.5) ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏ ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌÓÂ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

(4.6)

ëËÒÚÂÏ‡ ÌÂÎËÌÂÈÌ˚ı ‡Î„Â·‡Ë˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÍÎ˛˜‡˛˘‡fl ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl (4.2)
‰Îfl ‚ÌÛÚÂÌÌËı ÛÁÎÓ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, Ë ÎÛ˜Â‚˚Â ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‰Îfl ÚÓ˜ÂÍ, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛-
˘Ëı Ò ÛÁÎ‡ÏË ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ‡Á˚‚‡ Ì‡ ÔÓÁ‡ÔÓ¯ÎÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ, Â¯‡ÂÚÒfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ ÔÓÒÚÓÈ
ËÚÂ‡ˆËË. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸ÌÓ„Ó ÔË·ÎËÊÂÌËfl ‰Îfl Ó˜ÂÂ‰ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÔÂ-

ÂÏÂ˘ÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â ÔË ÔÓ‰ÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ ‚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓÂ Â¯ÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚  Ë 

δω1

δt
--------- y t,( )

ω1 y t,( ) ω1 y t ∆t–,( )–
∆t

-------------------------------------------------------.≈

ω1
k 1– ω2

k 1–

x2

0

0.00022

0.00044

0.00066

0.00089

0.00111

0.00133

0.00177
0.002

0.00155

0 x1

îË„. 4. 

–0.495
–0.507

–0.529

–0.560

–0.592

–0.622

–0.646

–0.667

–0.684

–0.698
–0.708

–0.715
–0.719

–0.724

–0.726

ωt

0 π/4 π/2

y

îË„. 5. 
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ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÒÎÓfl Ë ‚ÂÏÂÌË t = ∆t. á‡ Ì‡˜‡Î¸ÌÓÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ω1 Ë ω2

ÔËÌËÏ‡˛ÚÒfl  ≈  +  Ë  ≈  ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ; δω10/δt ‰Îfl ÒÎÓfl t – ∆t ‚˚˜ËÒÎfl-

ÂÚÒfl ÔÓ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÙÓÏÛÎÂ (4.6). í‡ÍÊÂ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl (3.7) ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ-
Îfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ Ì‡ ÔÂ‚˚ı ‰‚Ûı ‚ÂÏÂÌÌ ı ÒÎÓflı, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl ËÌËˆË‡ÎËÁ‡ˆËË ÒıÂÏ˚. äÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ‚ ˝ÚÓÏ ÒÎÛ˜‡Â ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ „‡ÌË˜ÌÓÏÛ ÛÒÎÓ‚Ë˛ (2.1).

ω1
k ω1

k 1– δω10

δt
-----------∆t ω1

k ω2
k 1–

˚́

–0.726

0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.0010

–0.495

–1.000

t

ω1

0

îË„. 6. 

1

1 2 3 x1

2

3

x2 Σ(0.024)

Σ(0.022)
Σ(0.020)
Σ(0.018)
Σ(0.016)

L0

0

îË„. 7. 
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á‡ÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl ÔÓ ÎÛ˜Â‚ÓÈ ÙÓÏÛÎÂ ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÓÔÂ‰Â-
ÎËÚ¸ ÎÛ˜Â‚˚Â ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú˚ s Ë y. Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ÛÁÎ˚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÎËÁÍÓ Í ÔÓ‚Âı-
ÌÓÒÚË ‡Á˚‚Ó‚, ÏÓÊÌÓ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ÎÛ˜ – ÔflÏ‡fl, ÔÓıÓ‰fl˘‡fl ˜ÂÂÁ ÛÁÂÎ Ë ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌ‡fl
ÙÓÌÚÛ. è‡‡ÏÂÚ y ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ÛÒÎÓ‚Ëfl Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓÒÚË ÌÓÏ‡ÎË Í ÒÔÎ‡ÈÌÛ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘ÂÈ Ô‡‡ÏÂÚÛ ÚÓ˜ÍÂ Ë ‚ÂÍÚÓ‡, Ì‡˜‡ÎÓÏ ÍÓÚÓÓ„Ó fl‚ÎflÂÚÒfl ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚È ÛÁÂÎ ÒÂÚÍË, ‡
ÍÓÌˆÓÏ – ÚÓ˜Í‡ ÒÔÎ‡ÈÌ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘‡fl Ô‡‡ÏÂÚÛ. Ç˚˜ËÒÎÂÌËÂ y ÔÓËÁ‚Ó‰ËÚÒfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ ÏÂ-
ÚÓ‰ÓÏ ‰ËıÓÚÓÏËË. áÌ‡fl y, ÏÓÊÌÓ ‚˚˜ËÒÎflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl Ò ÔÓÏÓ-
˘¸˛ ËÌÚÂÔÓÎflˆËÓÌÌÓ„Ó ÔÓÎËÌÓÏ‡, ‡ ÔÓ ÌËÏ ÓÔÂ‰ÂÎflÚ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ s.

èÓÎÛ˜‡ÂÏ˚Â ‚ ıÓ‰Â Â¯ÂÌËfl ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl
Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ÔÓÎÓÊÂÌËfl ÙÓÌÚ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÓÎÌ˚ Ë Â„Ó „ÂÓÏÂÚË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ‚ıÓ-
‰fl˘Ëı ‚ ÎÛ˜Â‚ÓÈ fl‰. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÔÓÒÚÓÂÌ‡ ÌÂfl‚Ì‡fl ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì‡fl ÒıÂÏ‡, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ-
‡ˆËË ÍÓÚÓÓÈ ÒÌ‡˜‡Î‡ ÔÂÂÒ˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl ‚ÌÛÚÂÌÌËÂ ÛÁÎ˚ Ó·Î‡ÒÚË, ‡ Á‡ÚÂÏ ÒÔÎ‡ÈÌ˚, ÓÔËÒ˚‚‡-
˛˘ËÂ Á‡‰‡ÌÌ˚Â Ì‡ ‚ÓÎÌÓ‚ÓÏ ÙÓÌÚÂ ÙÛÌÍˆËË, Ë ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ò‡ÏÓ„Ó ÙÓÌÚ‡. ä‡Ê‰‡fl ËÚÂ‡ˆËfl Á‡-
‚Â¯‡ÂÚÒfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËÂÏ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ ÛÁÎ‡ı ÒÂÚÍË ÔËÙÓÌÚÓ‚ÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚
ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl.

èé ÓÔËÒ‡ÌÌÓÏÛ ‚˚¯Â ‡Î„ÓËÚÏÛ ·˚Î‡ ‡Á‡·ÓÚ‡Ì‡ Ë ÓÚÎ‡ÊÂÌ‡ ÔÓ„‡ÏÏ‡, ÔÓÁ‚ÓÎfl˛˘‡fl ‚˚-
˜ËÒÎËÚ¸ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ¯‡„Â ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËfl Á‡ ÙÓÌÚÓÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÙÓÌ-
Ú‡ Ë ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ ÎÛ˜Â‚Ó„Ó ‡ÁÎÓÊÂÌËfl.

Ñ‡ÎÂÂ ÔË‚Â‰ÂÏ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚. è‡‡ÏÂÚ˚ Á‡‰‡˜Ë ‚˚·‡Ì˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ
Ó·‡ÁÓÏ: α = 10, C = 103 Ï/Ò, v0 = 1 Ï/Ò, a0 = 1 Ï/Ò2, a1 = 1.5 Ï, a2 = 1 Ï. ò‡„Ë ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÒÂÚÍË ÒÓ-
ÒÚ‡‚Îfl˛Ú ∆t = 10–4 Ò, ∆x1 = ∆x2 = 0.02 Ï. ç‡ ÙË„. 3 ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ ÔÓÎfl ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ
‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜ÂÈ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 10–3 Ò ‚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË ÓÚ ‡ÒÒÚÓflÌËfl ‚‰ÓÎ¸ ÎÛ˜‡. ç‡ ÙË„. 4 ËÁÓ·-
‡ÊÂÌ˚ ËÁÓÎËÌËË ÙÛÌÍˆËË ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÈ ‚ (u(x1, x2 t)) ‚ Ó·Î‡ÒÚË, Óı‚‡˜ÂÌÌÓÈ ‚ÓÎÌÓ‚˚Ï ‰‚ËÊÂÌË-
ÂÏ Í ÏÓÏÂÌÚÛ t = 0.002 Ò. ç‡ ÙË„. 5 ËÁÓ·‡ÊÂÌ „‡ÙËÍ ËÁÏÂÌÂÌËfl ËÌÚÂÌÒË‚ÌÓÒÚË ‚ÓÎÌ˚ ‚‰ÓÎ¸ ‚ÓÎ-
ÌÓ‚Ó„Ó ÙÓÌÚ‡ ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t = 0.001 Ò, ‡ Ì‡ ÙË„. 6 ËÁÏÂÌÂÌËÂ ω1 ÒÓ ‚ÂÏÂÌÂÏ ‰Îfl ‡ÁÎË˜Ì˚ı
(ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚ı) ÎÛ˜ÂÈ. ç‡ÍÓÌÂˆ, ÙË„. 7 ËÎÎ˛ÒÚËÛÂÚ ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ‚ÓÎÌÓ‚˚ı ÙÓÌÚÓ‚ Ì‡ ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍËı ÔÓÒÎÂ‰ÌËı ‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÒÎÓflı (t1 = 0.016 c, t2 = 0.08 c, t3 = 0.02 c, t4 = 0.022 c) ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡
t = 0.0024 Ò. àÁ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚ı „‡ÙËÍÓ‚ ‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ·ÓÎÂÂ ÔÓÎÓ„ËÂ Û˜‡ÒÚÍË ÙÓÌÚ‡ ‰‚ËÊÛÚÒfl
·˚ÒÚÂÂ, Ú‡Í ˜ÚÓ ÍÓÌÚÛ Σ(t) ÒÚÂÏËÚÒfl ÔËÌflÚ¸ ÙÓÏÛ ÓÍÛÊÌÓÒÚË.

éˆÂÌÍ‡ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÈ ˜ËÒÎÂÌÌÓÈ ÒıÂÏ˚, ‚ ÒËÎÛ ÂÂ ÌÂÎËÌÂÈÌÓÒÚË,
fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÌÓÈ Á‡‰‡˜ÂÈ. íÂÏ ÌÂ ÏÂÌÂÂ, ‰Îfl Ï‡Î˚ı ‚ÂÏÂÌ Í‡˜ÂÒÚ‚Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ÏÓÊ-
ÌÓ ÔÓ‚ÂËÚ¸ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Â¯ÂÌËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ-
„Ó ÔÓÒÚÓËÏ ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı Â¯ÂÌËÈ ‰Îfl Ó‰ÌÓ„Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË, ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡-
ÚÂÎ¸ÌÓ ÛÏÂÌ¸¯‡fl ¯‡„ ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï Ë ‚ÂÏÂÌÌóÈ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï ‚‰‚ÓÂ. éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ
ÒÂ‰ÌÂÂ ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÔÓ ÛÁÎ‡Ï ÒÂÚÍË

(4.7)

˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó  Â¯ÂÌËfl ÓÚ ‡Ì‡ÎËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó  ÔË ˝ÚÓÏ ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl (ÒÏ. Ú‡·ÎËˆÛ). Ç (4.7) N –
ÍÓÎË˜ÂÒÚ‚Ó ÛÁÎÓ‚ ‚ ‰ÂÙÓÏËÓ‚‡ÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË.

ÑÎfl ÔÓ‚ÂÍË Í‡˜ÂÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËfl ‚ ÒÎÛ˜‡Â ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ ·ÓÎ¸¯Ëı ‚ÂÏÂÌ, ÍÓ„‰‡ ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸Òfl ÎÛ-
˜Â‚˚Ï ‡ÁÎÓÊÂÌËÂÏ ÛÊÂ ÌÂÎ¸Áfl, ÓˆÂÌË‚‡ÎÓÒ¸ ËÁÏÂÌÂÌËÂ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚË Â¯ÂÌËfl Ò
ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ ¯‡„‡. éÍ‡Á‡ÎÓÒ¸, ˜ÚÓ ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÛÁÎ‡, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
˛˘Â„Ó Í‡ÍÓÏÛ-ÎË·Ó ÛÁÎÛ ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ‚‡Ë‡ÌÚ‡ Â¯ÂÌËfl, ÛÏÂÌ¸¯‡ÂÚÒfl. í‡Í, ‰Îfl ÔËÌflÚ˚ı ‚˚-

δÒ δm n,
k

/N , δm n,
k

k m n, ,
∑ Um n,

k
um n,

k
–

um n,
k

---------------------------= =

um n,
k

Um n,
k

í‡·ÎËˆ‡

∆x1 = ∆x2 ∆t
t1 = 0.0005 t2 = 0.0006 t3 = 0.0007

δÒ δÒ δÒ

0.02 0.0001 0.06 0.057 0.048

0.01 0.00005 0.028 0.023 0.028

0.005 0.000025 0.016 0.02 0.028
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¯Â Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë Ë ‚ÂÏÂÌË t = 0.0011 Ò ÔË ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÏ ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ¯‡„Ó‚ ÒÂÚÍË
‚‰‚ÓÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì‡fl ÓÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì‡fl ÔÓ„Â¯ÌÓÒÚ¸ ÒÓÒÚ‡‚ËÎ‡ 15.9% Ë 5.8% ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ.

Ä‚ÚÓ˚ ‚˚‡Ê‡˛Ú ËÒÍÂÌÌ˛˛ ·Î‡„Ó‰‡ÌÓÒÚ¸ Ä.Ä. ÅÛÂÌËÌÛ Á‡ ÔÎÓ‰ÓÚ‚ÓÌÓÂ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËÂ Ë
ˆÂÌÌ˚Â Á‡ÏÂ˜‡ÌËfl ÔË ÔÓ‰„ÓÚÓ‚ÍÂ ÒÚ‡Ú¸Ë.
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