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Одномерная модель Изинга с подвижными примесями*

Решена одномерная модель Изинга с подвижными немагнитными примесями. Для этой 
модели найдены корреляционные функции. Показано, что с помощью подбора параметров 
межатомного взаимодействия систему с подвижными примесями, находящимися в тер-
модинамическом равновесии, можно приблизить к системе с вмороженными примесями.
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The one-dimensional Ising model with mobile impurities

We solve the one-dimensional Ising model with movable magnetic impurities. For this 
model, we found the correlation functions. It is shown that using the selection parameters 
of interatomic interaction, mobile system with impurities that are in thermodynamic 
equilibrium, can be approximated to a system with frozen impurities.
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Частным случаем решетки Бете [1, 2] является одномерная цепочка подвижных 
магнитных и немагнитных атомов, для которой можно построить точное решение 
с помощью трансфер-матрицы [1]. Это решение обладает тем преимуществом, что 
оно позволяет сравнительно легко рассчитать корреляционную функцию. 

Запишем статистическую сумму одномерной цепочки, состоящей из N узлов, 
в следующем виде:

             , (1)
где   и используется циклическое граничное условие .  
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Вычислив тем или иным способом (1) можно найти химический потенциал и 
спонтанную намагниченность из следующих соотношений:

                        (2)

Для вычисления  воспользуемся следующим способом [1]. Рассмотрим 
трансфер-матрицу :

                            

.

 

(3)

Если  и  – собственные числа матрицы (3), то статистическая сумма 
(1) равна  . Пусть  есть максимальное из собственных чисел 
матрицы . Тогда в термодинамическом пределе  формулы (2) перейдут в 

                                         (4)

Собственные числа (3) находятся из характеристического уравнения:

                                         , (5)

где

Дифференцируя (4) по  и по  и используя (5), можно записать выражения 
для нахождения  и  через  и производные коэффициентов 

                      
(6)

Решая (5) численно или по формулам Кардано и находя , можно, используя 
(6), найти зависимость намагниченности  от  и . 

Определим для модели Изинга с подвижными примесями корреляционные 
функции. Ковариацию величин  и  (средние значения которых равны кон-
центрации магнитных атомов ), рассматриваемую как функция от расстояния 
между этими узлами, будем называть «позиционной» корреляционной функцией:

Эта функция показывает коррелированность в расположении магнитных 
атомов (или атомов примеси); впрочем, даже если все  равны нулю, это еще не 
означает, что примеси распределены в решетке полностью хаотично. Ковариацию 
самих величин  и   

будем называть «магнитно-позиционной» корреляционной функцией, поскольку 
она характеризует связь между расположением и магнитными моментами атомов 
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одновременно. Для того  чтобы описать корреляцию только между величинами 
магнитных моментов, определим «магнитную» корреляционную функцию:

Значения этой функции есть разницы условных средних от произведений  
и произведений условных средних  и  при условии, что обе эти величины не 
равны нулю.

Рассмотрим вычисление этих корреляционных функций для линейной цепочки. 
Для одномерной цепочки, состоящей из  узлов

  (7),

где 

элемент трансфер-матрицы.

Введем матрицу  и запишем (7) в следующем виде:
                  

                               (8)

Для вычисления следа в (8) рассмотрим ортогональную матрицу , приводящую 
симметричную трансфер-матрицу  к диагональному виду: 

Тогда (8) запишется в виде:

где . Учитывая, что , и переходя к пределу , получим

   

(9)

Выражая (9) через элементы матрицы , получим:

                          (10)

Вычисляя аналогичным образом , можно показать, что оно равно . По-
этому позиционная корреляционная функция является суммой двух убывающих 
геометрических прогрессий:
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                           (11)

где . Для расчета магнитно-пози-
ционной корреляционной функции нужно использовать вместо матрицы  матрицу 

, что приводит для  к уравнению, аналогичному (11):

                                          (12)

Оказывается, что при  (в этом случае намагниченность  также обра-
щается в ноль – в одномерной цепочке нет возникновения спонтанной намагни-
ченности при ненулевой температуре) один из коэффициентов  или  в формуле 
(11) обращается в ноль (какой именно, зависит от нумерации корней  и  ха-
рактеристического уравнения), то есть позиционная корреляционная функция 
в этом случае имеет вид убывающей геометрической прогрессии. Что касается 
магнитно-позиционной корреляционной функции (12), то она также становится 
при  геометрической прогрессией, но если в (11) знаменатель прогрессии ,  
то в (12) –  и наоборот. Если же , то все четыре коэффициента , ,  и  
в выражениях (11) и (12) не равны нулю

Рис. 1. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей 
в одномерной цепочке при . По горизонтальной оси – концентрация 

магнитных атомов , по вертикальной – значение корреляционной функции.  
Кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – 

На рисунках 1 и 2 показаны графики позиционной   (1), магнитно-позици-
онной   (2) и магнитной  (3) корреляционных функций в зависимости от 
концентрации магнитных атомов ; на рис. 1 – при , а на рис. 2 – при . 
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Рис. 2. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей  
в одномерной цепочке при . По горизонтальной оси – 

концентрация магнитных атомов , по вертикальной – значение корреляционной 
функции. Кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – 

Позиционная корреляционная функция  зависит, в частности, от значения 
величины  – эффективного потенциала кулоновского взаимодействия. 

Рис. 3. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей  
в одномерной цепочке при . По горизонтальной оси – концентрация 

магнитных атомов , по вертикальной – значение корреляционной функции.  
Кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – 
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Подберем теперь величину  с таким расчетом, чтобы при заданных значениях 
внешнего поля , температурного параметра  и концентрации магнитных атомов  

 корреляционная функция  равнялась бы нулю. Согласно изложенному выше 
при  такой выбор  приводит к обращению в ноль всех значений позицион-
ной корреляционной функции , то есть распределение примесей в этом случае 
является не коррелированным на любых расстояниях. 

Рис. 4. Концентрационная зависимость корреляционных функций ближайших соседей  
в одномерной цепочке при . По горизонтальной оси – 

концентрация магнитных атомов , по вертикальной – значение корреляционной 
функции. Кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – 

Строго говоря, это не означает (хотя и не исключает этого), что распределение 
примесей полностью случайно, поскольку для полностью случайного распреде-
ления необходимо равенство нулю не только парных ковариаций, но и тройных, 
четверных и т.д. Однако равенство нулю парной корреляционной функции по-
зволяет рассматривать распределение примесей как «приближенно случайное». 
Если же , то обращение в ноль только  уже не приводит к обращению 
в ноль всех значений , но все же можно считать, что расположение примесей 
более хаотично, чем при . В дальнейшем будем называть распределение 
примесей с  «псевдохаотичным». 
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Рис. 5. Концентрационная зависимость корреляционных функций для соседей, 
следующих за ближайшими в одномерной цепочке при . По 

горизонтальной оси – концентрация магнитных атомов , по вертикальной – значение 
корреляционной функции. Кривая 1 – , кривая 2 – , кривая 3 – 

На рисунках 3 и 4 показаны графики позиционной  (1), магнитно-позицион-
ной   (2) и магнитной  (3) корреляционных функций в зависимости от кон-
центрации магнитных атомов , причем для каждого значения  величина  
подбирается так, чтобы . На рис. 3 , а на рисунке 4 . На ри-
сунке 5 показаны графики функций ,  и  (кривые 1, 2 и 3 соответственно) 
при   и для такого , при котором . Видно, что хотя  отлично 
от нуля, но ее величина значительно меньше других корреляционных функций.
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