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Для исследования фазовых переходов в нерегулярных спиновых системах часто используется модель Изинга для разбавленного магнетика. Эта модель характеризуется гамильтонианом [1]
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Здесь  - обычные изинговские переменные, определяющие ориентацию магнитного момента атома и принимающие значения +1 и -1;  - обменный интеграл,  пропорциональна внешнему магнитному полю. Случайная переменная  может быть равна 0 и 1, ее среднее значение  определяет вероятность заполнения  -го узла изинговским «спином»; суммирование в первой сумме проводится по всем упорядоченным парам соседних узлов, во второй сумме – по всем узлам решетки. Будем считать, что магнитные и немагнитные атомы размещены по узлам решетки случайно, без корреляции и не перемещаются под воздействием тепловых колебаний («вмороженные» примеси). 
Кроме разбавления по узлам, мы будем рассматривать модель замороженных связей. В ней считается, что определенная доля  всех обменных интегралов искусственно исключена. Известно [1], что критическое значение  параметра  при котором происходит фазовый переход, зависит от концентрации  в модели с разбавлением по узлам (или  при разбавлении по связям). При некотором значении  (или )  обращается в бесконечность, то есть в системе отсутствует спонтанная намагниченность при любой температуре. Величины  и  являются перколяционными порогами по узлам и по связям для решетки, на которой рассматривается модель Изинга с разбавлением. В настоящей работе мы рассмотрим приближенный метод нахождения  и , основанный на использовании циклических кластеров.
	Суть предлагаемого метода заключается в следующем. Рассмотрим вначале модель Изинга без разбавления на некоторой регулярной решетке. Выделим на решетке замкнутую цепочку из  узлов так, чтобы каждый узел цепочки имел ровно два ближайших соседа, принадлежащих этой цепочке. Взаимодействие между спинами, находящимися в узлах цепочки, будем учитывать точно, а взаимодействие их со всеми остальными спинами заменим кристаллическим полем , где  - координационное число решетки,  - некоторый неизвестный параметр. Теперь можно вычислить среднюю намагниченность на узел цепочки  как функцию  и . 
При разбавлении по узлам или связям, цепочка может разбиваться на некоторое количество линейных фрагментов, а кроме того кристаллическое поле  становится пропорциональным концентрации магнитных атомов или связей. Вычислив среднюю на атом намагниченность каждого такого фрагмента, а затем среднюю на узел намагниченность цепочки, получим последнюю как функцию ,  и  (или ). Обозначим  среднюю на атом намагниченность не замкнутого осколка цепочки, содержащего  магнитных атомов и  – намагниченность на атом замкнутой цепочки из  магнитных атомов. (Очевидно, что для чистого магнетика .) Тогда, при разбавлении по узлам
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Суммы в этом выражении строятся так. Внешняя сумма – это сумма по количеству магнитных атомов в цепочке. Сумма по  - это сумма по всем возможным способам разместить  магнитных атомов по  узлам замкнутой цепочки. Для каждого такого способа эти  атомов образуют фрагменты, содержащие  атомов. Внутренняя сумма – это сумма по этим фрагментам. Аналогично, при разбавлении по связям
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	Неизвестную величину , входящую в выражения (2) и (3) можно найти, составив самосогласованное уравнение следующим образом. Рассмотрим некоторый узел решетки. Заменяя действие атомов, находящихся в соседних узлах кристаллическим полем , найдем среднюю на узел намагниченность 
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для разбавления по узлам, и 

,                               (5)

для разбавления по связям.
Также рассмотрим кластер из двух соседних узлов, находящихся в кристаллическом поле . Средняя намагниченность на узел кластера при разбавлении по узлам
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при разбавлении по связям.
	Заметим, что если приравнять правые части равенств (4) и (6) (или (5) и (7)) получим решение модели для разбавленного изинговского магнетика на решетке Бете с псевдохаотическим распределением примесей [2, 3].
	Построим теперь самосогласованные уравнения для, приравнивая правые части равенств (2) и (4), (2) и (6) для разбавления по узлам, а также (3) и (5), (3) и (7) – для разбавления по связям. Решив эти уравнения, получим зависимости намагниченности от концентрации и температуры в различных приближениях. Оказывается, что ненулевое решение относительно  существуют у всех этих уравнений при условии , причем  определяется из равенства производных по  от правых частей соответствующих равенств при . Переходя теперь к пределу , получим уравнения для перколяционных порогов  и . Оказывается, что
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для равенства (2), и 

      (9)

для равенства (3). (К сожалению, нам не удалось доказать эти равенства для произвольного , но мы проверили их для .) Из (4) и (5) получим 

,                     (10)
а из (6) и (7):
,
.                        (11)

Результаты вычислений порогов протекания по узлам и связям представлены в таблице1. Перколяционные пороги в столбцах «(1-N)» и «(2-N)» получены приравниванием правых частей (8) – (9) и (10) и (11) соответственно.

	Решетка
	(q,N)
	точное значение 
	точное значение 
	 (1-N)
	(1-N)
	 (2-N)
	(2-N)

	квадратная
	(4, 4)
	0,590
	0,500
	0,382
	0,354
	0,427
	0,368

	шестиугольная
	(3, 6)
	0,700
	0,653
	0,538
	0,522
	0,558
	0,532

	треугольная
	(6, 3)
	0,500
	0,347
	0,250
	0,214
	0,333
	0.227

	кубическая
	(6, 4)
	0,310
	0.250
	0.210
	0.203
	0.219
	0,205

	тетраэдри-ческая
	(4, 6)
	0,430
	0,390
	0,339
	0,336
	0,343
	0,337

	К.О.Ц.
	(8, 6)
	0,240
	0,180
	0,147
	0,144
	0,150
	0,144


Таблица 1

Таким образом, использование циклических кластеров позволяет различить задачи протекания по узлам и по связям (в отличии от приближения Бете) и дает удовлетворительное согласование с известными точными значениями порогов протекания (таблица 1).
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